Matematika Al 2. Vizsga (2014.01.08.)

A dolgozat {rdsa sordn semmilyen segédeszkoz nem haszndlhaté! Rendelkezésre allé
idd: 90 perc. J6 munkat!

1. (10 pont) Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az

fiiggvényen és abréazolja a fiiggvényt!
2. Adja meg a kovetkezé integralok értékét!

e (a) (5 pont)

(b) (5 pont)

621
e Ji =
/e%+5€f+4

(Utmutatés: haszndljon t = e* helyettesitést!)

. T 1
lim —— ) =
z—1 (.r -1 In 1)

(b) (5 pont) Oldja meg a komplex szdmok korében a |z| — z = 1 4 21 egyenletet!

3. (a) (b pont)

4. (a) (b pont) Mondja ki a Rolle-tételt!

(b) (5 pont) Hany valés gydke van a p(z) = 7 4+ 14z — 3 polinomnak?

5. (10 pont) Hatdrozzuk meg azt a teriiletet, amelyet az y tengely, az y = /2 gorbe,
valamint ezen goérbe x = 4 pontjahoz tartozé érintdje hatarol!



Matematika Al 2. Vizsga megoldasai

1. (10 pont) Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az

fiiggvényen és abrazolja a fiiggvényt!

e Ertelmezési tartomény : Dy = R\{1}

1 pont
e tengelymetszetek: f(x) >0, f(0) =e
1 pont
o Ertelmezési tartomany szélei
3 pont
lim =400 = lim eﬁ = +00
z—=1-1 — 1 z—1—
lim — 00 = limers=0
=1+ 1 —x z—1—
. 1 ) 1
lim =0 = lim et—= =1
z—oto0 1 — x r—+o00
e monotonitas
2 pont
fa)=eti—— >0 = [fa)
SN R

e konvexitas



igy

(X) :em<1_x)4 —l—el—f(l_x)g :eﬂ(l_x)4(3—23:),
(—OO, 1) (17%) % (%700)
f/l + 0 —
f U U infl. pont N

Az inflexi6s pont f(3/2) = e %-nél van.

e Abra

1 pont

exp(1/(1-x)) -

2. Adja meg a kovetkez6 integralok értékét!

(a) (5 pont)

(b) (5 pont)

/

" dr=
e2r  Her 44 v

(Utmutatés: hasznaljon t = e helyettesitést!)




(a) Impromprius integral:

‘ 2+3 pont ‘

1 A _ooa1/274
1
/ de lim (1—2)"Y?dz= lim {—ﬂ} =[2]
0 0

1—x A-1-)) AS1- 1/2

t=e¢" =— dt=e"duz,

1 pont
e t t
[=)| —doz=| ———dt= | —— d¢t.
/e%+5ex+4 ’ /t2+5t+4 /(t+4)(t+1)
Parcidlis tortekre bontas:
2 pont
t A N B A(t+1)+ B(t+4)
t+4)(t+1) t+4 t+1  (t+H(E+1)
A szamlalék osszehasonlitasaval:
4 1
A==, B=-—-
3 3
Igy az integral
‘onnt‘
4 1 1 1 4 1
I==-[ —dt—= | —dt=-In{t+4|—=-In[t+1]+C
3) t+4 3/t+1 ghnlttdf = ghnlt+ 1+

Visszahelyettesités utan:

4 1
I:§1n(ew+4)—§1n(ez+1)+0




3.

(a) (5 pont)

. x 1
lim —— | =
z—1 (x— 1 lnx)

(b) (5 pont) Oldja meg a komplex szdmok korében a |z| — 2 = 1 4 21 egyenletet!

(a) Ko6z6s nevezére hozva:

Lzlim( x l)zhmxlna:—x—i—l
x—1

+>1\z—1 Inz (x—1)Inzx

0/0-tipusy, igy a I'Hospital szabély kétszeres alkalmazasaval:

1
PR L el S TS |
x—>11nx—|—1—% z—>1%—|—x—12 2

(b) Legyen z = x + iy alaki, ekkor a kérdéses egyenlet:

Va2 +yr—r—iy=1+2i.

1 pont

2+2 pont

A képzetes részek Osszehasonlitasaval: , ahonnan a valds részre:

22Hd—r=1 = P*4+4=2*+2%r+1 =

Vagyis

‘2 pont‘

r=3/2

‘2 pont‘

1 pont




4.

(a) (5 pont) Mondja ki a Rolle-tételt!
(b) (5 pont) Hény valdés gydke van a p(z) = 27 + 14z — 3 polinomnak?

(a) Ha f € Cla, b] differencidlhaté (a, b)-ben és f(a) = f(b), akkor 1étezik ¢ € (a,b),
melyre f'(c) = 0.

5 pont

(b) Mivel p polinom pératlan fokszamu, igy biztosan létezik valos gyoke (eléadason
bizonyitottuk).

‘1 pont‘

Tegyiik fel, hogy tobb gytke van, legyen példaul x; és xo is gyok, azaz p(x;) =
p(z2) = 0. Mivel egy polinom mindeniitt folytonos és mindeniitt differencidlhatd,
igy alkalmazhaté a Rolle-tétel az [x7, x5 intervallumra, vagyis léteznie kell egy
¢ € (x1,x9) szamnak, ahol p'(c¢) = 0. De

p(r)=725+14>0, VzeR,

igy ellentmondasra jutunk, vagyis

p(z)-nek pontosan egy valds gyoke van.

4 pont

(10 pont) Hatérozzuk meg azt a teriiletet, amelyet az y tengely, az y = \/x gorbe,
valamint ezen gorbe x = 4 pontjahoz tartozd érintoje hatarol!

Ha y = /7, akkor ¢y = 51=. Mivel y(4) = 2 és ¢/(4) = L, {gy az x = 4-hez tartozd

_ 20z R
érintoegyenes egyenlete

3 pont




Miutdn az érintéegyenes az y = /x fiiggvényt feliilrdl érinti (y/z konkav), igy a
kérdéses teriilet:

2

T /4 (“’ 1 \/_>d [x "”S/T 6-16/3 — 2
= —+1—-Vr)der=|—42——=| =|6— =_|
; 8 32|, 3

7 pont




