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1. Bevezetés

Komplex szam fogalma:
Algebrai (kanonikus) alak: z=xz+jy

r=Rez, y=Imz, |z|=vVa2+y?, |2 =22

Trigonometrikus alak: 2z =7 (cosp + j sin )

r=lz|, p=arce (foérték: —m<p <)

Exponencidlis alak: 2z = re/?

Miveletek komplex szamok korében:

oo szimbdélum, mint komplex szam:

zZ4+00 =00
-z =00, ha 2z#0
i =00, ha z#
z
z =00, ha 2z#0
0
=z =0, ha z#o
00
De
000 =272, 2 _9 o _,
Be'S 0
Abrazolas:
C :  Gauss-féle szamsik
C* : Riemann-féle szamgomb
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2. Komplex tagi szamsorozatok, szamsorok

Szamsorozatok
@ lim z, =2 :
n—oo

Ve>0-hoz3IN(): |z,—2|<e, han>N()

D) lim z, =00, ha |z,] — o

n— o0

@ (o =antiyn — 2=mt+jm#0) < (([#a = 20) A (o — W)
@ (zn, — 20) <= (z,) Cauchy sorozat

Most is igaz:
0, ha |z <1,

lim 2} =4 1, haz =1,

n—oo

divergens egyébként.

n

lim (1429 + 224+ 207! = lim Z 2t =

(o]
n—oo n—oo
k=1 k=1

1
k—1
= h <1.
ZO 1_20’ a |ZO|

Egyébként divergens.

Szamsorok
o0 n
E 2k - Sp = E 2L
k=0 k=0
@ s= lim s,

n— oo

(zk =xr+Jyr esetén Z x), konvergens Z Yy, konvergens >
k=0 k=0

@ Cauchy kritérium igaz
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n— o0

o
@ Z zr konvergens — lim 2z, =0
k=0

o0 o0
@ Z |zx| konvergens —- Z 2z, konvergens

k=0 k=0

3. Komplex valtozoés fliggvények

w= f(2) =ulz,y) +jv(z,y) = p(r, ) e 0¥

N=22=(x+jy)P’=a2—1y>+j2xy =r2el? Kétrétu leképezés
@ (2) Jy y* +j2zy p

@ Legyen 2z, Dj bels6 pontjal

lim f(z) =wo, ha Ve>0-hoz3de)>0:

z— 20

|f(2) —wol <e, 0<|z—2|<d(e)

@ lim f(z2)=wy <= V2z, = 2-1a (2,€ Dy, 2,7 20) [f(2) — wo
zZ— 20
@ 20=To+JY , Wo=uy+Jjuog

lim f(z)=w, <= lim u(z,y) =up és lim v(x,y) = vy
Z= 20 (z,y) — (z0,y0) (z,y) — (%0,y0)

@ Az f fliggvény folytonos az értelmezési tartomany z, belsé pontjaban, ha

Tim f(2) = f(z0)
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4. Derivalhatosag, regularitas

@ Legyen 2y Dj bels6é pontjal f differencidlhaté z,-ban, ha létezik
f(z0 + Az) — f(20)

. - 1 -
AIZHEO x, = f'(20) = DeC
D == Dl +jD2
f(z) =2
lim (20 + A2)3 — 23 _ lim 328 Az + 32 (A2)* + (Az)3 3.
Az—0 Az Az 50 Az 0
f(z) =%
. ZO+AZ—Z_0_ : A_Z_ . —j2arc Az __
AIZHEO Az o AIZHEO Az AIZHEO © =3

(Ugyanis fligg a hatarérték ¢ = arc Az értékétol.)

@ A valés fliggvényekre tanult differencialasi szabélyok, - beleértve az Gsszetett és az inverz-

fliggvényre vonatkozo differencialédsi szabédlyokat is -, érvényesek a komplex valtozds fliggvé-
nyekre is.

@ Sziikséges és elégséges tétel differencialhatosagra:
f:C — C akkor és csak akkor differencialhaté az értelmezési tartomany belsé zy pontjaban,
ha
Af = f(zo+Az) — f(20) =D - Az+e(Az) - Az,
ahol D fiiggetlen Az-t6l , e(Az) =¢e1(Az)+jea(Az), Az=Azx+jAy és

Al;rgo e(Az) =0

(T) f differencidlhaté zp-ban —>  f folytonos z-ban
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@ Sziikséges és elégséges tétel differencialhatosagra:

Az f(z) =u(z,y) + ju(zr,y) komplex fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhat6 az
értelmezési tartomany zop = o + jyo belsé pontjdban, ha u és v totalisan derivalhato

(20, yo)-ban és ugyanitt

ou_ov
or Oy
Cauchy-Riemann féle parcidlis differencialegyenletek
ou_ o
oy Oz

fenndllnak. Ekkor

fl(Zo) = U;‘(xo,yo) +J U;?’(ﬂﬂo,yo)

Af=f(z)— fl(z0)=D-(z—20) +e- (2 — 2); lime =0

2520
z—zg=0Az=(x—x0)+Jj(y—1w)=Az+jAy
Mindkét oldalt felirjuk algebrai alakban:
Bal oldal:
Af=A{u(z,y) —u(zo,yo)} +J {v(z,y) — v(wo, o)}
Jobb oldal:
(D1 + 7 Do) (Ax + j Ay) + (61 + je2)(Az + j Ay) =

={D; Ax — Dy Ay +¢e1 Ax — g3 Ay} +j {Dy Az + Dy Ay + 69 Az + &1 Ay}
Az egyeztetésbol:

Au = u(z,y) — u(xo,yo) = D1 Az + (—Ds) Ay +e1 Az + (—e2) Ay
T T

/ /!
Uy, U,

Av =v(x,y) —v(xo,Y0) = Dy Az + Dy Ay +e5 Az + 61 Ay
T T

/ /
(0 vy,

Tehét u-nak és v-nek totélisan derivalhaténak kell lenni (g, yo)-ban és
u, = Dy = vy —uy, = Dy = v
Vagyis
f'(z0) = D1 + jD2 = (20, yo) + J (0, Yo)-

(A bizonyitds gondolatmenete megfordithaté. fgy visszafelé is igaz.) [

@ A Cauchy-Riemann egyenletek miatt tovabbi harom képletiink is van:
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f'(z0) = D1+ jDy = (0, 40) +J (—uj(z0.%0)) =
= v (20, 50) +J (—u,(z0,50)) =
= v, (0, %0) + J v(x0, yo)

@ Elégséges tétel f'(zy) létezésére:

— Ha u és v parcidlis derivaltjai léteznek K, ,,)-ban és itt folytonosak

— és a C-R egyenletek teljesiilnek (zo, yo)-ban, akkor 3 f/(zp).

@ [ reguldris zp-ban, ha 34 > 0, hogy f differencidlhaté K, s-ban.

@ f regularis a T tartomédnyon (Osszefliggd és nyilt ponthalmaz), ha minden pontjaban

regularis.

f(z) =2 =(z+jy)? =2 —y>+j 2y

u(z,y) = 2° —y?
parcialis derivaltak mindeniitt 1éteznek és folytonosak

v(z,y) = 2xy
up, =2r; w,=-2y, v,=2y, v,=2y
lgy az u, = v, , u, = —v, Cauchy-Riemann egyenletek mindeniitt teljesiilnek

—> [ mindeniitt derivilhat6 = [ mindeniitt regularis.

Bs  fl(z) =, +ju, =22+ j2y (= 22)

f2)=F22 = (F2)z = |22 2 = (22 +42) (2 + Jy) = (2® + 29?) + J (2% + o)
fgy

uz,y) =2 +ay?,  v(ny) =2y +y°
u és v parcialis derivaltjai mindeniitt 1éteznek és folytonosak
w, =3 +y*, v,=2*+3y"; u,=v, : 22°=2" — |z|=]yl
;ZQxyv v, =22y ; ufy:—v;: xy=0 — 2x=0 vagy y=0

Mindkét feltétel teljestil, ha

(le[=lyl) N (x=0U y=0) = f csak z = 0-ban derivilhato.
Igy sehol sem regularis.
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@ Harmonikus fiiggvény

g € C% harmonikus H -n, ha kielégiti a
Ag=0

Laplace-féle parcialis differencidlegyenletet.

Gy + Gorgay + 0+ G o =0, kétvdltozésra: gy, + g, = 0)

@ Ha f = u+ ju regularis K, s-ban (vagy egy 7' tartomdanyban), akkor ott
valds és képzetes része harmonikus fliggvény.

®) f(z) =u+jv

"
u, = —v, (2)
%(1) : Uy, = Vyyy (%(1) ; Uy, = Uy,
9 (). " )
8_y(2> : Uyy = ~Ugy %(2) : UZJ: = —Uy,
+ —
Au - O A'U = 0

Felhasznéltuk, hogy a regularitds miatt f (és igy w és v is) akdrhanyszor differencidlhato,

amit késébb bizonyitunk.

@ Ha f(z) = u+ jv reguldris K, s-ban, akkor u-nak v harmonikus tdrsa

@ Ha u harmonikus K, s-ban (Au =0, z+jy € K, ), akkor 3 v harmonikus fiiggvény

(harmonikus tars) ugy, hogy
f(z) = u(z,y) + jo(z,y)

reguldris fliggvény. (—B)
@ A tétel egyszeresen Osszefliggd tartomanyban is igaz.
@ Hasonléan v-hezis Ju...
@ Hatarozzuk meg o € R értékét ugy, hogy az
u(x,y) = 2% + ay?
F1+3)) =

egy reguldris komplex valtozos f fliggvény valds része legyen!
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Megoldds:
Ha f reguléris, akkor u harmonikus. Tehdt Awu = 0-nak kell teljesiilnie!

r "o /o "o
Uy =22, up, =2, u, =20y, U, =2«
Tehat

Uy, +uy, =2+2a =0 — a=-1,vagyls wu(z,y) =% —y?
f" meghatarozasahoz elegendé wu ismerete, hiszen van olyan képletiink, melyben csak u

parcialisai szerepelnek:
S'(1+37) = up(1,3) = juy(1,3) = 2—j(=6) =2+ 6

@ [gazolja, hogy

v(x,y) = 2% — 2% — 3z y? + 1)
fliggvény egy regularis f komplex véltozos fiiggvény képzetes része lehet és irja fel az f
fiiggvényt!

Megoldas:
v harmonikussagat kell ellenOrizniink!

v, =322 -2z —3y*, vl =6x—2, v, = —6xy +2y, v, =—6x+2
Tehat Av =0 , v mindeniitt harmonikus. fgy létezik harmonikus tarsa. A két fiiggvényt a

Cauchy-Riemann parcialis differencidlegyenletek kapcsoljak ossze, vagyis

uy, = v, = —6ry + 2y (1)
= —U, = =32 + 21 + 3y° (2)
(1)-bol:
u(z,y) = [(=6xy +2y)dz = =327y + 22y + C(y)
Ennek y szerinti parcidlis derivaltjat behelyettesitve (2)-be:
=3 +2x+C'(y) = =32*+2x4+3y> — dy)=3¥* — Cly)=y+K
Tehét
u(z,y) = =322y + 22y +y* + K (K eR),
igy a keresett f fiiggvény

f(z)==32%y+2zy+v*+ K+ j (a® —2? — 3z y* + ¢?)

5. A differencialhanyados geometriai jelentése
(64. oldal)

Legyen f differencialhaté K, -ban, f’(z9) # 0. Ekkor
|f'(z0)| a 2o pontbeli nyijtési egytitthato;
arc f'(z9) : a zo pontbeli elfordulési szog.
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Aw = f'(z9)Az (=differencidl) (Aw =w — wy, Az =z — 2)

Ezért |Aw| = |f'(z0)] |Az]
lw —wo|  |Aw|

~ [ f'(20)l,

|z — 20| a |Az|

tehat kozelitéleg allandé, vagyis fliggetlen a konkrét C-t6l.

@ @
&

Maésrészt Aw ~ f'(29)Az miatt:
arc Aw = arc f(zg) + arc Az
Ha z — 2y, akkor w — wq és

lim arcAz =«

z—20

lim arcAw =p(

w—wo

Tehat
lim arc Aw = 8 = arc f'(20) + «

w—wWo

Vagyis az elfordulds minden, a zy ponton atmend gérbére ugyanaz.

B =a+arc f'(z)

Tehat egy elegendden kis sugaru kor
képe ,,lényegében kor”.
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6. Konform (konformis) leképezés (106. oldal)
(,,A formét valtozatlanul megtarts”)

@ Az f komplex fiiggvény altal 1étesitett leképezés a zy pontban lokélisan konform, ha ott

a.) irdnytartéan szogtarto
@ Z9 @

b.) kismértékben ardnytartd \ K wy
2

%0 21 wo

Vagyis 2920214 = wowow1 4 és

|wy — w _ w1 — w

~ ,,Lényegében” hasonldésdgi transzformacié.
|20 — 20 |21 — 20|

@ Az f regularis komplex fliggvény akkor és csak akkor képezi le a z stk valamely 2z
pontjanak egy kornyezetét a w sik wy = f(z0) pontjanak egy kornyezetére kélesonésen
egyértelmtien és konformisan, ha  f/(zy) # 0.

6.1. Tartomanyok konform leképezése (109. oldal)

@ Az [ komplex fiiggvény &ltal 1étesitett leképezés a T (nyilt) tartomanyon konform, ha
annak minden pontjaban konform.

@ 2.2.1 A tartomany megmaradéasanak elve
Ha az f # konstans komplex fliggvény reguléris, akkor a nyilt tartomany képe nyilt
tartomény. (Hatarpontokat hatarpontokba visz.)

(T) 2.2.2

Ha az f komplex fliggvény egy T tartoméanyon egyrétii, reguldris és f’(z) # 0, akkor a
T tartomanyt kolcsonosen egyértelmtien és konform modon képezi le egy T tartomanyra.

Az el6z6ek megforditasa:
Ha T és T* egyszeresen Osszefliggd tartomanyok, akkor 3 f(z), mely kdlcsonosen egyértel-
mien és konformisan leképezi T'-t T -ra.

@ 2.2.6 (Keriiletek irdnyitdsa)

A T és T* tartomanyok kolecsonosen egyértelmii és konform leképezésénél kertileteik
koriiljarasi iranya véaltozatlan marad. Ennek kovetkezménye: hogy ha a T' tartoméany keriile-
tének koriljarasanal a tartoméany pl. balkéz felé esik, akkor a T™ képtartomany kertiletének
azonos iranyu kortiljarasanal T™ is balkéz felé esik.
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7. Linearis leképezések (116. oldal)

< az+b>
w=az+0b, w=
cz+d

Egyenes komplex egyenlete:

ar+ By +v=0 T =

Behelyettesitve:
a( +2)+ 6( z) + 0
—(z24+2)+=(2—7%2 =
2 2j 7

(%—j§>z+(%+g‘§)z+yzo
———

=a

fgy az egyenes komplex egyenlete:

’az+d§+c:0 vagy az+d§=c‘

Kor komplex egyenlete:
|2 = zo]* = 1 ((z = 20)* + (y — 90)* = *)

(z — 20) (2 — 2) = 712

’ 2Z—%7 — 2wz + 2070 —12=0 ‘ zo kozéppontt, r sugari kor egyenlete

7.1. Linearis egész fiiggvény

w=az+b=gyr @) 4 p a,b e C adott, a = gye’#

1.) Kdlesindsen egyértelmii a teljes z és a teljes w sik kiozott.
(w(oo) = 00)

2.) Hasonlésagi transzformdciot létesit a teljes z sikon.
Ui az = pgred @90 { nyﬁjté/s vagy zsugoritas (o)
— forgatds (po O)
+b — eltolas
szuperpozicidéja. Tehat a z sik barmely 7' tartomanyat a w sik egy hozza hasonlé 7™
tartomanyara képezi le, amely a T-bél nagyitdssal (vagy kicsinyitéssel), elforgatassal és
parhuzamos eltolassal jon létre.
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3.) A leképezés kirtarto a teljes z sikon.

A fentiek miatt kort korbe, egyenest egyenesbe visz at.

4.) A leképezés konform a teljes z sikon.

w' = a # 0 = mindeniitt konform.
5.) A leképezés fix (helyben maradd) pontjai:

z =00, illetve (z =az+ b-bdl:) P=T ha a # 1.
a

w=—-2+1+7

Mibe viszi at a leképezés az

a.) Imz <0 b.) Imz=0 c.) Imz>0

ponthalmazt?

a.)

1. megoldas:
Imz=y<0 —z=e". 2 Imw > 1

/1
i ek

2. megoldas:
w=u+jv=—(x+jy)+1+j — u=—-z+1,v=1—y
Imz=y<0 — —y>0 — Imw=v=1—-y>1

T tetsz. — uw = —x + 1 tetsz.

b.) Imz=0 képe Imw =1 (Hatédrt hatarba visz.)

c.) Az eléz6ek miatt: Imz >0 képe Imw < 1.
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w=az+b="7, hogy a z sik bejelolt tartomanyat a w sik bejelolt tartomanyaba vigye?

A A@

Y
Y

® TV

INE

Megoldas:

I @ Hw

o MM

wlzgoej%ﬂz (00 > 0) w=w; — 2j

jwzgoej%z—% 00 € RT

1
7.2. Reciprok fiiggvény: w=—
z

1.) Kolesindsen egyértelmi a teljes z és a teljes w sik kozott.
Kiterjesztés ehhez: w(0) = oo, w(oo) = 0.

1
2) A w = — leképezés a |z| = 1 egységkdrre és a wvalds tengelyre vonatkozd inverzio

(tiikrozés) egymésutanja.

w = wy, ahol wy =

inverzié a valds tengelyre

L

inverzié6 a |z| = 1 korre

Az utodbbihoz:

@ A 2y kozépponti, R sugaru K korre inverz pontok azok a z és ( pontok, amelyek a
K kor kozéppontjabdl induld valamely félegyenesen gy helyezkednek el, hogy

|z — 20| |¢ — 20| = R?
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A 2y kézéppont inverze legyen: oo.

A mi esetiinkben:
1 1 1
wl = = = — = —
= |Z|e—jarcz |Z|

jarcz

Tehat
a.) |wi|lz|=|w —0]|z=0]=1% (=0, R=1) }

Inverzié a |z| = 1 korre.
b.) arcw; = arcz

Az egységkor (]z| = 1) pontjai helyben maradnak.
3.) A leképezés konform a z sik minden pontjaban.
., IR 1
UL w={[-] =—75#0, ha z#00
z z
(z = 0-ra is z = oo-re is kiterjeszthet6 a fogalom.)

1
4.) A w = - leképezés ,kigyenes” tarto leképezés.
z

Azaz kor képe egyenes vagy kor, egyenes képe egyenes vagy kor <= kogyenes” képe
,kogyenes”. Roviden , kortartd” leképezésnek nevezziik az ilyen leképezést.

a.) Kort kérbe vagy egyenesbe visz:

_ L _ 9 1 1 _ 1
2Z — 202 — 292 + 2929 =T W=——2=—; 2=—
z w w
1 1 _ 1 _ 9 _
— —2—=—Z0—+2Z=r" /- ww
WW w w

1 — 2zow — ZoW + zpZpww = r2ww
2 =\ .
(r* — 20%0) WW + 20w + Zow = 1

Ha 1?2 — 20Zg = 0, vagyis 2Z — 20Z — Zoz = 0 volt az egyenlet, tehat origén dtmend

kor:
Zow + Zow =1 : egyenes a képgorbe
Ha r? — 25Zg # 0:
_ 20 - 1 .
ww + — —w+ — W= — kor
e — Zpk0 e — Z0k0 e — ZoR0
= C — E

(r? — 29Zg valds)
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b.) Egyenest korbe vagy egyenesbe visz:

__ , o _ 1
az+az=-c (cvalds); z=—, Z=—
w w
1 _1 _
a—+a—=c / - ww
w w
cww—aw—aw =0
Ha ¢ = 0 (origdn dtmend egyenes):
aw +aw =0 : egyenes a képgorbe (szintén origén dtmendo)
o aa _laf® ) ) .
Ha ¢ # 0 : mindkét oldalhoz — = —— -t hozzdadva és c-vel végigosztva az
c c
egyenletet:
_a_ a  aa |a? L Y
WO — —W—-—w+ —& = — origon atmend kor
c c c c
: 1 .
5.) Fix pontok: z=- — z=1ill. z=-1
z
7.3. Altalanos linearis tortfiuggvény
a,byc,de C, c#0
az+b 4z+° K,
w = =< < =K+ Lkortarto” leképezés
cz+d z 4+ % "TLOK 3 P
Ui.:
wy = z + K3 : eltolas;
1
wy = — : inverzio egységkorre és a valds tengelyre;

wq
w3 = Kyws : forgatds + nyujtas (zsugoritds);
w = K; + ws : eltolds

1
Hatarozzuk meg a w = — leképezésnél az alabbi gorbékhez rendelt képgorbék jellegét!
z
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@ ) 1 1
a.) z2|=1¢é w=- = |w=—=1:
1 z ||

origd kozéppontu egységsugaru kor.
1 1 . 1
Tébbet mond: w = ————— = — e 7%* : |w| = —,; arcw = —arcz
|zledares 2| ||
(Az ut6bbi képletbél latszik — amit persze tudunk —, hogy a valds tengelyre titkrozott. )

Mibe viszi 4t a |z| < 1 tartomanyt?

ST AL

. ® 1 e = Lk (ciatove)
. w=-—=e€ =54 w| = — or ukrozve
2 || 2

Origon atmend kor. A képgorbe: kor vagy egyenes.

Mivel z = 0 rajta van az 6sképen, ehhez w = — a

' o z (v =mu + b
oo-t rendeli = képgorbe egyenes. z = co nincs b # 0)
rajta az 6sképen = az egyenes nem megy at az

origon.

A A
d.) @ z = 0 nincs rajta = képgorbe kor @
@4, z = o0 nincs rajta => a kor nem megy at az origbn =~ >~—"|

le Ol e

e.) / @ z = 0 rajta van = egyenes (w = oo rajta van)
z = oo rajta van = w = 0 rajta van
(Nem 6nmagaba viszi!)

)

z2#0, w# oo

1
Hogyan kaphaté meg a w = — leképezésnél a képgorbe egyenlete?
z
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1 1 U —v
a) (w=)u+ jv= (== )bl =—— y=——
)( ) J 90"‘]9( )

Ezt behelyettesitve az 6skép egyenletébe megkapjuk a keresett egyenletet.

b.) Most kevésbé jé: a 3 pontos mddszer (1dsd kés6bb).

Py =me ]

v U B Titkrézds . L 1
e mu2 T = v =—mu (Tikréz6dott az imaginarius tengelyre.)

@ @)
Pl. y=3x % v=—3u A‘T

— - U b 2 m 2 1 -0 - ioén 4t 5 ks
U2+02_m—u2+v2+ 7 +€U+U —I—Ev— : origon atmend kor

PL| 2?2 +2x+y*+6y=0 |(Origbn dtmend kor.)
Egyenest varunk, mely nem megy at az origon.
Behelyettesitve:

u? u v? 6v
+ + =
(02 + 02)? P2 (@2 @+ o?

=0 /- (4 %)

és rendezve
(> +0?)(1+2u—60) =0 = 1+2u—6v=0

’ Hatarozzunk meg egy olyan leképezést, mely az A halmazt a B halmazra képezi le.

ayA:@:msﬂ,Bz{wWMZ%}

4@? // @ wzl (De w:ej“‘j01 is j6.)
%4
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A leképezés kozbiils6 1épése:

wy = — w = rrowi

Z 7

1
Tehat w = riro— egy ilyen leképezés.
z

c) A={z: |z—a| <r}, B={w: |[w—=>b] >ry}

®

)

A leképezés kozbiilso 1épései:

Nl

Wi =2z—a

w1y
Egy megfelel6 fiiggvény:
1

+0b

w = T1T9
d) A={z: |z—a|>nr}, B=Aw: |[w—->0 <ry}

@

Ez ugyanaz, mint az el6zo:
1

+0

w = T1ro

z
Mibe viszi 4t a w = ——o5 fliggvény a |z| < 2 tartomanyt?
2= 4]

AIm = Imw i Wo = 00
Z9 /
w1
z3 21
Rez Rew
w3
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2 242 4+4+4f 1

21:2 w1 =

2o =2) Wy =00
—2 1 1

B=T2 W= o5 =57,

8. Elemi fiiggvények

Definiciok:
e* :=e"(cosy + jsiny)

&7 — e 7
sinz (= ————

2]
e/ 4 e7I*
cosz = ———

2

2-j2 2442 22422 2

4t
75

sh 2 :

chz:

Rew
e —e 7
2
e +e”*
2

A definiciok felhasznaldsaval belathatok az alabbi azonossagok:

1.> e*l . p%2 — 621+Z2
2.) e*t?™ =e* (e 2mj szerint periodikus)
3.) sinz +cos?z =1

. T
4.) sin z = cos <— - z)

2

sin(z; & 2z2) = sin zq cos 25 £ oS z; sin 29
cos(z1 £ 2z3) = €Os 21 €OS 29 F sin 21 sin 29
sh(z; £ 2z3) = sh 2y ch 2o 4 ch 21 sh 2y

Ch(Zl + ZQ) =ch Z1 ch Z9 + sh 21 sh Z9

Mutassuk meg, hogy

1.) sinjz = jshz 3.) cosjz=chz

2.) shjz=jsinz 4.) chjz = cosz

(VAN
DO | —
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a.) megoldésa a szinusz fiiggvény definicidjaval:

L ell2)  emil2) 1
sSin jz = T - 3 9

~
J

A t0bbi hasonldan lathato be.

frj uk fel

u(z,y) + ju(z,y)
alakban a sinz, cosz, shz, chz fliggvényeket!

sin z = sin(x + jy) = sinx - cos jy + cosx - sin jy = sinx chy + jcoszshy
Tehat
u(z,y) =sinz - chy, v(x,y) =cosz-shy

Hasonléan megmutathaté, hogy
cos z = cos (x + jy) = cosxchy — jsinzshy
shz =sh(z + jy) =shxcosy+ jchxsiny
chz =ch(z+ jy) =chxzcosy + jshasiny

A Cauchy—Riemann féle parcidlis differencidlegyenletek segitségével vizsgaljuk meg az
e*, sinz, cosz, shz, chz
fiiggvényeket differencialhatésag és regularitas szempontjabdl!

e® =e®cosy + je*siny

u(z,y) = e"cosy | totdlisan derivdlhaték, mert a
v(x,y) =e"siny parcidlisok 1éteznek és folytonosak

~

, = e cosy
= —e” siny v, =¢€" siny

! /
} — Uf — Y% Y (z,y)-ra
Yy

u :_Uac

Tehat mindeniitt derivdlhaté = mindeniitt reguldris.
(e*) =/ + jv’ = e®cosy + je"siny = &*

Hasonléan belathaté, hogy
(sinz) = cosz

(cosz) = —sinz . . L.
(shz) = chz mindentitt regularisak
(chz) =shz

Az utébbi derivéltak a fliggvények definiciéjabol a lancszabdly segitségével is levezethetok.
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8.1. Exponencialis fuggvény

(147.0.-153.0.; 152. oldalon b.) nem kell)

@ e* :=e”(cosy + jsiny)

Tehat
le*| =e¥; arce* =y

Tulajdonsagok:

1
e ?=e “(cos(—y)+jsin(—y)) =e “(cosy — jsiny) = —
eZ

Tovabba igaz:
e*l . %2 = pFlt22
(ez1)32 — ez1z2

Tehét jogos a definicio.

Periodikus figguény, periodusa 27 .

Ui.: ez+2k7rj — e:p+j(y+2k7r) — o7

Tehat végtelen sokrétii leképezés.

0-dt ill. co-t soha nem veszi fel, minden mds értéket igen.

e* # 0, mert |[e*| =e* >0
e” # 00, mert csak a oo-ben vehetné fel, de A lim e?

zZ—00

(Két uton mast kapunk.)

De Ywg-hoz Jzy: € = wy, ha wy # 0 és wy # oo.
Ui.: e* = %0 ef% = wy = gy /%0 (wpadott)
= e"0 = g, vagyis g =Ingy és yo = Oy + 2km.

Tehét zop = In gg + j(Op + 2km).

Ha lesziikitjiik az értelmezési tartomanyt a fosavra, akkor a leképezés mar kolesonosen egyértelmi
lesz.
Fosav: —m <arce* =y <

 jm @ @
INNNNN//7/7// %@%
e I
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|lw| =e”, tehat x <0 : |w| <1
r=0:|w =1
>0 :|w >1

e* mindenttt requldris és mindenitt konform.

Mar lattuk: (e*) =e* #0

8.2. Logaritmus fiiggvény ill. relacié (152. o.)

Az exponencialis fliggvény inverze. Ehhez e* értelmezési tartomanyat le kell sziikiteni, hogy
a leképezés kolecsonosen egyértelmi legyen. Pl. a fdsdvban fennéll az invertalhatdséag:

©) tj

jm @
i /e

/_\
w=1Inz

Ertelmezési tartomény: C — {0}
w=1Inz: z=ev

|Z| ejarcz — eu+jv — gt ejv

Ahonnan kapjuk, hogy
u=1In|z| (ez a valésbdl ismert fiiggvény)
VU = arcz —nm<arcz <TmT

w=Inz=Lnyz=In|z|+jarcz
A t6bbi sdvban is elvégezhet6 az invertalas, igy jutunk el az Ln z végtelen sokértékii relaciéhoz.
Lnz =In|z| + j(arc z + 2km) k=0,%1,...
Lng z: ennek a k-adik dga. (Arcz = arc z + 2k jelolést is hasznaljuk.)
In(1-j)=Inv2+j(-%); (1—j =24

Ln(1—j)=Inv2+j (- + 2km)
Inj=Inl+j7=77; Lnj:j(g—i-Qk?T)
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8.3. A hatvanyfiiggvény altalanositasa a komplex sikra

A= eMn? z2#0; 2z, \eC

INIE]

9. Komplex vonalintegral

Megallapodasok:
T-vel tartomanyt jeloliink (Osszefliggd, nyilt ponthalmaz)
L, G: a komplex sik egy iranyitott, rektifikdlhato gorbeszakasza

Jordan-gérbe: (t6bbszoros pont nélkiili gorbe) (96. o.)
v(t) = x(t) + jy(t); a<t<pF sikbeli ponthalmaz Jordan-gorbe, ha

1.) ~(t) folytonos t € [o, B]-n

2.) ~(t) kolecsonosen egyértelmilen képezi le az [, 3] barmely nyilt részintervallumat a
komplex sik egy ponthalmazéra (tehat (t1) = 7(t2) akkor és csak akkor, ha t; = t5)

A Jordan-gorbe zart, ha y(a) = v(53), egyébként nyilt.

Sima Jordan-gorbe: (érintéje folytonosan valtozik) x,y € C[laﬁ]

Szakaszonként sima gorbe: véges sok sima gorbe folytonos csatlakozassal
A szakaszonként sima gorbe mérhet6 ivhosszisagu:

B B
s= [l = [ i+ a

Egyszeri gorbe: szakaszonként sima, irdnyitott Jordan-gorbe. Lehet zart és nyilt.
Jelolése: L C C egyszerti.

A komplex vonalintegral definicidja
L C C egyszerti; f értelmezett L-en és itt |f(z)| korldtos.

20, 21, - - - » Zn @ befutds sorrendjében.

AP, (= AF,): a P, (F,) felosztds finomsaga: Zk—1 B =z,

a szomszédos osztopontokat Osszekotd gorbeszakaszok Gk o

, . . (reprezentdciés pont)
ivhosszainak a maximuma. A=z
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© |/ fd= lo Zf@ (o — 1) € C

AP,—0
L v

integrélkézelitc’i—ésszeg

Jelolés: [ f(z)d f f(2)dz (zart gorbénél)
L

Elégséges feltétel az integral 1étezésére pl. f folytonosséga.

Erdekesség:
$cdz=0, ceC.
Ugyanis minden integralkozelité-osszegre:

n

;c(zk—zk_l) =c((r1—20)+(—2)+ 4+ (zn—2-1) =¢ (2n—2) =0

=0 a zart-

sag miatt

A komplex vonalintegral néhany tulajdonsaga

L, Ly, Ly egyszert gorbék, f és g integralhaték L, Ly, Lo-n.

/ f(z / f(z (—L: L ellentétes irdnyitdssal)
fertras=c [ s
L

/ ((2) + 9(2) dz = / f(=)dz + / g(2) dz

/f dz_/f dz+/f

L1ULo

/f(z) dz| < M -s, L-en |f(z)| < M, s: az L gorbe ivhossza

9.1. Az integral kiszamitasa

@) L:2(t)=a()+jy(t) vagy =(t)=r@)e?D,  zeCly,
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f folytonos L-en

B8
/ f(z)dz = / F(2(1)) 2(t) di = / F(2(6)2 (1) dt

@ Newton—Leibniz-formula altaldnositasa:

LcT; dT-n F: F'(2)=f(2) B
(3 primitiv fiiggvény)

[ 6= F(B) - Fa)

A T
g
. INE 2 2] I
1 ) /eJZ dz = | — =—j <e2j 6_2)
- 2
2.) /ejz dz =7
L
r+y=2 = z(t)=t+j2-t) t€[0,2, it)=1-j
Fz(t)) = eitmi2=1) = g2-t+it — g2e(-1+3)t
f(z(1) - 2(t) = (1 — j)e? el=1H9)t

m—
~
—

I\

Mz:/j@®y2@dhi/ﬂ—ﬁ§dﬁﬂﬁ&:

2

=(1 —j)e2/e<—1+j>t dt == (1 — j)e?

o(=1+5)t |2

—1+j

0

— —62 (e—2+j2 o 1)

0
Mutassuk meg, hogy

L
%(z—a)"dz:{ 0, hanz-—1

2rj, han=-1
L
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2(t) =a+re’t (= (a; +rcost) + jag +rsint)); 2(t) = grelt

n=-—1:
2 2

dz 1 .
= [ ———— jreftdt = [ jdt =275
j{z—a /a+reit—ajre /J "

L 0 0

n#—-1 (n€eZ):

2 2
pi(nt1)t |27

(z—a)"dz = /7"” ™ jreltdt = jrnt! /ej(”“)t dt = jr"™ ———| =0
Z{ J J j(n+1) 0

9.2. Cauchy-féle alaptétel

@ Ha f regularis az egyszeresen Osszefiiggd T tartoméanyon, akkor
minden T-beli egyszerti zart gorbére:

j{ f(2)dz =0 (-B)

A Cauchy-féle alaptétel kovetkezményei:

@ f regularis az egyszeresen Osszefliggd T tartoméanyon;
L C T egyszert.

Ekkor / f(z)dz értéke fiiggetlen L-t8l, értéke csak a A

L~
A

B
végpontoktol fligg.

/ f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz:/f(z)dz—/f(z)dzzo

L~ UL*, ~
AB BA AB
L B
— / f(z)dz = / f(z)dz
By g A L~ T

@ Ha f regularis az egyszeresen Osszefiiggd T tartoméanyon, akkor l1étezik primitiv fliggvénye.
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Pl. F(2) = / f(2)dz az, ahol az integrélés tetszéleges LZ%»Z egyszeri gorbére végezheto.

(—B)

@ Cauchy-tétel tobbszorosen osszefiiggd tartomanyon:

20

G;, 1=0,1,...,n egyszeri, zart gorbék; Gy ,koriilveszi” G, ..., G,-et.
f regularis egy, a vonalkazott zart tartomanyt tartalmazo tobbszorosen Osszefiiggo tartomanyon.

Ekkor .
$ f(z)dz+ Z %f(z)dz =0,
Gy k=1 G
vagyis
Fred=3" §rea
Go k=1 ¢y
n =3 esetén
(Go, G1, ..., G, azonos irdnyitdsi egyszerli zart gorbék)

(Vézlat)

/f(z)dz:() —

L

@ A Cauchy alaptétel akkor is igaz, ha L olyan zart gorbe, amely véges sok egyszeri gorbe

egyesitése.

@ f reguléris az egyszeresen 0Osszefiiggd T tartoményon az aq, as, . . ., a, pontok kivételével
(izolalt szingularitasok).

G1,Gy C T azonos iranyitasu egyszeri, zart gorbék és , kortlveszik” az aq, ..., a, pontokat.
) ) 7 ) )

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 27 vl.2



Az adott feltételek mellett:

j{f(z)dz:j{f(z)dz :Z j{f(z)dz

k=1 Ly

a bizonyitashoz

Az elézé tétel segitségével,

@ f a zg kivételével regularis az egyszeresen sszefliggd T' tartomanyon, és létezik KZO% cT,

melyben f korldtos.
G C T egyszerti, zart gorbe, mely , kortilveszi” zy-t.

Ekkor
G
ff(z) dz=0

G

€
%f(z)dz—j{f(z)dz SM'@/<5’ ha 5<M (K : |z — 2| =6 <o)

9.3. Regularis fiiggvény eldallitasa integralalakban egyszeresen

osszefiiggo tartomanyon

@ Cauchy-féle integralformula

v1.2

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 28



Feltételek:

f regularis az egyszeresen Osszefliggd T' tartomanyon, G C T egyszeri, zart gorbe, , egyszer
futja korbe” a z pontot.

Jerae JREE R f R

g

®

1 )

) § e = ) - 2m
G+

® z kornyezetében korldtos, hiszen 3f'(z), z kivételével pedig reguldris.

— jI{ @ d( =0 (az el6z6 tétel miatt)

9.4. Magasabbrendii derivaltak létezése és integral-el6allitasa

@ Altalénositott Cauchy-féle integralformula

f regularis az egyszeresen Osszefiiggé T' tartomanyon; z € T, G C T egyszerl, zart gorbe,
segyszer futja korbe” a z pontot. Ekkor f z-ben akarhanyszor derivalhaté fiiggvény, és

G+

T

Vagyis: ha f regularis az egyszeresen Osszefliggd T tartomanyon, akkor ott akarhanyszor
differencialhaté. (—B)
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10. Komplex hatvanysor (altalanositott hatvanysor)

1.) Komplex elemi hatvanysor
(Pozitiv kitevéjl hatvanyok végtelen Osszege.)

oo

E ap (z—2)F, ahol i, z, z €C
k=0
A valés esethez hasonléan a sor konvergens, ha

1 |an|
——— illetve R = lim
lim sup {/|a,| n—00 |ap1l

|z — 29| > R tartomdnyon a hatvanysor divergens, |z — 29| = R : kérdéses eset.

|z — 20| < R, ahol R=

Specidlis esetek:
R =00 :asor minden z-ben konvergens,
R =0 :asor csak z = zp-ban konvergens.

=2+ 25\ 1 \» . - ) s
; < 5 jj> = Z <E> (z +2j)" : geometriai sor, igy konvergencidjat
ismerjiik.
. , zZ4+ 27 z+ 27 .
Konvergencia tartomany:  |¢| = | = | J| <1 = |z4+2j] < V5,
2 Vb
tehat a zy = —2j pont /5 sugari kornyezetében konvergens.

2.) Negativ kitev4ji hatvanyok végtelen Gsszege:

o0 o
1
by ———— = c_p (z—20)7"F, ahol by(=c_g), 2z, 2 €C
Z k(z—zo)k Z K ( 0) k ( k) 0
k=1 k=1
A konvergencia vizsgélatot u = helyettesitéssel visszavezetjiik az eloz6 esetre:
Z— 20

<R

Z by u® konvergens, ha |u|< R =

z— 2
k=1 0

1
= =5 < |z — 20|
Tehat most a konvergencia tartomany egy kor (r sugaru) kiilseje, a belsé pontokban
divergencia van, a korvonal pontjai kérdésesek. ( R-et itt is a val6sbdl ismert képlettel

szamolhatjuk.)

Specialis esetek:
r =00 : asor egyetlen pontban sem konvergens,
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r=0 : asor z =z kivételével minden z-ben konvergens.

3.) Altalanositott komplex hatvéanysor:

o0 o0 1 o
k _ ko _
w e + 3 = 3 e -
k=0 k=1 k=—00
_ €2 -1 2
= ...+ (2—20)2+Z—ZO+CO+Cl(z_ZO)+CQ(z_ZO) + ...

cr, 2, 290 €C

Az altalanositott hatvanysor konvergencia tartoméanya az el6z6 tipusi konvergencia tar-
tomanyok kozos része lehet, tehat egy 2z kozépponti nyilt korgytrii:

GYsrr = {21 7 <|z— 2| <R}, ahol
r = a bels6 kor sugara, %

R = a kiils6 kor sugara

A gytlirti hatarpontjaiban a konvergencia kérdéses.

Specialis esetek: K, g, K.r, C, 0

Az altalanositott hatvanysor tulajdonsagai

@

Ha a korldtos és zart T C Gy r (gylrd, nyilt hal-

maz) az altaldnositott hatvanysor konvergencia gytirtijének, akkor
(o9}

Z cr (z — 2)F egyenletesen konvergens a T tartoményon.
k=—o00
@ Ha z € Gy, g nyilt gylriinek, akkor Z cr (2 — 2)" folytonos z-ben.
k=—o0
@ Ha z € Gy, g nyilt gylirtinek, akkor Z cr (z—20)"  akédrhdnyszor differencidlhaté
k=—oc0

z-ben ( = reguléris z-ben) és az Osszegfiiggvény derivéltjat tagonkénti derivéldssal kap-
hatjuk meg.
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@y

L egyszerti gorbe, L C Gy, » r, akkor K\(\
/ Z cr (2 —20)F dz = Z Ck / (z — 20)" dz
7, k=—o0 k=—o00 7

azaz tagonként szabad integralni.

Mi a kapcsolat egy hatvanysor osszegfiiggvénye és az egyiitthatok kozott?

@

Ha .
f(z):= Z cn(z — 20)",
ekkor . -
(= L ]é f(¢) dc.
2mj J (€ — z0)"*!
G+
ahol G C Gy (Gy: a sor konvergencia gyfirtije)
(Vézlat)
Felhasznéljuk, hogy 7{ ce = ]{ ..., har < p < R, és mivel a konvergencia egyenletes,
G Koo,

tagonként integralhatunk.

1)

[e.9]

ff(z)dz: > e j{(z—zo)"dz =i 2mj

K L ¢

—
_ 2mj,han=-1
0, egyébként

Tehat n = —1- re igaz az allitas.

=2

1
) res f(z) :=c j{f(z) dz : residuum (maradvény)
G+

ha specidlisan a KT.: 0 <]z — 2| <R
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2.) Osszuk el a sort (z — z) -lal:

Z— 20
K

Tehat n = 0- ra is igaz.

3.) Osszuk el pl. (z — z9) ! -gyel:

(2—20)71 :f(Z)'(Z—ZQ):"'+C_22_ZO+C_1+CO(Z—Z0)+"'
- f&d2202'2ﬂ'j
(z—29)7!
K
Tehat n = —2- re is igaz.

Stb.

11. Laurent sor

f reguldris Gy : r < |z — 2| < R- en,

[e.9]

f2)= ) eulz—20)",

n=—oo

_ 1 f©)
7 o) 7{ €=y

ahol

ahol Gt C Gy

Ha f reguléris |z — zo| < R-en:

n < 0- ra:

: f(©) . -
¢, =0, hiszen ————— 1is regularis
(C _ ZO)nJrl g
n > 0- ra: . "
_ ! ) _ 1 [ (20) M (20) . ,
= o ]{ (¢ — zo)tt d = 21 2y n!l ol (Taylor-cgyiitthatok)

G+
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Tehat ekkor specidlis esetként Taylor-sort kapunk.

@ A H nemiires nyilt halmaz barmely pontja koriil hatvanysorba fejtheté komplex fliggvények

a H halmazon analitikus figgvények.

@ Az f komplex fiiggvény akkor és csak akkor analitikus egy H halmazon, ha ott regularis.

Példak: 1. eloadas és gyakorlat

11.1. Izolalt szingularitasok

@ f-nek izoldlt szingularitdisa van zp-ban, ha f zp-ban nem differencialhaté, de f regularis

KZW; = K., 5 \ {#z0}-ban.
Izolalt szingularitisok osztilyozdasa (zg az izolalt szinguldris pont)

1.) Megsziintethetd szingularitds: 3 lim f(z) (= co)

Z—Z20

(A 2 kozvetlen kornyezetében konvergens, (z — zp) hatvényait tartalmazé sorban nincs
negativ kiteviji tag.)

2.) Polus: lim f(z) = o0

Z—2Z20

(D) A pélus n-edrendi, ha I lim (z — 20)"f(2) # 0 (= c_y)
z—20

(A sorban véges sok negativ kitevdjii tag van.)

3.) Lényeges szingularitds:  lim f(z) B (- oo sem!)
z—20

(A megfelel6 sorban végtelen sok negativ kitevijii tag van.)
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11.2. Residuum-tétel

@ T egyszeresen Osszefiiggd tartomany; aq,as, ..., a, izolalt szingularitdsok;

f reguléris ezen pontok kivételével

11.3. Residuumok meghatarozasa

1.) Sorfejtéssel

2.) Elsérendii pélus esetén:

res f(z) = lim ((z — 29) f(2))

2=20 z—20

3.) f(z)= ;g és h regularis a z = 2y pont egy kornyezetében;
h(zo) =0, de h'(z9) # 0

o 9 _ ()

=20 h(z)  h(z)

4.) Ha z = zy n-edrendii p6lus:

res f(z) = ! lim " ((z —20)" f(2))

z=z0 (n—1)! 2=z dzn-!

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 35

v1.2



12. Néhany példa

1
2241

f(z) =

1.) Allitsa el6 a fliggvény zy = 7 bazispontu Osszes Laurent-sorfejtését!

1
2. dz =7
) j{ 22+1 -

|2—2j|=2

1 1 1
1) £2) = 7= 5= 7= 9)

g(z) sorfejtését kell megesindlni a megfelelé korgytirtin, és minden tagot megszorozni
-vel.

|

a.)

1 1 , 1

B.) .
1 1 1 «— —2;) = L 1
g(z) = — = . -] = —27 . =
) z=j1-72 2 J;(Z—] g( )(z—ﬁ’““
1 1 1
= —2j — + (2j)° ==
ey B AP ER A e
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—2j —2j 2
q= j. KT’|: j‘_ <1 — |Z_j|>2
z—] z=j| |z —Jl
1 - 1 1 1
f(z2)=—9g(z) =) (-2j)F = R 4
O =590 =L (W = Yy
KT.: |z —j| > 2
(M) Masik lehetéség:
1 1 A B
f(z) = = f1(2) + f2(2)

= . . -+ - =
2+l (z=j)z+)) z2—-J =z+]
A és B meghatarozasa utan fi(z) sorfejtése kész, és csak fy(z) sorfejtése van hétra.

2.)

1 1
dz =2nj res f(z) =2n)- — =
f o quf() I 5
|=—2j|=2
Vigyazat! res f(z) a j pont koézvetlen kdrnyezetében konvergens konvergens, (z — j)
z=j
hatvanyait tartalmazé Laurent-sor c_; egyiitthatdja, tehat az « sorbdl kell leolvasni!

@ Természetesen a Cauchy-féle integralformula alkalmazasaval is megkaphaté az in-
tegrél értéke.

z—1
1= e

Adja meg a zy = 2 bazisponti Laurent-sorfejtéseket!

Megoldas:

(z — 2) hatvanyait tartalmazé konvergens Laurent-sorba fejthet6 az
a) 0<|z—2|<3
B.) |z—2]>3

korgytrikon.

Utmutaté:
z—1 A B C

(z—=2)2(z+1) (z—2)2+z—2+z+1

A, B,C meghatarozhaté. Az elsé két tag sorfejtése onmaga, KT.: |z — 2| > 0. Csak a
harmadik tag sorfejtését kell elvégezni.
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Vagy:

g(z) sorfejtését kell elvégezni, és minden tagot

Az els6 tag kész, a masodik tagot kell sorbafejteni:

1

z—l_

IO = o1~ oy

1
(2 —2)2
—1 1-2
z _z—i— 1

-nel beszorozni.

g(z) =

1 p—

z+1:(z

—-2)+3

24+1

z+1

STy =
31_T

1

z—21—

Allapitsa meg a szingularitas jellegét és a residuumot a szingularis pontban!

1) f(z) = o2
1

2) 9(z) = e

z

Megoldas:

Felhasznaljuk, hogy

1)

resez? =c_1 = (;

u u
el =1+ut -+

62%21—1——24—
z

1

2=0

2.)

res —e* =c_1 = 1,

z2=0 22

2

2!

1

z = 0 méasodrendii pélus

n

+ —+--- Yu € C- re.

z = 0 lényeges szingularitas (végtelen sok negativ kitevdjii tag van)
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1. megoldas:
A Cauchy-féle dltaldnositott integralformula szerint: (f reguldris T egyszeresen Osszefiiggd

tartoményon)
f(2) 27y
dz = (n)
7{ Gz &7 T T
G+
1
f(z) = 3 (e?* — 1) mindeniitt reguldris; n+1=3 = n=2; 2 =0
Ezért: ot g2 /1 ori 1
27 2: _4m) Lo 9, _ T
]—T@<§(e 1))':0— 2! 82e Z=0_j2

2. megoldas:
Dolgozhatunk a residuum tétellel is, mert most konnyen meghatarozhaté sorfejtéssel a resi-

duum.
(22)*  (22)°

2z_ . . o -
e =14+2z+ o + i + Vz € C-re
=St 21 21, P 2P
z - - = 5 - P
I 823 822 8-21z 8.3 8.4
KT.: |z| >0
22 1 ) 1 T

@ Egyébként a sorfejtésbdl az is leolvashatd, hogy a zg = 0 szingularitds masodrendii polus.

_ sin (2 + 2j)
f(z) = (z+25)2z

1.) Hol és milyen szingularitdsa van f-nek?

2.) ]{f(z)dz:?

|z—1|=3

Megoldas:

1.) Szingularis pontok: —2j, 0. Mindketté elsérendd pélus, mert:

. . . osin(z+2)1 1 1
Jim (2+24)°f(2) = lim c1o . 3 U3 #
!
1

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 39 vl.2



ill.
lim 2 /(2) = lim sin (z +-2j) _ 81n.2j _ jSI}Q _ jsh2 _ —jSh—2
=0 =0 (z+25)2 (27 (2)* 4 4

2.) Mivel els6érendii pélus esetén

lim (z — z0) f(2) = res f(2),

2—20 z=z0

az elobb megkaptuk a residuumokat, és igy célszeri a residuum tételt alkalmazni.

j{ f(z)dz = 2mj (Zre_Sij(z)+£g(s)f(z)) = 2rj (]% —jS}jT2) — 1+ ”2}12

|z—1|=3
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