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Folytonos eset, példa

Példa: darts nyilat dobunk egy asztali foldgdmbre, nyaralasi célt keresve.
Valdszinlségi valtozok:

o X: Tavolsag légvonalban

o Y: Tavolsag autdval

o S: Célorszag zaszlajaban a szinek szama

o T 1d6 odajutni

Melyik a kakukktojas?
Az S diszkrét. Az 6sszes tobbire ]P)(X — /L’) — () (\v’x)




Nulla valoszinlség

e Eseményeknél: lehetetlen 74 nulla valdszinldség
(Na hat aztan?)

e Legyen X val. véltozé. “Eloszldsa” (eddigi fogalmainkat hasznélva)
a [P(X = qg) — () szdmokbdl &ll, vagyis nem szolgdl informaciéval.

e Y atdvolsdg autdval, [ az odajutési idé.
A={Y =y} P(T <5 ora

Intuitiven értelmes, formalisan értelmetlen. :-(

A) =2

(Lasd még: Borel--Kolmogorov paradoxon)




Egyenletesen véletlen

“Valasszunk egyenletesen véletlenszerlden egy pontot a [0, 1]
intervallumbadl.” Mit lehet mondani egy ilyen X val. valtozérél?

P(X <t)=¢ hatel0,]]
Az egyes értékek helyett az intervallumba esés valdszinlségét nézzik.

- Nem elég az, hogy O és 1kbzé esik? Az is leirja, hogy milyen.
- Nem.

- De miéert?

- Mert csak. (Lasd kovetkezd dia.)



Nem-egyenletesen véletlen

Legyen Xegyenletesen véletlen a [0 1] -en,

éslegyen Y — X

P(v<d) -p(xt <) -p(-

P(Xg%)z%

Vagyis Y mas eloszlasu, mint X.




Eml.: eloszlasfuggvény

Definicié: Az X val. valtozd eloszlasfliiggvénye:
Fxy :R — [0, 1] Fy(x) =P(X < z)

Megjegyzések:
e It hasznaljuk, hogy {X < ’U} esemény.
e Az eloszlasfiggvénye minden val. valtozénak értelmes.
e Miért nem kisebb-egyenld? Ez a magyar konvencio, lehetne masképp is.

Elnevezés: X és Y azonos eloszlasu, ha Fx(x) = Fy(’l?) (\V/$ & R)




Eloszlasfv., példa

Legyen Xegyenletesen véletlen a [0 1] -en,
éslegyen Y — X

0, hat <0
PX <t)=4t, hal<t<1
I, hat>1

0, hat <0
P(Y <t)=<+t, hat<t<1
1, hat>1

Pa




Eloszlasfv., karakterizacio

Alitas: Eqy F' : R — [0, 1] fliggvény pontosan
akkor eloszlasfliggvénye egy val. valtozénak, ha [’

1.  monoton ndvo (nem feltétlendl szigoruan),

2. balrdl folytonos, azaz lim F(t) — F(CC)
t—ax—0
3. végtelenben 1-hez,

negativ végtelenben 0-hoz tart.

Példa: balrdl folytonos, de jobbrdl nem feltétlendl.

opl




Eloszlasfv., karakterizacio

Biz-részlet: Tegylk fel, hogy Flaz Xeloszlésfﬂggvénye.

1) monoton nové: tetszbéleges T < Y esetén
Flo) =P(X <) < P(X <y) = F(y)
mert {X < ’IS‘} - {X < y}

Megjegyzések:
e A masik két tulajdonsaghoz sziikség van a szigma-additivitasra.
e Visszafelé, hogyan lesz fliggvénybdl val. valtozd?
Otlet: Ha [/ egyenletes a [O, 1] -en és F_l(U) értelmes, akkor

F—1 (U) eloszlasfiggvénye F.




Eloszlasfv., példa

Példa: Tetszbleges valds XI-re legyen

1 08l

0.7+

Fl(z) = — i

L+e™ 5

0.1

lgaz-e, hogy ez eloszlasfliggvény? %
e monoton nd? lgen, mert a nevezd mon. csokken.

e balrdl folytonos? lgen, mert folytonos.

e hatarértékei stimmelnek? Kiszamolhatd, hogy igen.

(Név: logisztikus eloszlas.)



Sdruségfliggvény, motivacio

Probléma: az eloszlasfiggvény nem mindig
elég szemléletes.

1. Melyik szém (), (] sugaru kérnyezetében lesz
a legnagyobb esellyel V' — X2 ?

2. Hanyszor akkora eséllyel lesz Y az V4 kis
kornyezetében, mint a 34 kis kdrnyezetében?

Fy

Megfigyelés: minél jobban né FY az Y pontban, annal nagyobb eséllyel

esik az Y pont kozelébe az Y .




Sdruségfliggvény, def.

Definicié: Egy Xvalészfm’jségi valtozo folytonos, ha Iétezik olyan
nemnegativ fX R — Rﬂjggvény, amire

[ fx(z)dz = Fxy(x) (Vz e R)

Ha létezik ilyen fX fliggvény, akkor azt az X sdrliségfiiggvényének hivjuk.

Motto: Nem tudjuk, hogy derivalhatd-e az eloszlasfiiggvény? Sebaj, vegylk
azt a fuggvényt, aminek 6 az integralfiiggvénye. (Radon-Nikodym derivalt)




Sdrdségfv. értelme

Technikai megjegyzések:
e |tt ez improprius Riemann-integral. A feltételbe
beleértjik, hogy az integral lIétezik és véges.
e A slrldségfliggvény nem egyértelmd.

Hogy kéne értelmezni a sdrdségfiiggvenyt?
“Folytonos histogram”: a sok kisérletbdl szamolt
relativ gyakorisag, kdzelitdleg a slrdségfuiggveény.
(Hasonléan ahhoz, ahogy az eloszlas is “histogram”.) =

Hogy lehet kiszamolni?



Sdrdségfv. kiszamolasa

Allitas: Ha FX folytonos és végessok pont
kivételével minden pontban derivalhaté, akkor X
folytonos val. valt. és az

fla) =

F 3((%) ha F'y derivalhato z-ben

0 egyebként

fuggvény sdrlségfiiggvénye.

Pl Fy (y) =y (Vy €0,1])

fy(y) = 2\1@ (Vy € [0,1])

/N
Fy
>
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Sdrdségfv., valaszok

1. Melyik szam (0,01 sugard kérnyezetében lesz
a legnagyobb esellyel y — X2 ?

A O korul (pontosabban 0,01 kordl), mert itt a legnagyobb az fy.

2. Hanyszor akkora eséllyel lesz Y az s kis
kornyezetében, mint a 34 kis kdrnyezetében?

(@) _ /
fr (%) 2\/7 234




Sdrudségfv. tulajdonsagai

Allitas: Legyen X folytonos val. valtozé. Ekkor
minden q < b esetén

Pla < X <b) = /fX )da

Bizonyitds: Az additivitas miatt

Pla< X <b)=PX <b)—P(X <a)—

/ fy(z)de — / Fx(z)da — O—/fX \da

<Y




Sdrdségfv. karakterizacioja

Allitas: Egy nemnegativ f : [R — IR fiiggvény pontosan
akkor lesz egy X val. valtozé slrlségfliggvénye, ha

| /_ O; f(x)dz =1

Megjegyzés: Az egyik irany egyszerd, hiszen

50 z
/ f(x)dz = lim / flx)de = lim Fx(z) =1
J —00 00

2—00 2—»00

A masik irany problémasabb, itt nem targyaljuk.




Folytonos val. valt, példa

Példa: / alkatrész élettartama (éraban).
Tegylk fel, hogy eloszlasfiiggvénye

0 ha z < 100,
Fy(z) = 100 4
— T laxr > 100.
a) lgaz-e, hogy ez tényleg eloszlasfiggvény?
100
b) Mi a slrlségfiiggvénye? fZ(/E) — ? (V:E > 100)

c) Mia valdszindsége, hogy az alkatrész nem romlik el az elsé 150 6raban?

> > 100
fr(x)dx = / —-dz :[ — @} © 2
J150 150 T x 1150 3




Varhato érték, absztraktul

Definicié: Legyen X val. valtozd, ami
1. egyszeru: E(X) _ Z L . IP(X _ k)
keRan(X)
lef
E(X)= sup EZ)
Z egyszeru,

/<X

3. altalanossagban: (ha ez létezik)
E(X)=EX") -—E(X")
ol X = max(X,0) X~ = max(—X,0)

2. nemnegativ:




Varhato érték, folytonos eset

Allitas: Legyen _X folytonos val. valtozé, amire

/ 1t - fx(t)dt < oo

o0

E(X) = / te Fy(t)dt
J —00

Megjegyzés: A dallama nagyon hasonld az egyszerl esethez:

EX)= Y k-PX=k
keRan(X)




Egyenletes eloszlas

Definicié: Egy X val. valtozé egyenletes eloszlasu
az [CL, b] intervallumon, ha

L haa <z <b

b—a
x promm—
fx () 0 egyébként

Jelsies: X ~ Ula;b)

Megj.: ez tényleg sudrliségfiggvény, hiszen nemnegativ, és

00 b
1 r b b—a
o — L :[ ]




Egyenletes elo. varhato értéke

J —00 —

E(X) Z/OO z - fx(z)da :,/abb i, g

z? ]b b2—a2_a—|—b
a 2b—a) 2

.

Es hogy kéne szdmolni, ha példaul IE(XZ) a kérdés?




Transzformalt varhato értéke

Tétel: Legyen X val. véltozd, és @ : R—R
Tegyik fel, hogy [£( g (X)) Iétezik. Ekkor

1) Ha X diszkrét; o0

ahol Ra.n(X) — {kl, kQ? Ce }
2) Ha_X folytonos:




Transzformalt varhato értéke

Példa: Legyen Xolyan valészinldségi valtozo, amire

1—4%Y haxz>0.
{ | E(24) =2

0 egyebkent.

0 egyebkent.

47%In(4) haaxz >0,
fx(x) = {

00 00
E(2Y) = / 2V« fy(x)dx :/ 2V 47" In(4)dx =
J ()

J —00
=2




KoszonOm a figyelmet!




