Bevezetés a szamitdselméletbe II. 1. zarthelyi feladatai és megoldasuk 2010. marcius 25.

1. Jeldlje B,, azt a grafot, melynek csicsai az n hoszisdgu 0 — 1 sorozatok, két sorozat akkor és csak akkor van 6sszekotve
éllel, ha pontosan egy vagy két helyen kiilonboznek. Adjuk meg az Gsszes olyan n-et, amire a B, graf tartalmaz (zart)
Euler-korsétat.

Megoldas:

Euler-kor pontosan akkor van a grafban, ha (esetleges izoldlt pontoktdl eltekintve) Osszefliggé és minden fokszdma
paros.

(Ha csak az egyik feltétel szerepel, akkor 1 pont, de ha kés6bb mégis mindkét feltétel teljesiilését ellendrzi, akkor
megkaphatja a 2 pontot.)

B,, minden csticsa annyi tovabbi csiiccsal van 6sszekotve, ahanyféleképpen az n koordinata koziil kivdlaszthato az egy
vagy két kiilonbozési hely, azok ugyanis egyértelmiien meghatarozzak a masik csicsot, hiszen mindeniitt vagy 0 vagy
1, azaz kétféle érték egyike &ll.

Egy kiilonbozési hely n féle lehet,

két kiilonbozési hely pedig (g) féle.

Az Osszes fokszam értéke tehat (g) +n = @ Ez pontosan akkor paros, ha n vagy n + 1 oszthaté 4-gyel, azaz
n = 4k, 4k — 1 egyike teljesiil valamilyen k pozitiv egészre.

A graf minden n-re 6sszefiiggd, hiszen egyesével megvaltoztatva a kiillonbozési helyeken allé koordindtakat, tetszoleges
csucsbdl tetszéleges masikba eljuthatunk élek mentén.

Euler-kor tehat pontosan akkor lesz, ha n = 4k vagy 4k — 1 alaku.

2. Egy G egyszerl graf csucsainak szama 100, legkisebb fokszama pedig 80. Mutassuk meg, hogy G tartalmaz 16 olyan
Hamilton-kort, melyek koziil semelyik kettonek nincs k6zos éle.

Megoldas:

Alkalmazzuk Dirac-tételét, eszerint (egy) Hamilton-kor létezik, hiszen 80 > %0.

Hagyjuk el a megtalalt Hamilton-kor éleit, ezzel minden cstics fokszdma 2-vel csokken.

A megmaradé graf fokszamainak mindegyike legalabb 78, ami még mindig eléri a 100 felét, igy ebben is van Hamilton-
kor.

Ismét hagyjuk el egy Hamilton-kor éleit, majd a fenti 1épéseket ismételjiik.

A minim4lis fokszam csak a 16-odik Hamilton-kor torlése utdn csokkenhet 50 ald (hiszen minden 1épésben 2-vel csokken).

Ezért 16 Hamilton-kort biztosan taldlunk.

3. Egy sakktablan 7 huszar all igy, hogy mindegyik legalabb két mésikat tud iitni. Mutassuk meg, hogy biztosan van
kozottiik olyan, amelyik harom mésikat is tud iitni.

Megoldas:
Vegyiik észre, hogy a sakktabla vildgos mezdin allé huszérok csak s6tét mezén allokat tithetnek és viszont.

Ezért ha elkészitjiik azt a H grafot, aminek csicsai a huszérok és kettét pontosan akkor kot Ossze él, ha titni tudjik
egymast,

akkor ez a graf paros graf lesz.
A feltételek miatt H minden fokszama legaldbb kettd,

és a nagyobb oldalan legalabb 4 csics van.



Az élek szdma az egyik oldali fokszdamok Osszege, tehat legaldbb 4 -2 = 8.
A kisebbik oldalon legfeljebb 3 csics van, ha mindnek a fokszama legfeljebb 2 lenne, akkor legfeljebb 6 éliink lehetne,
vagyis van koztiik olyan, aminek a foka legalabb 3. Az ennek megfelel§ huszar tehat legalabb 3 maésikat tud utni.

. Egy graf csicsai a 100-nal nem nagyobb pozitiv egészek, két csicsot Osszekotiink, ha az 6sszegiik oszthatd harommal.
Perfekt-e a graf?

Megoldas:
A 3-mal oszthat6 szamok egy 33 csticsu klikket alkotnak a grafban.

A graf minden tovébbi éle egy 3-mal osztva 1 és egy 3-mal osztva 2 maradékot adé csticsot kot Gssze. (Az ilyen parok
mindegyikét osszekotjik.)

A graf tehat egy K33 teljes graf és egy K33 34 teljes paros graf diszjunkt unidja.
Teljes grafok és paros grafok perfektek.

Két perfekt graf diszjunkt unidja nyilvanvaléan perfekt, hiszen egy diszjunkt unidként el6dllé graf kromatikus szdma
is és klikkszdma is az Osszetevd grafok megfeleld paraméterének maximuma lesz, amik perfekt Gsszetevok (illeteve
ilyeneknek szintén perfekt feszitett részgrafjai) esetén mindig egyenldk.

A megadott graf tehat két perfekt graf diszjunkt unidja és igy perfekt.

. Egy 100 csticst egyszerii grafban minden csics foka 55. Mennyi a kromatikus szama, ha tudjuk, hogy a komplementere
paros graf?

Megoldas:

A komplementer paros graf valamelyik oldaldn legaldbb 50 pont van és ezek klikket alkotnak a mi G grafunkban.

Az 50 méreti klikk jelenléte miatt a kromatikus szam legaldbb 50.

Megmutatjuk, hogy pontosan 50, vagyis a graf ki is szinezhet6 ennyi szinnel.

Mivel a graf regularis, a komplementere is az.

Mivel reguléris paros grafban mindig van teljes parositas, G-ben is van.

Tekintsiik G egy teljes pérosgtését és szinezziink azonos szinfire két pontot pontosan akkor, ha ebben a G-beli teljes

parositasban egymads parjai. Igy egy jo szinezést kapunk 50 szinnel.

. Egy G egyszerli paros grafban minden csics fokszdma legalabb k. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G-ben van k élet
tartalmazo parositas.

Megoldas:

Készitsiink parositast mohdn: az els6 pontot tetszolegesen parositsuk egy szomszadjaval, majd minden 1épésben t6roljik
a mar parositott pontokat, és a megmaradtak koziil egy tetszOlegesen valasztottat parositsunk Ossze egy tetszileges
még megmaradt szomszédjaval.

Mivel a graf paros, minden csicsnak minden 1épésben legfeljebb egy szomszédjat toroljik.

Az eljaras tehdt biztosan folytathat6 addig, amig nem toroltiink k péart, vagyis k méretli parositas biztosan 1étezik.

Alternativ megoldés:
A Kénig-tétel szerint G grafunkra, mivel péaros, fonnéll v(G) = 7(G).
Elég tehdt 7(G) > k igazolasa.



Legyen U minimélis lefogé halmaz. Ha v ¢ U, akkor v-nek minden szomszédja U-ban van, mésként a hozzd csatlakoz6
élek nem volnanak mind lefogva.

Ezért |U| > d(v) > k.

Ha nem létezne v ¢ U cstcs, akkor G minden csticsa szerepelne U-ban. Mérpedig G-nek k-ndl tobb (val6jdban legaldbb
2k) csticsa van, masképp nem lehetne egy fokszdm sem legaldbb k. Vagyis |U| > k ekkor is igaz.



