Nyelvek és automatak 2021

8. R, RE

1. Legyen L = {w : 3M,, és ennek a szalagon levs feje soha nem megy az 5. mezonél tavolabbra}. Igaz-e, hogy

L eR?

Megoldds: Az &llitas igaz. Ennek belatasahoz egy olyan M TG-t kell vazolni, ami mindig megall és pont
az ilyen Turing-gépek kodjait fogadja el. Feliiletesen, ehhez azt kell ellenériznie, hogy mindegy, hogy az M,
gépet milyen szon inditjuk el, az soha nem 1ép til az 5. mezén. A két probléma: ehhez els§ ranézésre az M,
gépet végtelen sok bemeneten kell ellendrizni és ezek barmelyikén akar végtelen ideig is futhat, az M-nek
meg véges id6ben meg kell allnia.

Az els6 probléma egyszerti: ha M, nem lép til az 5. mezdn, akkor a bemenetének csak az els§ 5 karaktere
szamithat — tehéat csak véges sok lehetdséget kell ellendrizni. De még ezeken is futhat végtelen ideig. Ezt
kicsit tritkkosebb észrevenni: Ha csak 5 karaktert irhat/olvashat a szalagon akkor csak véges sok kiilonbozé
konfiguracioban lehet (4llapot, szalagtartalom, fej helyzete). Ha egy ilyen ismétlgdik, akkor tudhatjuk, hogy
M, végtelen ciklusba keriilt.

Tehat M miikodése egy w bemeneten: ellendrzi hogy w egy TG kodja-e. Ha nem, akkor M megall elutasito
allapotban. Kiilonben pedig a 2. szalagon sorban generélja a legfeljebb 5 hosszii bemeneti szavait M,,-nek.
Az aktualis szon lépésenként futtatja az M, gépet. Ha M,, atlépne a 6. mezére, akkor M megall, elutasit.
Kiilonben M feljegyzi (egy tovabbi szalagra) az M, pillanatnyi konfiguraciojat és ellendrzi, hogy a korabbi
feljegyzések kozott nem fordult-e mar el6 ugyanilyen. Ha nem, akkor folytatja és elvégzi M,, kovetkezd
lépését. Ha viszont mar volt ilyen, akkor M tovabb megy a kovetkezs szora. Akkor is tovabb megy a
kovetkez6 szora, ha M, egy adott konfigurdcidoban elakad.

Ha M elutasitas nélkiil végére ért az Osszes, legfeljebb 5 hosszii bemenetnek, akkor alljon meg elfogadd
allapotban.

Vegyiik észre, hogy ha M,, valamilyen bemeneten 4tlép a 6. mezére, akkor ez az M elutasitja a w bemenetet,
azaz w ¢ L(M). Maéasrészt, ha M, nem ilyen, akkor menet kézben M nem Aall meg elutasito allapotban.
Viszont ilyenkor az eljaras véges (véges sok szon véges sok lépésig hasznélja M,,-t, és a sziikséges "adminiszt-
racio" is véges ideji). A végén pedig el fogja fogadni a w szot, w € L(M).

Az M valdban mindig megall, mert ha w egy olyan TG kddja, ami tovabb 1ép, akkor M az adott szénal
megall (elutasitva). Ha meg egy nem ilyen TG kodja, akkor a méar leirt okok miatt a lehetSségeket kimeritve
megall.

2. Az L nyelv alljon azokbol a w+#s alaku szavakbol, amelyeknél w egy Turing-gép kodja és a w koda Turing-gép
az s bemeneten 100 1épésen beliil megall. Igaz-e, hogy

(a) LER?
(b) L € RE ?
(c) LecoRE?

Megoldds: Mindharom allitas igaz.
Definialjuk a kovetkezé M TG-t:

e M ellendrzi, hogy a bemenet w#s alakt. Ha nem ilyen, akkor M alljon meg elutasitva.
o M ellenérzi, hogy w egy TG -e. Ha nem, akkor M &alljon meg elutasitva.

o M futtatja az M, gépet az s bemeneten 101 lépésig. Ha kozben M, elakad, akkor M A&lljon meg
elfogado allapotban, kiilonben meg nem elfogad6 allapotban. (Csak amikor a 101. lépésre térne, akkor
deriil ki, hogy a 100. 1épés utan mér nem tud lépni.)

Ez az M TG mindig megall, hiszen M,, mozgésat legfeljebb 101 1épésig koveti, és akkor fogad el, ha ez alatt
M., megallt, azaz L(M) = L.

Ebbdl tehat latjuk, hogy L € R, amibél L € RE és L € coRE is kovetkezik.
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3. Az L nyelv alljon az olyan Turing-gépek w kodjabol, hogy a w kédd Turing-gép minden bemeneten 100
lépésen beliil megall. Igazolja, hogy L € coRE.

Megoldds: L € coRE pontosan akkor teljesiil, ha L € RE, azaz ha van TG, ami L-et ismeri fel. L az olyan
w-kbdl all, amelyek vagy nem TG kodok vagy van hozzajuk olyan s bemenet, amin M,, nem all meg 100
lépésen beliil. Vazolunk ehhez egy TG-t, ami 1ényegében egy ilyen s szdt keres.

Az M TG egy w bemeneten

e cllendrzi, hogy w egy TG kdédja-e. Ha nem, akkor alljon meg elfogadé allapotban.

e generilja egymdas utan a szavakat és sorban mindegyiken futtatja az M, gépet 101 lépésig. Ha M,
ekozben elakad, akkor veszi a kovetkezs szot. Ha viszont nem akad el, akkor M &lljon meg elfogado
allapotban.

Ez az M akkor fog egy TG kodot elfogadni, amikor talal hozza egy bemenetet, amin M, nem &ll meg 100
lépésben — és pont ezt kéri a feladat.

Megjegyzés: elég lenne csak a legfeljebb 100 hosszti bemeneteken futtatni M,,-t, hiszen ha ezek mindegyikén
megéll 100 lépésben, akkor egy hosszabb bemenetbdl sem fog 100-nal tobb karaktert elolvasni.

4. Az L nyelv alljon az olyan Turing-gépek w koédjabol, hogy a w kodu Turing-gép egyetlen bemeneten sem all
meg. Igaz-e, hogy L € coRE ?

Megoldds: Az allitas igaz.

L € coRE pontosan akkor teljesiil, ha L € RE, azaz ha van TG, ami L-et ismeri fel. L az olyan w-kbél &ll,
amelyek vagy nem TG kdédok vagy van hozzajuk olyan s bemenet, amin M,, megall. Vazolunk ehhez egy
TG-t, ami lényegében egy megfelel§ s bemenetet keres.

Az M TG egy w bemeneten

e cllendrzi, hogy w egy TG kddja-e. Ha nem, akkor alljon meg elfogad6 allapotban.

e A szokott modon sorban generalja az (s,i) sz6-1épésszamkorlat parokat és mindegyiknél futtatja az M,
gépet az s bemeneten ¢ 1épésig. Ha M, ekozben elakad, akkor M alljon meg elfogadd allapotban. Ha
viszont nem akad el, akkor vegye a kovetkezs part.

Ez az M akkor fog egy TG kodot elfogadni, amikor eljut egy (s,i) parhoz, amire M, (s) megall i lépésben.
Ha ilyen nincs, akkor M nem &ll meg, Ez utobbi pontosan akkor térténik, ha M, nem all meg egyetlen szon
sem. Tehat L(M) = L és ezért L € coRE

Megjegyzés: itt mar valoban végtelen sok s kozott kell keresni egy megfelel6t, nem lehet egy véges halmazra
megszoritani. Ki kell hasznalnunk a lehet&séget, hogy M-nek nem kell megallnia.

5. Rekurziv-e az L = {w : w Turing-gép kod és L(M,,) = L, } nyelv?

Megoldds: Az, hogy egy nyelv az L,, egy nyelvi tulajdonsag, 7' = {L : L = L,}. Nem trivialis, hiszen
Ly = L, € RE rendelkezik a tulajdonsiggal, mig mondjuk Ly = () € RE nem. Ezért a Rice-tételbsl
kovetkezik, hogy L = Lt € R.

6. Rekurziv-e az L = {w : w Turing-gép kod és |L(M,)| = 5} nyelv?

Megoldds: A T nyelvi tulajdonsag itt az, hogy a nyelvnek pontosan 5 szava van, T'= {L : |L| = 5}. Ez
nemtrivialis nyelvi tulajdonsag, hiszen pl. Ly = {0F : 0 < k < 4} € T egy pozitiv példa, és mivel Ly véges,
ezért regularis, és igy persze L; € RE. Negativ példanak most is jo az Ly = () valasztds. A Rice-tételbdl
kovetkezik, hogy L = Lt & R.

7. Alljon az L nyelv azokbdl a w szavakbol, melyekre a w koda Turing-gép létezik és az altala elfogadott
nyelvben van legaldbb egy csupa 0-bodl all6 sz6. Igaz-e, hogy ez a nyelv rekurzivan felsorolhat6? Igaz-e, hogy
ez a nyelv rekurziv?

Megoldds: Ahhoz, hogy rekurzivan felsorolhatd, egy M TG-t kell vazolni, ami ezt a nyelvet fogadja el, azaz
M lényegében adott w-hez egy olyan 0F szét keres, amire 0¥ € L(M,,). M egy w bemeneten:
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e ellendrzi, hogy w TG kod-e. Ha nem, akkor M alljon meg elutasitva.

o A (k,i) parokon sorba menve M futtatja M,-t a 0% szon i lépésig. Ha ez alatt M, elfogad, akkor M
alljon meg elfogadé allapotban, kiilonben menjen tovabb a kovetkezd pérra.

Ha van 0% € L(M,), akkor M, ezt valahany lépésben elfogadja, és ha i legaldbb ennyi, akkor M megall
elfogadd allapotban. Ha viszont nincs csupa 0 sz6 az M, nyelvében, akkor M keresése nem fog megéllni, és
igy persze nem is fogadja el w-t. Tehat valoban L(M) = L, azaz L € RE.

Annak belatasahoz, hogy L nem rekurziv, vegyiik észre, hogy az, hogy egy nyelv tartalmaz csupa 0-boél allo
szot egy nyelvi tulajdonsag, T = {L : 3k,0F € L}. Nem trivialis, mert pl. L; = {0,1}" € RE egy porzitiv,
mig Lo = ) € RE egy negativ példa. Ezért L = Lt a Rice-tétel miatt nem rekurziv.

8. Alljon az L nyelv az olyan Turing-gépek kodjaibol, amelyek csak paros hosszi szavakat fogadnak el. Igaz-e,
hogy L
a) rekurziv?
b) rekurzivan felsorolhat6?

c¢) co RE-ben van?

Megoldds:

a) Nem igaz. Legyen T'={L : w € L. = |w| paros }. Ez a nyelvi tulajdonsag nem trivialis, hiszen van
ra pozitiv példa, pl. L1 = {00}, ami valoban RE-ben is van, hiszen egy véges nyelv regularis, és ezért rekurziv,
ami miatt RE-ben is benne van. (Kozvetleniil sem nehéz megadni hozza egy TG-t.) Negativ példanak jo pl.
az Lo = {0} € RE hasonl6é okok miatt.

Megmutatjuk, hogy c) igaz, és ebbdl mar koévetkezik, hogy b) nem igaz, hiszen ha egy nyelv RE-ben és
co RE-ben is benne van, akkor rekurziv is, ami az a) szerint nem teljesiil.

¢) L € coRE pontosan akkor, ha L € RE, azaz van olyan TG, ami az L nyelvet ismeri fel. L elemei a
nem TG koédok és azok a w TG kdédok, melyekre M, elfogad legalabb egy paratlan hosszt szot is. Az M gép
lényegében egy ilyen paratlan hosszi szot keres. M egy w bemeneten

e ellendrzi, hogy w TG kod-e. Ha nem, akkor M alljon meg elfogado allapotban.

e A szokott modon sorban elGallitja az (s,i) parokat, ahol s paratlan hosszu szo6, i = 1,2,.... Az M,
gépet az s szon ¢ lépésig futtatja. Ha ez alatt M, elfogad, akkor M alljon meg elfogad6 allapotban,
kiilonben vegye a kdvetkezs part.

Ha M,, elfogad egy paratlan hosszi s szot, akkor, amint M az (s,i) parhoz ér egy megfelels i értékkel, akkor
M elfogadja a w szot. Kiilonben meg, ha nincs ilyen s sz6, akkor M nem all meg. Ezért L(M) = L.

9. Legyen L C {x#y: x,y € {0,1}*} rekurzivan felsorolhat6. Kovetkezik-e ebbél, hogy az
Ly ={x€{0,1}": van olyan y € {0,1}*, hogy z#y € L}

nyelv is rekurzivan felsorolhat6?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy L; € RE. Ehhez egy M; TG-t kell vazolni, amire L(M;) = Ly. Az M; gép
egy = bemeneten lényegében olyan y-t keres, amire x#y € L. Ehhez a szokdsos modon sorban veszi az (s,i)
szo-1épésszamkorlat parokat, és egy ilyen parnal az L-et felismer6 M gépet az x#s bemeneten futtatja ¢
lépésig. Ha ez alatt M elfogad, akkor M; alljon meg elfogadé allapotban, kiillénben 1épjen a kovetkezd parra.
Mivel & € L; pontosan akkor teljesiil, ha van olyan y, amire z#y € L, azaz M (x#y) elfogad mondjuk j
lépésben. Amikor a paroknal M elGszor ér egy olyan (y,i) parhoz, ahol ¢ > j, akkor M; meg fog allni és
elfogad. Ha viszont x ¢ L1, akkor nincs z#y, amit M elfogadna, tehat M; nem fog megéllni, azaz ilyenkor
x & L(My). Ezért L(M;) = L.

10. Tekintsiik a dominéproblémanak azt a valtozatat, amikor minden domindknak a vizszintes és a fiiggGleges
tengelyre vett tiikorképe is hasznalhato. Rekurziv-e az igy modositott probléméhoz tartozé nyelv?

Megoldds: Igen, mert igy minden nem {ires készlet jo. Igazabol egyetlen tipus is elég, mert akarmilyen (a,b,c,d)
dominé esetén egy vizszintes sav lefedhetd a dominé és a fiiggsleges tengelyre vett tiikorkép véltakozasaval.
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Ez ala egy olyan sav johet, amik a mindig a felettiik levék vizszintes tengelyre vett tiikorképei. Es ezt a
kovetkez6 savokra is alkalmazhatjuk.

Megjegyzés: Itt azt hasznaltuk, hogy minden hasznalt dominét szabad tiikrézni is. Mi van, ha csak az eredeti
készletet lehet?
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