Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutaté
2010. méarcius 25.

Altalanos alapelvek.

A pontozési Gtmutatd célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az
Gtmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megold4sanak f6bb gondolatait és az ezekhez
rendelt részpontszamokat kozli. Az titmutaténak nem célja a feladatok teljes értéki megold4sénak
részletes leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcso-
16d6 gondolat egy 4ttekinthets, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel
a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok
alkalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megol-
déasban val6ban szerephez jut). Annak meérlegelése, hogy az titmutatéban feltiintetett pontszam
a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a
javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletekért, részmegoldasért, amelybél a dolgozatban leirt gon-
dolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphato. Az Gtmutatéban
szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthat6k. Az Gtmutatéban leirttol eltérs jo
megoldés természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pont-
szdma szamit bele, igy a dolgozatokra osztéalyzatot nem adunk.

1. Adjuk meg algebrai alakban az al4bbi egyenletnek az sszes olyan komplex megoldasat, amely-
nek a valos része pozitiv és a képzetes része negativ.

V2(1+3i)-2° + 442 =0
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Atrendezve: 25 = % <222 Ebbdl T = —1 414, igy 25 = -+ 5t (1 pont)
A feladat tehat ¢/ —Zsk %z meghatarozasa. (1 pont)
— 75 + J5i = 1(cos 135° + 4 sin 135°). (2 pont)
Ebbol 8/ -5 + J5i = 1 (cos (27° + k- 72°) + isin (27° + k- 72°)), k = 0,1 2.3. 4. (2 pont)
A ,val6s rész pozitiv, képzetes rész negativ” feltétel miatt a szog 270° és 360° kozétt van.(1 pont)
Ez csak a k = 4 esetben, a 315° esetén teljestil. (1 pont)
lgy az egyetlen megoldas: 2 = 1 (cos315° + i sin 315°) = = — =i (2 pont)



2. Tekintsiik az alabbi egyenletekkel megadott S, és S sikokat:

Sy ¢ c-x—y+z = T
Se: 4zr—c-y+2z = 9

a) A c valos paraméter milyen értékeire merSleges S, és Sy7
b) A c valés paraméter milyen értékeire parhuzamos S és S37
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S, és S, egy-egy normélvektora: n,(c, —1,1) és ny(4, —c, 2). (1 pont)

a) A két stk akkor és csak akkor merdleges, ha a normélvektoraik mer&legesek. (1 pont)
Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha a normélvektorok skalaris szorzata 0. (1 pont)
n o ng=c-4+(-1)-(—¢)+1:2="5c+F2 ) (1 pont)
igy a két stk pontosan akkor meréleges, ha ¢ = —% (1 pont)

b) A két sik akkor és csak parhuzamos, ha a normalvektoraik parhuzamosak, (1 pont)
vagyis egymas tobbszorosei. (1 pont)
Az utolsé koordinataik miatt n, = A - n, csak akkor lehet igaz, ha A = 2. (1 pont)
n, = 2 - n, teljesiiléséhez pedig 2c = 4, illetve —2 = —c kell igaz legyen. (1 pont)
Ebbél ¢ = 2 adodik, vagyis erre a c értékre lesz S; és S, parhuzamos. (1 pont)

3. Legyen V = R? a stkvektorok halmaza. Legyen V-n a © miivelet a sikvektorok hagyomaéanyos
osszeadasa; értelmezziik tovabba tetszGleges v € V és A € R esetén az © szorzést az alabbiak

szerint: I
T g H
o 5)=(%"):

Vektorteret alkot-e V' az igy definialt & és ® miiveletekkel?
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Példaul a v = ( {; valasztéssal 1 © v = g (5 pont)
Ez azt jelenti, hogy nem teljesiil a vektortér definiciojaban szerepl6 1 ®v = v axiéma, igy V nem
vektortér az @ és © miiveletekkel. (5 pont)

A vektortér definicojéban szerepls Osszes tobbi axioma teljesiil a feladatbeli V, @ és © esetén.
Bér ezek ellendrzése kozvetleniil nem visz kozelebb a feladat megoldasahoz, mégis, a maradék hét
axioma helyes leellendrzéséért legfoljebb 3 pont adhaté. (Ez a pontszam tehat nem az axiémék
felsorolasaért jar, ez onmagaban az titmutaté elején irtaknak megfelelGen nem ér pontot.)

4. Legyenek v,,,, . .., v, w a V (tetszGleges) vektortér vektorai. Tegyiik fel, hogy a v;,v9,...,Y;
vektorok linedrisan fiiggetlenek és w & (v;,0,,...,;). Bizonyitsuk be, hogy ekkor tetszoleges
A1, Az, . .., A skalarok esetén a vy +\w, vo+ A2, . . . v+ Axw vektorok is linearisan fliggetlenek.
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Indirekt tegyiik fel, hogy a bizonyitandé allitas nem igaz, vagyis léteznek az ay, ..., ax skalarok
figy, hogy ezek nem mindegyike 0 és o (v; + Mw) + . .. + ak(yy + Mw) = 0. (2 pont)
Atrendezve: aqv; + ... + v + (11 + agdo + ... + M) = 0. (2 pont)
Vezessiik be a = ag A +. . . + o\ jelolést. Ekkor p # 0, hiszen kiilénben ayv, + ...+ oy, =0
volna, ellentmondasban azzal, hogy vy,...,; linearisan fiiggetlenek. (2 pont)
fgy atrendezéssel w = — v, + (—2)v, + ... + (=5F)y, adédik. (2 pont)
Ez (a generélt altér definicioja szerint) ellentmond a w & (vy,...,2 ) allitasnak; ez az ellentmon-

das pedig bizonyitja a feladat allitasat. (2 pont)



5. Déntsiik el. hogy a ¢ val6s paraméter milyen értékeire van megoldésa az alabbi egyenletrend-
szernek! Ha van megoldéas, adjuk is meg az dsszeset!

T +3x3+ 15 =1

Ty + 0529 — 203+ 75 = 11

$1+2$2+$3+3I4+4$5=14

201 +3x2+ 323+ 224+ 75 = c+ 10
X X X % %

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:
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Ha ¢ = 4, akkor az utols6 sor csupa 0, igy elhagyhato. Ezzel meg is kaptuk a Redukalt Lépcsds
Alakot (hiszen mindharom vezéregyes folott 0-k allnak). Igy a ¢ = 4 esetben az egyenletrendszer
megolddsa: 23 =a €ER, 25 =B €R, 24 =3 -6, 2:=2+a,z,=1- 3 — 3a. (3 pont)
Ha c # 4, akkor az utolso sort (c — 4)-gyel osztva, majd azt a harmadik és els sorbél kivonva
L8 g g 110
0 1=l 0 0|2
0 0 8 1 9|2
0 0 0 0 111
Igy a c # 4 esetben a megoldés: T3 =a €R, 25 =1, 24 =2, 25 =2+ a, ; = —30. (3 pont)

kapjuk a Redukalt Lépcsds Alakot: (2 pont)

Ha valaki szamolasi hibét vét, de egyébként a megoldas elvileg j6, az szamolasi hibanként 1 pont
levonast jelentsen. Ha a szdmolasi hiba kovetkeztében a megoldas kénnyebbé valik, akkor sajnos
csak a fenti gondolatmenetnek lényegében megfeleltethet részekért adhaté pont. Ha egy megold6
(akar helyes) szamolésokat végez (példaul egy ismeretlent kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a
szamitésok nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas iranyat, azért csak nagyon kevés
pont (maximum 2-3) adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fiiggGen.

6. Az a, b és ¢ valés paraméterek minden értékére hatarozzuk meg az alabbi determinans értékét!

—1 ¢c —-b —a
-1 -b c —a
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Az utols6 két oszlopot a mésodikhoz adva a determinéans értéke nem valtozik:
1 a+b—c b —c
1 a+b—e a b
-1 —a-b+ec —-b -a
-1 —a-b+c c  —a
Ekkor a méasodik oszlop az els6 oszlop (a + b — ¢)-szerese. Igy a determinans értéke 0 (hiszen a
maésodikbol az elsS oszlop (a + b — c)-szeresét kivonva csupa 0 oszlopot kapunk). (5 pont)

(5 pont)



