Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek - Sztochasztika
2. ZH — megoldéasok
2019 65z, 2019.12.04 18:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a tobbi mind 9 pontot ér.

0. Irja ra a ZH-ra a gyakorlat idépontjdit (meg persze a sajat nevét és Neptun-kodjat is).
Lehetséges helyes megoldasok: csiitortok 8-10 (R504); csiitortok 10-12 (R517); péntek
10-12 (R516).

1. Egy véletlen rekurziv algoritmus futésa soran kezdetben elindul egyetlen folyamat, mely-
nek sorsa kétféle lehet:

i.) Eredményesen lefut és kilép anélkiil, hogy tjabb folyamatot inditana. Ennek valo-

szintisége 1 i

ii.) Miel6tt lefutna, véletlen szamu Gjabb folyamatot indit, amik ugyanolyanok, mint

6 maga. Ezek szama lehet 1, 2, 3 vagy 4, azonos (vagyis 1—10) valoszintiséggel. Az

eredeti folyamat csak akkor 1ép ki, amikor ezek mind lefutottak.

Az algoritmus futasa soran elindul6 egyes folyamatok mind ugyanolyan eloszléssal hoznak
létre ujabb folyamatokat, fiiggetleniil egymastol és az el6zményektsl. Mennyi a valoszi-
niisége annak, hogy az eredeti folyamat elébb-utobb kilép?

Megoldas:

Kezdetben egyetlen folyamat indul el — legyen ez egymaga a ,nulladik genericié”. Az
wels6 generacio” alljon a legelss folyamat altal inditott folyamatokbol (ha van ilyen). A
.masodik generacio” alljon az elsé generacio tagjai altal inditott folyamatokbol. Es igy
tovabb, az n + 1-edik generacio alljon az n-edik generacio tagjai altal inditott folyama-
tokbol, n = 0,1,2,...-re. Jelolje Z, az n-edik generacié elemeinek szamat. Igy Z,
Galton-Watson elagazo folyamat, és a kérdés ennek kihalasi valoszintisége.

Az egylépéses utdodszam-eloszlas varhato értéke
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Vagyis a Galton-Watson folyamat kritikus (és nem elfajult), ezért a kihalas valoszintisége
1.

2. Moricka azt tervezi, hogy a zsebszamologépével general n = 3888 darab fiiggetlen, [0, 1]-en
egyenletes eloszlasi véletlen szamot, és ezekbdl atlagot szamol. A centrélis hatareloszlas
tétel (CHT) segitségével megbecsiilte annak a valoszintiségét, hogy az atlag legalabb 0.54

lesz. Legfeljebb mennyi lehet ennek a becslésnek a hibija a Heeffdineg-egyentétlensée
Berry-Essen tétel szerint? (A tételbeli konstans valaszthato C' = 0.48-nak.)

Megoldas: Ha X egyenletes eloszlasu [0, 1]-en, akkor varhato értéke m := EX =
szOrasnégyzete
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Igy a CHT becslés hibajara a Berry-Esseen tétel szerint
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. Moricka azt tervezi, hogy a zsebszamologépével general n = 3888 darab fiiggetlen, [0, 1]-
en egyenletes eloszlasu véletlen szamot, és ezekbdl atlagot szamol. Adjunk nagy eltérés
becslést annak valosziniiségére, hogy az atlag legalabb 0.54 lesz!

(A p paraméterd Bernoulli eloszldas Cramér féle rdtafiigguénye

1—
Ipp) () —zln? (1 —2x)In

(aholg=1—p és0 <z <1).
p

A 1 paraméterd exponencidlis eloszlas Cramér féle ratafiigguénye
Igapy(z) = pr — 1 —1In(px)  (aholz >0).
)

Megoldas: Legyen i =1,2,...,n-re X; az i-edik generalt szdm. Legyen S, = X;+---+
X, a szamok Osszege. Igy a feladat a

P (% > 0.54) =P(S, > 0.54n)
valoszintiség becslése. Mivel az X;-k fiiggetlenek, azonos eloszlasiak, korlatosak és az
eloszlasuk is ismert, elvileg a Hoeffding egyenl6tlenség és a Cramér tétel egyarant hasz-
nalhato lenne nagy eltérés becslésre. Sajnos azonban az egyenletes eloszlas Cramér féle
ratafiiggvénye nincs megadva, igy ezt nem tudjuk hasznalni. (Meg lehet probalni kiszé-
molni, de az deriil ki, hogy nincs ra szép képlet.)

gy marad a Hoeffding egyenlStlenség. Az X;-kre korlatnak jo lesz a; := 0 < X; < b; := 1,
igy

D (b — a;)* = n(1 - 0)* = n = 3888
i=1

Mivel EX; = 0.5n = 1944, 0.54n = ES,, + 0.04n, a keresett valdszintiség pedig

PC%ZOM):PQMNMMQ:M&ZE&+O

ahol ¢t = 0.04n = 116.64. A Hoeffding egyenlGtlenség szerint pedig

2t2 2-116.642
P(S, > ES, +t) <exp {_Zn = a~)2} = exp {—W} ~ e 124 2 0.000004
i=1\0i — @

. Az 1. abran lathato graf egy diszkrét ideji, idében homogén Markov lanc pozitiv valoszi-

niiségii egylépéses dtmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik
melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy
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1. &bra. Markov lanc graf-reprezentéacioja (valoszintiségek nélkiil)
e zart-e vagy nyilt,
e lényeges-e vagy lényegtelen,

e visszatérG-e vagy atmeneti,

e mennyi a periddusa.

Megoldas:
osztaly | zart/nyilt | lényeges/lényegtelen | visszatérd/atmeneti | periodus
{1,2,3} nyilt lényegtelen aAtmeneti 3
{4,7,8,9} nyilt lényegtelen Atmeneti 1
{5,6} zart lényeges visszatérd 1

Indoklas: Két allapot akkor tartozik ugyanazon osztalyba, ha mindkett6bdél el lehet
jutni a masikba. Egy osztaly akkor zart, ha nem vezet ki bel6le él, egyébként nyilt.
Igy {1,2,3} nyilt, mert kivezet belsle pl. a 2 — 5 él, {4,7,8,9} nyilt, mert kivezet
bel6le a 4 — 5 él, viszont {5,6} zart. Véges osztalyokra zart—lényeges—visszatérd,
nyilt=lényegtelen=4tmeneti.

Az {1,2,3} osztaly periodusa 3, mert pl. 1-bél 1-be visszajutni csak 3,6,9,12,15,. ..
lépésben lehet, és ezek legnagyobb kozos osztoja 3. A {4,7,8,9} osztaly periodusa 1,
mert, pl. 4-b6l 4-be vissza lehet térni 3 és 4 1épésben is, igy a legnagyobb kozos oszto 1.
Az {5,6} osztéaly periodusa 1, mert pl. 5-bél 5-be 1 lépésben is vissza lehet térni (igy a
visszatérési id6k legnagyobb kozos osztoja 1).

. Egy lépesShazban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen
kiégve. Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponencialis eloszlasa, 1 év
varhato értékkel. A lépcsShazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson
folyamat szerint), és az Gsszes kiégett kortét ujra cseréli. Jeloljiik X (¢)-vel a ¢ id6 elteltével
mikods korték szamat. Az id6t mérjiik években.

a.) Adjuk meg az X (t) Markov lanc allapotterét és az atmenetratakat (rata-méatrixot).
(Vigydzat: ha éppen 2 kirte mikaodik, milyen rdatdval ég ki kozilik valamelyik?)

b.) Irjuk fel az infinitezimalis generatort!

c.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait!

d.) Tegnap délben minden korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valoszintisége, hogy pont
20 évvel késbb egy se fog miikédni?

e.) A lépcsShazban akkor van zavarban sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hosszu tavon
az id6 hany szazalékaban van zavaréan sotét?



Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,3}. Ha egy korte ég, annak kiégési rataja a varhato élet-
tartam reciproka, esetiinkben 1/1 = 1, vagyis az 1 allapotbol a 0 allapotba Ajg = 1
rataval ugrik a rendszer. Ha 2 korte ég, akkor mar 1 + 1 = 2 rataval fog kiégni vala-
melyik, igy Aoy = 2. Ugyanigy A32 = 3. A gondnok latogatasainak rataja 2, igy a 0,
1 és 2 allapotbol is Ag3 = A3 = Ag3 = 2 rataval ugrik a rendszer 3-ba. (Ha a rendszer
éppen a 3 allapotban van és jon a gondnok, akkor nem torténik semmi.) Més dtmenet
nem lehetséges, igy a rata-matrix

* 0 0 2
1 = 0 2
é_02*2
00 3 x

(Ennek a féatlojaban nincs semmi, mert helyben ugrés nincs.)

Az infinitezimélis generatort tigy kapjuk, hogy a A f6atlojat kitoltjiik gy, hogy min-
den sordsszeg nulla legyen:
-2 0 0 2
1 -3 0 2
G= 0o 2 -4 2
0o 0 3 =3

a stacionérius eloszlas(ok) kereséséhez a GTnl = ( linearis egyenletrendszert kell
megoldani:

-2 1 0 010 -2 1 0 010 -2 1 0 010
0 -3 2 010 0 -3 2 010 0 -3 2 010
0 0 —4 3]0 0 0 —4 3]0 0O 0 —4 310
2 2 2 =3/0 0 3 2 =3|0 0O 0 4 =3|0
-2 1 0 0]0 -1 1/2 0 0 (0

~ 0 -3 2 00~ 0 -1 2/3 010

0 0 —4 30 0 0 —1 3/4/0

Ezt kiolvasva 7wy = %m, ™ = %71'2, Ty = %m, vagyis pl. 73 = 4 valasztassal kap-

juk, hogy egy megoldas a 7 = (1,2,3,4) vektor, és persze megoldas ennek minden
szamszorosa is. Minket az egyetlen normalt megoldas érdekel (amire ), o = 1),
vagyis

A kérdés
B(X(t) = 0] X(0) = 3) = Py(t) =7

ahol ¢ = 20 hosszt id6. A Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis (valamint
folytonos idejt, igy periodikus nem lehet), ezért a Markov lancok alaptétele szerint
a P(X(t) = 0) valoszintiséget a stacionarius eloszlas szerinti my valosziniséggel koze-
lithetjiik (a kiindulo allapottol fiiggetleniil), ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlés.
Igy a kérdésre a valasz

P(X(20) = 0] X(0) = 3) ~ m — 1_10



e.) Legyen f:S — R a ,zavardan sotét van” esemény indikatora, vagyis f(0) = f(1) =1,
f(2) = f(3) = 0. Vektor-jeloléssel

~
I
S O = =

igy at € [0,7] id6tartam alatt a 0 és 1 allapotok valamelyikében eltoltott id6
ff ))dt, a kérdés pedig, hogy az id6 hany szazalékat tolti a rendszer a 0 és 1
allapotok valamelyikében, az f(X(t)) idGatlaga:

k.‘
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A Markov lanc véges allapotterd és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint egy valo-
szintiséggel

fX)=Eaf =D mfli)=
€S

ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlas. Esetiinkben

X =71f=(% 5 % 1)

O O = =
[
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