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Mérnok Informatikus szak VIZSGADOLGOZAT Munkaidé: 90 perc
BME, Természettudomanyi Kar, Matematika Intézet, Analizis Tanszék

1. feladat (18 pont)

a) Irja fel egy valés konstans egyiitthatés masodrendii homogén linearis differencidlegyenlet
altalanos alakjat!

frja fel erre az esetre a karakterisztikus egyenletet! Konjugalt komplex gyokok esetén
hogyan kapjuk meg az 4ltalanos valds megoldast? Indokoljon!
b) Adja meg az

v — 7y + 10y = 10z + 9e~*

differencidlegyenlet 6sszes megoldasat!

£ wyteytay=0  aek ionz @
A koraltensrdleas ¢7yu\£d’ ;
A2 ﬂz—(-aqﬂ-f-aa,_-o @
M=a+jif, l=A=a-j8:
Y, = eM® = glatiflz — gazgifr — e**(cos fx + jsin fz)
Y, = e = glaif)r — gazgi(-Blz — e™*(cos Bz — jsin fz)

Mint, tudjuk Y] és Y5 tetszdleges linedris kombinécidja is megoldas.

Ezek is linearisan fuggetlenek.

!
Ezekre cseréljiik le Y7, Yo-t. Teha +

= CITFC YT

Yy = 12 = ¢9% cos Bz (= ReeM®) }
Yo XAQ_J—YZ = e*®sin Bz (= ImeM?)

(Tehétt latjuk, hogy Y[*, illetve Y5 az Y valds és képzetes része.)
b) aA*-33At40=(3-2)(4-5)=0 D A=2, 2 =5
[e] o oc et Ce™  ®
.| Yep= Ax+B +Ce* (@

[ - ~-X
-? . 9.,’. = A Ce
4 i "! - C. e"x

~
X (10A) + (10B -7A) + e.""('roc+a=¢+cz)= Aox + g€
WA= 10 = A=A

e
{oB-3A =0 = B=75 Yz xtds + 2 € 1)
18Cc=9 = C"é

Yed= Yo tYgp = .. . @
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2. feladat (12 pont)
Folytonos-e, differencialhaté-e az origéban az alabbi fuggvény:

222 + 3zy + y?
flz,y) = 222 + y?

Cha(z,9) #£(0,0) & f(0,00=1

£,(0,0) =? (A definiciéval dolgozzon!)

Az y=x eoyencs Wy T
Lim £0xx) = finn KEBXAXT = Z £ 4 ={(or°)

kB
= SX°

I
Tebald —f) ne fv%m o (0!0)-—1’90“"—- @
=) -f werne e dllhals o (Ofo)rbam/ Adszo M—*‘\
teljesil e eqyil .mxm%‘ﬁfu. €D
fy o g 208209 Bt o
0

ko
@ - @

3. feladat (10 pont)
Ismertesse és bizonyitsa be a fliggvénysor egyenletes konvergencidjara vonatkozé Weierstrass
kritériumot!

Weierstrass kritérium
(Egy elégséges tétel fiiggvénysor egyenletes konvergenciijara.)

(T) [Ha 3(b), hogy |fe(z)] < bp; z € H; Kk =0,1,... és Zb’“ konvergens
k=0
@ numerikus sor, akkor
(a.) ka(:s) abszolit konvergens Vz € H , ) te meot aesn ’
k=0

b) Z fr(x) egyenletesen konvergens H -n.
k=0

k=0
minden pontjaban.

:SJ) |
(a) A Z fx(x) abszolut konvergencaja a majorans kritérium miatt kovetkezik a H halmew)

b) Megmutatjuk, hogy Z_fk(:n) eleget tesz a Cauchy kritériumnak a H halmazon.
k=0
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Ugyanis Vz € H :

Ifn+1($)+"'+fm(r)| E 'fn+]($)|+ +[fm( ‘ <
Sbppr1+--+bn<e, ham>n > N(e),

>0
(a0
mert, Zb’“ teljesiti a Cauchy kritériumot, ugyanis Zb" konvergens. N(e) fiiggetlen
k=0

k=0
1 (e o)
x-t6l, mivel a Zbk numerikus sorhoz valasztottuk. Mivel a ka teljesiti a
k=0 k=0
Cauchy kritériumot H-n => Z fx(x) egyenletesen konvergens H -n.
k=0 .

4. feladat (16 pont)

a) A tanult médon bizonyitsa be, hogy
42 g% g

Mi a sor konvergencia tartomanya!
b) Irja fel az 3 72
g(r) = In (1 + —5‘*)

fuggvény zo = 0 bazisponti Taylor sorat és adja meg annak konvergenciasugarat!

d/)‘f{:r:):zln(l%—z), 1‘-020‘
0 f'(z) : 1 1-z+2* -2+ lz|] <1, R=1 @
== = =1l=g+g"—g +- K ; =
14z 1—(-2) '
Elvégezve az integralast [0, x]- en:

r 2 3
Bio)dt=z— =47 =, ®

1 . 2
n(l+z)= /(1 L1 7 +3

0

Ez a sor z = 1-ben is konvergens, mert Lei@z

sor. Ty, tétel miatt értéke:

l TL-I—I
n2=1-=4+-—=-4---=
n2= 5 + 3 Z
Tehat a kapott eredmeény:
M |ln(l+2)==2 e i ““I'— s~ R=1
= B 2 '8 = T

L) gt0m 2x- 4 B 1L @] K- - o
V% g{")‘ ZE_/OIH'{ [5 ,_)h Z —&_):4( ) z.h

n=4
] ey > meE > REO®

an? v 09 o 043,



5. feladat (10 pont)*
flz,y) = 2z —y)® + 42® — 8y

Hol lehet f -nek lokalis szélsGértéke?
Van-e lokélis szélstértéke? Ha igen, milyen jellegi?

anl = 2 (Zx-g)-z 'l'g)( ) ,F.,': Z(QX__,B)_(_,,O(X @
-F)C‘:O 16x—4y=0 & meie = =&

‘F’J{‘-‘-d ——Hxi—a?j?c?r—o 7 K=2.9

P (2) &) ban SLhet Lot beladrfil. (=

D(Zlc?)::"{i ';‘_-_- 16 S0 = van Lot. 5l @

_f;:,( (Po)po = Aol . muntniwm e e,

6. feladat (10 pont)*
Szamitsa ki az
z=12— (2?2 +y?) ésa 2z2=28
felitletek 4ltal hatérolt korlatos térrész térfogatat!

A ac<g 42—(,(7-(_‘11,) Forad_n.' PWL‘O{

bdﬁ‘j‘&!h-&é 228 rés “iigw _hn(

( lobstve Ao/u?-orkwroé £ P oy,
)

U‘% : 42__()(1_{',11.)
e = [fadv= §[ |1 oz [dT-
il Key'4 8

2 [ O, - )

= | o) )T (3)

+ 1
Xty €
‘PoMM-izfor‘M;wuj. M?oﬂ—u,«} h
X =reod 0O £re2
ﬁ-;r “au 0_4__‘_? 22T
|3 E

r
't"‘"f' = f ‘(Gt—*r’w)ro(cfa’x — (Z'Il‘r-o> EQr-ra’)dr:
0 O @
“2F (25, - 5T ®
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7. feladat (8 pont)*
Hatarozza meg a 3 > 0 paraméter értékét tgy, hogy az

u = e?* cos (Ay) + 22 — 3zy* = Re f
legyen, ahol f reguldris a komplex sikon!
r(65) =7
_F-:.u_+a'u— 1—7 —> AU = Wes + U y =0 @
Zx
us =Ze2xm($5+3)<q'—-5‘jq— Mxx = Ye m(ﬁ.ﬂ-{- 6
\ " %2
4y =.-/332’<5c}4/55_-5x5 = -fe X"’j’ﬁﬂ"éx
(((__ﬁt)e'?.)(mpﬁ =0 _-:_b @:‘_ZPO @
(/.5 SRR PRSI 1,
FGE)=uk (0, B) tfux(oh) = uxloE)—f ug(0r2)=
= —7- 5%‘2 ——AIO @

FaY’d

8

8. feladat (16 pont)*
a) Vezesse le az In z kiszamitasara tanult képletet!

3z

Oldja meg az e’* = je  egyenletet!

e&z+1
b I'= % dz, Rel =7, ImI =7
z—3j
lz=3l=4

@ *-0s feladatokbdl legaldbb 15 pontot kell elérni! )

a) wi=1n.2% z=e"
|2] €737 = g¥tI¥ = gt ¥
Ahonnan kapjuk, hogy

u=In|z| (ez a val6sbdl ismert fiiggvény)
U =arcz — T Rarcz < m

w:l;zELnoz=ln|z|+jarcz @
R N T X
2= %%—AACE*?—“T) @ L
@ gstfﬂ)”}} . ZIJ @ (mf’*j—‘“‘a)

'-5) o= ]

FPe I -0 e stn9 ' duT= Zje o9

| au\ZcrOE)oéo‘r/S_.



Potfeladatok. Csak az elégséges és a kozepes vizsgajegy eléréséhez javitjuk ki.

9. feladat (9 pont)

flz,y) = e Py(1,2)

!rja fel az f fuggvény P, pontbeli gradiensét!
Irja fel f grafikonjanak az adott ponthoz tartozé érintésikja egyenletét!

b= e WXL rg ) Ly = &N (o) @+2)

grod £ 2)- fx(auﬁc,(r)} sol -4}y @

Eriwdlidle L (7) (x-x9+ £ (Po)(y-y9) < (2~ £(P) =0
0. (x—1)=4(y-2)- (-1)=0 @

10. feladat (11 pont)

[ria fel az alébbi fiiggvények zo = 0 pontra tdmaszkodo Taylor sorfejtésének els6 négy nem

nulla tagjat és adja meg a sorok konvergencia tartomanyat!

f(z) = cos(2 :*.:3) , g(x) = 5 +lﬁ:r.2
~—ur L ul g
Coad u= A Z{ 11] - ,
2 R
. S - 2 X 2 x s ,.z_'_- X 4. X &
s 072 217 1 NI O @

(K)—~2m i(d ax2+3%- 3% % ... ) (D
|=55t |2 3<%t => | xle = @D

g@;llﬁ'f_(ﬁﬁﬁéc?[f,/é



