Méréselmélet 1. zarthelyi pétlas 2022.03.30. (100 perc)

1. Két konstans érték kozott ugrasszerlien valtakozd jelet detektalunk harom zajos
megfigyelésre alapozva. A megfigyelések flggetlen, Gauss eloszlasu valdszinlségi
valtozok a és 7a varhato értékkel, o, = 0.5 szorassal. H, jelzi azt a hipotézist, hogy a jel a
ertékl (a # 0 és veéges). Ennek a priori valoészinlisége Po=0.8. H, jelzi az a hipotézist, hogy
a jel 7a értékl. Ennek a priori valoszinlisége P1=0.2. A koltségek: C1o =Co1 =10; Coo =C11
=1. Hatarozza meg a mért adatok el6feldolgozasanak maédjat és a dontési kiszob értékét
(max. 4 pont)! Hogyan dont, ha a mért értékek: z, = 2a, z; = 6a, z, = 4a (max. 2 pont)?
Mi a feltétele annak, hogy a dontési kiiszéb 4a legyen (max. 1 pont)?

Megoldas:

1 N—
f{ZlH } — #e 20.2 Zn O(Zn a)? f{ZlH } _ # _20.‘%/211=(}(Zn_7a)2
0 , 1 m
(\/ ZTIO'W) (\/ZHO'W)

A megfigyelt értékeket behelyettesitjiik a log-likelihood arany fliggvénybe, és ha InA(z) > Inn, akkor a dontés H,, ha
InA(z) < Inn, akkor a dontés a H,.

1 N-1 N-— Hl
nA() = Inflalt} ~ In flzlHo) = ~55 > (= 7a)* + Z ~a)? 21
n=0 n= HO
Elvégezve a kijeldlt miveleteket:
1< Iil o2
anzozn;()av Inn + 4a
_08(10-1)
02(10-1) "
ezekkel az el6feldolgozas és a dontési kiiszob:
H, H,

= (Za + 6a + 4a) Z Eln4 +4q =225 4a, illetve osztva a-val: 47

Ho Ho

2 2028 1 4, azaz a dontés H,, fiiggetleniil a-tol.

A dontési kiiszéb akkor 4a, ha lm] = 0. Ehhez n = 1, vagy 2 - 0, vagy N — o, vagy a — o kell.

2. Az abran lathaté a posterlorl sdrlsegfuggvény feltételezésével
szamitsa ki a minimalis atlagos négyzetes hibaju becslé (max. 3
pont), a minimalis atlagos abszolut hibaju becslé (max. 2 pont),
€s a maximum a posteriori becsl6 (max. 1 pont) szamértékét!
Hatarozza meg a minimalis atlagos négyzetes hibaju becsld i
varianciajat (max. 2 pont)!

f(alz)

Megoldas:

Q

flalz) = -5+

442 44 A1 21t 1

“—da+ | sda=-—| +=| =15,

g foz R 4] 3
0 0

l\)lr—k

ays = f:af(alz)da = —J-

0
mert f(a|z) értéke 0-nal 1/2, igy az egyenes szakasz meredeksége 1/8.

Aaps = 4 — 22 = 1.1716,
mert a vizszintes tengelyen 4-t6l eddig terjed6en a jobboldali haromszdg terlilete: (4 — d,p5)%/16 = 1/2.
auap =0,

mert f(a|z) itt veszi fel legnagyobb értékét.
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3. Mérend6 egy ismert jel ismeretlen A amplitidéja N megfigyelésre alapozva: z(n) =
Acos (%”n) +w(n), n=0,1,..N — 1. Az ismeretlen A paraméter eloszlasa nem ismert. A w;,

megfigyelési zaj nulla varhatd értékl, Gauss eloszlasu, szines zaj, kovariancia matrixa C,,.
Vezesse le a paraméter legjobb maximum likelihood (ML) becslésének
(Gm1, Cq,,, ) Osszeflggeéseit (max. 4 pont)! Hatarozza meg C;,,, szamértékét g, = 0.1V,p =
1 0 O
0.5éscC, =02 [0 1 p] mellett (max. 3 pont)!
0 p 1
Megoldas:

Az egylttes slrlségfiiggvény logaritmusanak az A paramétertdl fiiggé része:
1
-3 (z—-UATC (z—-UA)
Ennek derivaltja A szerint:
d 1
—|-3E-varcre-va|=vere-ua,

ahonnan
Ay, = [UTCrUIUTCLl 2.

A becsl6 varianciaja (kovariancia matrixa):
Ciy = E [(AML — E(Aw)) (Au - E(AML))T] -
={[UTC, U0 €L (z — UAHIUT G UT U ¢ (z — UA))T =
[UT €, U1 UT €, (z — UA)(z — UA)TC, UIUT €, U] = [UTC;'U) !
ahol felhasznaltuk, hogy E(4,,,) = [UT C,*U]"*U" C,}UA, valamint, hogy definicija szerint
(z-UA)(z-UAT =C,

A numerikus értékek meghatarozdsahoz:

2m 2m
U = [1 — .. —(N-1|=[1 -05 -05
cos N cos N ( ) [ ]
ahol most N = 3.
1 0 0 L 0 0 1 0 0
1 P
C, =02 [0 1 pl inverze: C;! = Uiz 0 1-p? 1-p2| = % 0 4/3 -2/3
0 p 1 W 0 _1_sz 1_1p2 0 —2/3 4/3 |
1 0 0 7 1
100 400
[UTC;VlU] =W[1 -0.5 -05][0 4/3 -—2/3 [—0.5 _ﬁ
0 —2/3 4/3 I1-0.5

vagyis
Ciyyy, = var(Ay,) = 0.0075V2
4. Egy diszkrét ideji autondm rendszer allapotatmenet matrixa: A = [011 (iﬂ megfigyelési

matrixa C = [1,1]. Hatarozza meg a rendszerhez illesztett megfigyeld6 G erbsités
matrixanak elemeit ugy, hogy a megfigyel6 véges lépésben konvergaljon (max. 4 pont)!
Rajzolja le a medfigyeld jelfolyamgrafjat (max. 2 pont)!

Megoldas:

1 011 (Y9 _[1-90 01-g
A_GC_[O.l _91][1 1]_[ ]

-1 01-9, -1-g:



A sajatértékekre vonatkozo kritérium felhasznalasaval:
detfl —(A-GCO)]=(A—-1+gy)A+14+g9,)—0014+01*(gy+9g1)—Go*9.=0
A 4+2x(go+g) +11xgy—09%xg, —1.01=22=0
Jdo+9:1=0,11%gy,—09*g, =1.01, ahonnan g, = 0.505, g; = —0.505

A jelfolyamgréf rajzolasaval még adds vagyok! (pg)

. Tavolsagot mérunk radarral: R =T§, ahol 7 a reflektalddott elektromagneses hullam

terjedési ideje, ¢ a fénysebesség. A terjedési id6 megfigyelésére van lehetfségunk,
0sszesen N medgfigyelést végzunk. A medfigyelési egyenlet: z, = 7+ wy, ahol w, nulla
varhat6 értéki, C,, kovariancia matrixu, ismeretlen eloszlasu zaj. Valasszon olyan mérési
modszert, amely garantaltan torzitatlan becslést eredményez! Adja meg a becsl§ és
varianciaja explicit kifejezését (max. 3 pont)! Elérjuk-e a variancia CRLB értékét (max. 1
: . _ . 1
pont)? Adja meg a numerikus értékeket is, ha z, = 95us, z, = 105us, C,, = o2 [p q =
3us, p = 0.5 (max. 2 pont)! Ezt kdvetéen hatarozza meg a tavolsag értékét és szorasat

(c=3-10° kTm) (max. 1 pont)!

Fontolja meg, hogy tudja-e hasznal a kdvetkezd dsszefiggéseket:

a=[UT'ctul'U"C 'z, cov(a) = [UTCc'U]?

Megoldas:

Ismeretlen valészinliségsiriség-fliggvényl csatorna-karakterisztika esetén a BLUE moddszerrel prébalkozhatunk:

TpLug = [UTC;le]_IUTCJ/IZx
illetve

var (tgyyg) = [UTCLMUIT
A konkrét esetben:
T -1y — 1 1 —-p
ve =t 15, TIhl- aw(l )
vagyis:
ffw(l +p)
2

A példa esetében a CRLB nem értelmezett, mert a slrliségfiiggvény nem ismert.
A numerikus értékek:

var (g yg) = [UTCLMUI™

fBLUE = 100#5, var(fBLUE) =0.75 x 9[152 = 675#52

A tavolsag értéke és szérasa:

- . ., 3°10%km
Rprye = TBLUEE =10""s 5 = 15km,

s e = [UTCLHUITIUTCL z =

Zy+ 24
2

3- 108
var(RBLUE)— m_

—2 598 -107%s ~ 389.7m

6. A z(n) =AsinQrufyn+ @) +w(n) 0Osszefliiggéssel leirhatd megfigyelési modellt
alkalmazunk, ahol w(n) Gauss eloszlasu, fehér zaj, 0 < f; < % a mintavételi frekvenciara
relativ jelfrekvencia. A meért jel néhany egész periédusabol 100 mintat veszunk. A jel/zaj

. A? . . . . .y
viszony: — = 10. Vezesse le a fazisbecslés varianciajanak Cramer-Rao alsé korlatjat

w

megado Osszeflggést, és szamitsa ki numerikus értékét (max. 5 pont)!

Megoldas:

Az f(z; p) egylttes sirlségfliiggvény logaritmusanak az A paramétertdl fliggd része:
N_

_ % Z)[Z(n) — Asin(2mfyn + ¢)]?

= a% Z [z(n) — Asin(2rfon + @)] cos(2nfon + @)

n=0

dlnf (z; )
¢



0%Inf (z; ) 3

Mivel

ezért teljes peridédusra:

%@

oy

N-1 , N-1
4 Z [z(n) — Asin(2rfyn + @)] sin(2rfyn + @) — ) Z cos?(2ufon + @)
n=0 w n=0

var(p) =

g a2inf(z; o)\ " 3 o2
0%¢ T AZYNZTcosz(2nfyn + )

1
cos?(2ufon + @) = 3 (1 + cos(4nfyn + @),

@ =2% - 1 4001
vari®) = 2N 1000



