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2. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Egy zsdkban 3 kocka van, ezek koziil 2 cinkelt. Az egyik cinkelten a hatos val6sziniisége 1/3, a masikon
1/4. Kihtzunk egy kockét véletlenszertien (minden kockét azonos valésziniiséggel valasztunk). Feltéve,
hogy a valaszott kockaval 6tszor dobva pontosan kétszer dobtunk hatost, mennyi az esélye, hogy a
kocka szabdlyos?

Megoldas:

(0 pont) A rovidség kedvéért vezessiink be jeloléseket a kovetkezé eseményekre:

K = {a valasztott kockédval 6tszér dobva pontosan kétszer dobtunk hatost},
A = {a szabélyos kockat huztuk ki},

B = {azt a kockat haztuk ki, amivel 1/3 a hatosdobas valészintisége},

C = {azt a kockat haztuk ki, amivel 1/4 a hatosdobds valésziniisége}.

(Ha nincs bevezetve kiilon jelolés az eseményekre, hanem szévegesen vannak koriilirva, nem jar pont-
levonés. )

(1 pont) A kérdéses valésziniiség: P(A | K).
(1 pont) Az A, B, C események teljes eseményrendszert alkotnak,
(2 pont) ezért alkalmazhaté rajuk a Bayes-tétel:

P(K [ A)P(A)
(K | A)P(A) + P(K | B)P(B) + P(K | C)P(C)’

P(A| K) = 5

Ha esetleg a tétel nincs nevesitve, akkor is hivatkozni kell ra, hogy ez a formula az el6adas anyaganak
része. Az el6adasra valé hivatkozas nélkiil a formuldra nem jar pont. Ha valaki kiilon alkalmazza
az egyerii Bayes-tételt, majd utdna a teljes valdszinliség tételét (mindketténél a tétel nevére vagy az
el6adasra hivatkozva), akkor is jar ez a két pont (egy-egy a két tétel alkalmazasaért). Hivatkozas nélkiil
ebben az esetben sem jar az adott pont. Kizdrdlag hibatlanul felirt formuld(k)ra adhat6 pont.
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(3 pont) A feladat szovege alapjan

2 3
P(KC | A) = 5 (1) (5) _ 1250
2/\6/) \6 6
5\ /1\?/2\* 80
P(K | B) = ) (2) ==
(K | B) (2) 5) G) =5
5\ /1\?/3\* 270
P(K|C)_<2> () (5) =%
1
(1 pont) tovabba P(A) = P(B) =P(C) = 3
(1 pont) Tehat behelyettesitve:
P(A| K) = o = Sl
CAz0 L sl 20 L 951250 + 4580 4 3% - 270

Ha a megoldé nem irja le altalanos alakban a formulat, csak a behelyettesitett értéket, akkor a for-
mulaért jaré 2 pontot is megkapja, amennyiben hivatkozik o tételre, és a behelyettesitett értékek
midegyikének jelentése pontosan tisztazott, valamint a helyettesités hibdtlan.

(1 pont) A miiveleteket elvégezve

40000

40000

Al K
PA]K) = 40000 + 81920 + 65610

187530

~ 0,2133.

2. Az X és Y valOszinliségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az aldbbi tablazat, amelybdl két
érték hidanyzik. Hatdrozzuk meg a hidnyzé értékeket és az X ill. Y véltozok (perem)eloszldsait, ha

tudjuk, hogy P(XY > 0) = 7/10.

X
v 0| 1 2
1 1/10
2 1/5 [ 2/15 | 2/5

Megoldas:

(0 pont) Legyen x =P(X =0,Y =1) és y =P(X =1,Y = 1) a tabldzat két hidnyzo eleme.
(1 pont) Mivel Y csak pozitiv értékeket vehet fel, igy XY > 0 pontosan akkor teljesiil, ha X > 0, azaz

ha X =1 vagy X =2,
(2 pont) igy
7

15 =Y >0)=P(X =1Y = )+ P(X = 1Y =2) + B(X
+ 2 + 1 n 2 Y+ 19
YT T 105 YT s
7 9 1
1 1 =Lt
(1 pont) ebbdl pedig y = 030" 18
(1 pont) A tablazatban szereplé valdszintiségek Osszege 1, tehat
l— ot 1 n 1 41 1 n 2 n 2 n 27
— 4 Bl N O
15 10 5 15 5 30
(1 pont) 1
ont) azaz r = —.
P 10
(2 pont) Az X peremeloszlasa:
1 1 3 1 2 1
( 0) = 10 + 10’ ( ) 15 + 15 5’

=z +

9

Ev

1)+P(X =2,Y =2)
1 +2_ 1
T 10 2
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(2 pont) Az Y peremeloszlisa:

1 1 1 4 12 2 11
( ) 10+15+10 157 ( ) 5+15+5 15
3. Egyenletesen véletlenszeriien valasztunk egymastél fiiggetleniil két szdmot, egyiket a [—2; 1], masikat
a [—1; 2] intervallumon. Mi a val6szintisége, hogy a két szdm szorzata pozitiv?

Megoldas:

(2 pont) A két szdm valasztasa egy pont valasztasianak felel meg az Q = [—2;1] x [—1;2] négyzeten,
ez tehat az eseménytér.

(2 pont) Két a két szam szorzata pontosan akkor pozitiv, ha mindkett6 pozitiv vagy mindkett6 negativ,

(2 pont) ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha a véalasztott pont az Ry = (0;1] x (0;2] vagy az
Ry = [-2;0) x [—1;0) téglalapok valamelyikében van, tehdt az Ry U Ry esemény valdsziniiségét kell
kiszamolnunk.

T(RiUR
(2 pont) A geometriai valszéintiség képlete szereint P(R; U Rg) = (1’1((2)2)

(2 pont) = T(Rlz)j?-Q?(Rz) _ 2 —Sl)— 2 _ g

4. Az X valdsziniiségi valtozd slirliségfliggvénye

Frlt) = a(t—13), hate(0;1)

X7V 0 kiilénben,
ahol a € R egy valos szam. Hatarozzuk meg o értékét, tovabba az X eloszlasfiiggvényét és varhatd
értékét.
Megoldas:

o
(1 pont) Mivel fx siirliségfliggvény, igy a valés egyenesen vett integrélja 1, azaz 1 = / fx(t)dt
—0o0

(1 pont) —/la(t—t3)dt—a/01(t—t3)dt.

0

1
2 ¢t 11
1 pont) A Newton—Leibniz-formula szerint ez | — — —| =a|=—= )] = g, ebbdl pedig a = 4.
2 4 2 4 4
0

(1 pont) A siirtiségfiiggvény definicidja szerint az X eloszlasfiiggvénye
t
Fx(t) = / fx(s)ds
—0o0

(1 pont) Mivel az fx fliggvény a (0; 1) intervallumon kiviil 0, igy a fenti integral 0 minden ¢ < 0 esetén,
illetve 1 minden ¢ > 1 esetén.

(2 pont) Ha 0 < ¢t < 1, akkor pedig

Fx(t) =/0t4(5—33)ds:4 [Sj— Sj]t =2 (2—t2>.
0

(1 pont) Végiil a vérhaté érték definicidja szerint

E(X) :/o:ot-fx(t)dt: /014t(t—t3)dt

(2 pont)

1 43 4510 4 4 8
:/4t2—4t4dt: o _oHF 22 _°
0 3 5 3 5
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5. Az X normalis eloszlast valdszintiségi valtozordl tudjuk, hogy a sztenderdizaltja 2X — 1. Hatarozzuk
meg az Y = 4X + 3 véltozd eloszlasat, és szamoljuk ki a P(Y > 2) valdésziniiséget.

Megoldas:

(1 pont) A Z = 2X — 1 valtozo sztenderd normaélis eloszlast,
, , _ 7Z+1

(1 pont) tovdbbd X = £,

(I pont) ésigy Y =4X +3=2(Z+1)+3=22Z+5.

(1 pont) Az eléadason tanultak szerint egy normélis eloszldst valtozé linedris transzforméltja normaélis
eloszlasi, azaz Y normadlis eloszlast, igy az eloszlds megaddsahoz a paramétereket (a varhatd értéket
és a szordsnégyzetet) kell meghatarozni.

(1 pont) A varhato6 érték linearitdsa miatt E(Y) =E(2Z+5) =2E(Z)+5=2-0+5 =5,

(1 pont) illetve a széras tulajdonsigai miatt D(Y) = D(2Z + 5) = D(27) = 2D(Z) = 2 (vagyis
D*(Y) = 4),

(0 pont) tehat Y ~ N(5;4).

A paraméterek meghatarozasa helyett hasznalhaté az eléaddson tanult allitds is, amelyben konkrétan
meghataroztuk, hogy adott paraméteri normalis eloszlast valtozét transzformélva pontosan hogyan
valtozik az eloszlas.

(1 pont) A komplementer eseményre dttérve, az Y folytonossigét is hasznalva P(Y > 2) = 1-P(Y < 2)

c sz

nalva

1—IP(Y<2):1—FY(2):1—<I>(2;5> :1-@(—;’) — B(15),

(1 pont) tehat a keresett valdsziniiség ®(1,5) ~ 0,9332.

6. Egy normalis eloszlasi, ismeretlen szérasid, 16 elemii minta alapjan 95%-os szignifikanciaszint(i kon-
fidenciaintervallumot szdmoltunk a hattéreloszlas varhaté értékére, és eredményiil a (—0,631;3,631)
intervallumot kaptuk. Hatdrozzuk meg az ugyanezen mintdhoz tartozé 99%-os szignifikanciaszinti
konfidenciaintervallumot is a varhaté értékre. (Elegendé héarom tizedesjegyre kerekitett értékeket meg-
adni.)

Megoldas:

(1 pont) Ha az intervallum sugara r, akkor 2r = 3,631 — (—0,631) = 3,631 + 0,631 = 4,262, azaz
r=2,131.

(1 pont) Ugyanakkor, mivel a szignifikanciaszint 1 — ¢ = 0,95, azaz ¢ = 0,05,
(2 pont) ez a sugdr a tanult képlet szerint
L te2(15) -5 213157
vie 4
ahol ¢, /5 (15) a 15 szabadsagfokt Student-eloszlas kvantilise.
(1 pont) Ezt atrendezve s* = 4 adédik.

3,631 — 0,631

2 pont) A konfidenciaintervallum koézéppontja a mintaatlag, azaz T = 5

( ) 1,5.
(1 pont) Ha a szignifikanciaszint 1 — e = 0,99 (azaz ¢ = 0,01),
( )

1 pont) akkor a fenti képlet az intervallum " sugarara a kovetkezét adja:

4
r=2,947 - —— =~ 2,947.

V16

(1 pont) Tehat a 99%-os szignifikanciaszint{i intervallum a varhaté értékre

(1,5 — 2,947; 1,5 + 2,947) = (—1,447;4,447).



