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3. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozési itmutatd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan Gtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximélis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. a) Irjuk fel a szita-formulat két ill. hdrom eseményre is.
b) Hogyan definidltuk az eldaddson egy folytonos valdszintiségi valtozd varhato értékét?
Megoldas:
a) Legyenek A, B,C C 2 események.
(2 pont) A szita-formula két eseményre: P(AU B) =P(A) + P(B) — P(AN B).

(3 pont) A szita-formula hadrom eseményre:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC)

b)
(1 pont) Legyen X folytonos valészinliségi valtozo, aminek stiriiségfiiggvénye fx.

(3 pont) Ekkor X varhaté értéke

[e.9]

B0 = [ tfx(t)t
—0o0
(1 pont) amennyiben a fenti integral abszolut konvergens, azaz az

| st ar

integral véges.
2. Egy normalis eloszlést X valészinfiségi valtozéra E(X?) =5 és P(X > 1) = L teljesiil. Adjuk meg X
sztenderdizaltjat.
Megoldas:
(2 pont) A komplementer eseményre attérve, valamint X folytonossdga miatt

%:IP(X>1):1—]P’(X§1):1—P(X<1)7
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tehdt P(X < 1) = =

(1 pont) Legyen X ~ N (u;0?), ekkor a normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének képlete szerint

:PMRCU:Q(lgu)

1-—
2 pont) Az — erteket a ¢ fiiggvény a 0 helyen veszi fel, igy tehat =0, azaz p = 1.

+put=0?+1,tehat 5=02+1,02 =4, 0 =2.
—p X1

(
2
a
( 2

) A

pont) ( ) D?(X) + E(X)?
) =
)

X
2 pont) Ebbél az X sztenderdizaltja

3. Egy urnaban 1 z6ld, 2 kék és 3 piros goly6 van. Véletlenszertien kihtizunk 2 golydt visszatevés nélkiil.
Jelolje X a kihtuzott kék, mig Y a kihtzott zold golyék szamat. Adjuk meg X és Y egyiittes eloszldsat.
Megoldas:

(1 pont) Az X értékkészlete: ranX = {0, 1,2}, az Y értékkészlete: ranY = {0,1}. (Ha ez az egyiittes

eloszlas tablazatabol deriil ki, akkor is jar a pont.)

(1 pont) A P(X = i,Y = j) valésziniiségeket kell megadnunk, ahol ¢ € ranX és j € ranY. (Ha ez
egyértelmiien kideriil a megoldasbdl, de nincs kiilon hangsulyozva, akkor is jar a pont. Ha ez nincs
kiilén kihangsilyozva, és a megoldd egyéb mennyiségeket is kiszamol anélkiil, hogy jelezné, hogy azok
nem tartoznak a véalaszhoz, akkor ez a pont nem jar.)

(1 pont) Ha X = 2, azaz két kéket htizunk, akkor nem hizunk zéldet, tehat P(X =2,Y =1) =0,
tovabbé, mivel Gsszesen 6 golyd van és igy ( ) = 15-féleképp huzhatunk koziiliik 2 darabot,

15

(2 pont)

1
(1 pont) ezért P(X =2,Y =0) =P(X = 2) = — telejesiil.
(1 pont) Az {X =1} N{Y = 0} esemény azt jelenti, hogy 1 kéket és 1 pirosat hizunk, tehat

P@—LY—@—©Q®—E—§

(1 pont) Az {X =1} N{Y = 1} esemény azt jelenti, hogy 1 kéket és 1 zoldet hiizunk, tehat

2
2
PX=1Y=1)= G _ —
15 15

(1 pont) Az {X =0} N{Y = 1} esemény azt jelenti, hogy 1 pirosat és 1 zoldet hiizunk, tehat

@ _3 _1
P(X =0,V =1 ===z,
(X =0, ) =15 "15"5

(1 pont) Az {X =0} N{Y = 0} esemény azt jelenti, hogy 2 pirosat hizunk, tehat

G _3 _1
P(X=0,Y=0 — =_.
( )= 15 15 5
(0 pont) Tehat az egyiittes eloszlas tablazata
X 0 1 2

Y

1/5 | 2/5 | 1/15
1 1/5 [2/15| 0
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(Més eseménytér segitségével is megoldhaté a feladat, pl. ha a huzott golydk sorrendjét is figyelembe
vessziik. Ilyen esetben is analég médon torténik a pontozas.)

4. Egy téarsasjatékban minden egyes kor gy zajlik, hogy a sorra keriilé jatékos dob egy (hat oldali)
dobodkockaval, elérelép a babujaval a tablan annyi mez6t, amennyit dobott, majd végrehajtja annak a
mez6nek az utasitasait, amelyre érkezett. Tegyiik fel, hogy az egyes dobasok egymastodl fliggetlenek,
tovabba a jatékban nincs olyan, hogy valaki kimarad egy korben (tehat minden jatékos dob minden
korben), valamint a jatékosok babui csak a dobédsok kovetkeztében mozoghatnak a tablan (tehat a
mez8k utasitdsai vagy egyéb szabdlyok nem mozgatjak a babukat). Kozelitéleg mennyi a valdszintisége,
hogy egy adott jatékos 50 kor alatt Gsszesen legalabb 180 mezoényit 1ép elore?

Megoldas:

(1 pont) Jelolje Xq,..., X509 egy jatékos dobdsainak az értékét az elsé 50 korben. Ekkor az X;-k
egylittesen fiiggetlen, azonos eloszlastu valdsziniiségi valtozok.
91
(1 pont) Eldadason kiszamoltuk, hogy E(X;) = 3,5 és E(X?) = e
formélt varhat6 értékére tanul formulat is lehet haszndlni, vagy persze X? eloszlasanak meghatéroza-
séval is kiszdmolhaté E(X?).)
(1 pont) Igy
91 49 35
D?(X;) = R(X?) —E(X;)? =" - — =,
( l) ( 1 ) ( 7/) 6 4 12
(Val6jaban a 7. gyakorlat 8. feladatdban kiszdmoltuk ezt a szérdsnégyzetet, ha valaki esetleg erre
hivatkozik, akkor is jar a fenti pont, az azt megel6z6 pontért pedig ebben az esetben elég a varhaté
értéket megadni.)

(1 pont) Vagyis D(X) = /35/12 ~ 1,7078.
(1 pont) A jatékos dobésainak szama 50 kor alatt S350, X,
(1 pont) fgy a keresett valészintiség P(3250, X; > 180) = 1 — P(33°, X; < 180).

(Az el6adason a centrélis hatdreloszlas tétele olyan alakban volt kimondva, amely a komplementer
eseményre alkalmazhatd, azonban a tétel alltitasa a de Moivre—Laplace-tételnél latott altalanosabb
alakban is érvényes, igy tehat ha valaki nem tér &t a komplementer eseményre, és a tételt helyesen
alkalmazza, akkor is jar minden pont.)

(1 pont) A bal oldalt sztenderdizalva

50 50
X X; —50-35 180 —50- 3,5
P<2X¢<180>:P( =1 =< )
; /50-35 /5035

i=1 2 12

:P( 0 X —50-35 _ 5 )
/50-35 /875
12 6

(1 pont) A centralis hatéreloszlas tétele alkalmazhaté a fenti szitudciéban, mert az X;-k fiiggetlenek,
azonos elOszlasiuak és véges pozitiv szérasuak,

(1 pont) eszerint a fenti valészintileg kozelitoleg

5
) (\/86?) ~ ®(0,41)

(1 pont) ~ 0,6591, tehat a keresett valdszintiség kozelitéleg 1 — 0,6591 = 0,34009.
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5. Legyenek X és Y azonos valésziniiségi mezon értelmezett, azonos eloszlasi valdszintiségi valtozdk %
varhaté értékkel és % szoréassal. Tegyiik fel tovabbé, hogy D(X +Y) = i is teljesiil. Hatérozzuk meg
X és Y korrelaciéjat illetve az E(XY') varhato értéket. Lehetséges-e, hogy X és Y fliggetlenek?

Megoldas:
1
(1 pont) A feladat szerint D*(X +Y) = 16
(1 pont) Az Gsszeg szorasnégyzetére tanult formula szerint
1
6 =D*(X +Y) =D*X) +D*Y) + 2cov(X,Y)

1
(1 pont) =2- 16 + 2cov(X,Y)

1
(1 pont) azaz “35 = cov(X,Y).

cov(X,Y)

(1 pont) Ebbé] corr(X,Y) = D(X)D(Y)

(1 pont) = 7

1
(1 pont) Tovabba ~35 = cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

1 11 7
1 pont) tehdt E(XY) = ~3 t5 5= 33

(
(1 pont) Ha X és Y fiiggetlenek lennének, akkor cov(X,Y) = 0 teljesiilne,
(1 pont) tehat X és Y nem lehetnek fliggetlenek.

(

Ha a formuldk nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a formuldkért is jar a pont.)

6. Egy 10 elemii minta alapjan meghataroztuk a hozza tartozé tapasztalati eloszlasfiiggvényt, amelyre az

0 hat <1,
2/5 hal<t<3,

F*(t)=<¢ 1/2 ha3<t<T,
7/10 ha7<t<8,
1 ha 8 < t.

formula adédott. Szamoljuk ki ez alapjan a mintadtlagot és a korrigalt tapasztalati szérast.

Megoldas:
(1 pont) Mivel ¢t < 1-re F*(t) = 0, igy a mintaelemek kozt nincs 1-nél kisebb,
2
(1 pont) azonban F*(t) = E= 10 ha 1 <t < 3, tehat 4 darab 1-es szerepel a mintdban.
1 5)
(1 pont) Mivel tovabba F*(t) = 3= 10’ ha 3 <t <7, igy tehdt a 4 db 1-esen kivil még 1 db 3-as is

van a mintaban.

(2 pont) Hasonl6 érveléssel adodik, hogy 2 db 7-es és 3 db 8-as van a mintdban, tehét a rendezett
minta
1,1,1,1,3,7,7, 8,8, 8.

(1 pont) Igy tehéit a mintaitlag

11114347+ T+8484+8
- 10 -

(1 pont) A korrigalt tapasztalati szérasnégyzet s*2 = %32, ahol s? a tapasztalati Sgﬁrésnégyzet, n
pedig a minta elemszdma (jelen esetben 10), a tapasztalati széranégyzet pedig az s? = 12 — 72 képlettel

szamolhato,
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(1 pont) ahol
o 12+12+12+12+32+72+72+82+82+82
3 . — 30,3,

(1 pont) igy tehat
10 67
§*2 — 5 (30,3 — 20,25) = " ~ 11, 1667.

(1 pont) A korrigalt tapasztalati szérds tehat s* = vs*2 ~ 3,3417.

Ha az altalanos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jaré pont
is megadand6. Ha a megoldd szamoldgép segitésgével szamolja az atlagot és a korrigdlt tapasztalati
szorast kozvetleniil a mintabol (tehdt a fenti helyettesitéseket nem végzi el), a korriglt tapasztalati
széras és szordsnégyzet, valamint a tapasztalati szérdsnégyzet képletének (vagy egy osszevont képlet-
nek), illetve az 22 értelmezésének szerepelnie kell az el6z6 4 pontért. Ezek barmelyikének hidnyéért
egyenként 1 pont levonds jar a fenti 4-bél (vagyis példdul egy puszta eredménykozlés esetén mindossze
az atlagért jar pont).



