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Példa

Legyenek X1, X5, ... X, fiiggetlen, egyenletes eloszlasii
valvaltozék. Y = min(Xy, Xa,..., X,).

Mi'Y eloszlas- és siiriiségfv-e?

Yo el od
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Paraméterbecslés

Még altalanosabban: -\, (-
x*1(1 — x)b-1 v AU PO N
g(x) = T BGD)
ahOI /:L\ji\\)“\

b o1 (a—1)(b—1)
B(a,b)z/ox (1-x) :%

Binomialis: f(k) = (])p"(1 — p)" * itt az n, p paraméter, k

valtozé

Béta: g(p) = n- (]_})p (1 — p)" it a p véltozé, n, k

paraméter

Példa $ L 0~ \m /]
Tegyiik fel, hogy van egy cinkelt érménk, a fej valésziniisége 7 w Y \M&% ;
ismeretlen p. 12-szer dobjuk fel, 8-szor kapunk fejet. Becsiiljiik g

meg p valdsziniségét!
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Ez egy feltételes val6szintiség lesz, ahol a p eloszlasat probaljuk
megbecsiilni a rendelkezésre all6 adatokbdl (posterior).

o Elss korben (adatok nélkiil) p eloszlasat egyenletesnek
tekintjik (prior).

o Ezt update-eljiik egy likelihood-dal ami jelen esetben
egy binomialis eloszlas (k kisérlet volt sikeres n-bél egy
rogzitett p-re).

o Végiil pedig leosztunk egy normalizalé faktorral.

P(BJA) - P(A)
P(A|B) = P(E)
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Nagy Szamok Torvénye

"Ha egy szabalyos pénzérmét n-szer
feldobunk és az n feldobas soran
k-szor kapunk fejet, akkor dobasok
szamanak novelésével a k/n hanyados
(a fej dobdsanak relativ gyakorisaga)
egyre nagyobb valészinidséggel egyre
pontosabban megkézeliti az 1/2-et. "

Jacob Bernoulli Ars conjectandi

""Ha mar sokszor volt fekete, akkor sziikségképpen nagyobb
lesz a piros valdsziniisége, kiilonben nagyszama pérgetés utan
nem lehetne kb. ugyanannyi a pirosak és feketék szama."

Géza, 3 ora rulettezés utan a Tropicana Casinoban
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Szerencsejaték

Ugyanakkor vilagos, hogy a rulettnek (vagy a pénzérémének)
nincs emlékeztehetsége és a minden porgetésnél ugyanannyi a
piros és a fekete valdsziniisége.

Mit jelent a kb.?

Nem a piros és feketék szamanak kiilonbsége nulla, hanem a
piros/fekete és az dsszes dobas aranya 1/2 (vagy
piros/fekete=fej/iras ~ 1).

Sé6t, a porgetések szamanak novelésével a piros/fekete aranya
tart 1-hez, de annak val6sziniisége, hogy pontosan ugyanannyi
a szamuk 0-hoz tart.
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Varhato érték — folytonos eset

Emlékeztets (diszkrét eset):
E(X)=> P(X=k) -k
k=0

Folytonos eset:

/Z f(x) - g(x) dx N N \\u\%
D*(X) = /Z ) (x— B - Boit) ~EW) = %%LN *
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Nagy Szamok Torvényei

Gyenge
Legyenek X1, Xa, ... X, azonos eloszlasi, fiiggetlen valvaltozok
véges E(X) varhato értékkel . Ekkor

lmpqm+&+m+ﬁ_

n—o00 n

Erés

Legyenek X1, X, ... X, azonos eloszlasa, fliggetlen valvaltozék
véges E(X) vérhaté értékkel és véges D?(X) variancigval.
Ekkor

X+ X+ -+ X,
P(Iim T :E(X)>:1
n—o00 n
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De Moivre — Laplace tétele

<Z> pH(L—p)"* = 7,(!(””1 k)!pk(l —p)" =

A Stirling formula ( n! ~ n"e="v/27n ha n — oo ) alapjan:

N n"e~"\/2mn K1 )
kre—kv/2mn(n — K)—ke——k)\ [an(n — k).

mrip (8 () -

k/n— p + Taylor sorfejtés RS V\fU‘f?"_DIL’“}

1 _ (k=np)? gqs MJ§
~ ——— ¢ 2mp(1-p) MU‘O_/\‘\A\()\S 3 >
2mnp(1 — p) v\

v2mnp(l —p A
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Normalis eloszlas

Binomialisnal E(X) = np, D?*(X) = np(1 — p)

n—k ~
~

1 (k=np)? 1 (X—E(X))?

e 2mi-p) — —— @ 2D%(X)

27np(1 — p) 27 D?(X)

Jeldlés: E(X) =p, D(X)=o0, X ~N(u,o?)

L skl
V2oro

f(x) =

Eloszlasfiiggvénye:

X 1 1
F(x) = / e 22 (1 gt
oo V2TO

Normalis eloszlas csalad
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Galton deszka
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alis eloszla
Normalis eloszlas

, 02202, =——
, 02210, ==
, 07250, =
, 02=0.5, = -

Emberek magassaga, cip6mérete, |Q-ja. Gépek, alkatrészek
élettartama (ha kopasbdl eredéen mennek ténkre). Mérési
hibak eloszlasa.
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Normalis eloszlas

ard Normal Distributi

M=0]o=1

Probability Density

+2.1% +0.1%

dr. Keszthelyi Gabriella

A4 Valésziniiségszamitas

Standard normalis eloszlas

Ha 1 = 0,0 = 1 akkor standard normalis eloszlasrél beszéliink:
1

= —e_

V2r

MY

¢(x)

Eloszlasfiiggvény:

Szimmetria:
d(—x) =1—d(x)
[—r, r] intervallum valészintisége:

O(r) = P(=r)=d(r) — (1 —d(r)) =29(r) - 1

p valdsziniiséghez szimmetrikus intervallum:
20(r)—1=p
=07 ((p+1)/2)
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Standard Normalis Eloszlastabla

Numerikus integral kdzelitése egy 200 éves tablazat alapjan

00 0500 L0 0.841

0.1 0540 L1 0864

02 0579 1.2 0885

03 0618 1.3 0903

04 0655 14 0919

05 0.691 15 0933 35
06 0726 1.6 0.945 b
07 0758 170955 3.
08 0788 1.8 0.964 7 3!
09 0816 1.9 0971 2 0.998 39
1.0 0841 20 0977 30 0999 40 1.0000

Standardizalas

X ~ N(p,0%)
7 = X-u
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WolframAlpha
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Egy kommunikaciés rendszer V fesziiltséget kap inputnak és
Y = aV + N az outputja, ahol o = 1072 és N normalis
eloszlasi jp = 0 és o = 2-vel. Milyen V -re lesz

P(Y < 0)=10757

/wbﬂ
P(Y <0)=P(aV + N <0)=P(N < —aV) =
N ®(—aV/o)=1-d(aV/oc)=10"° C}T("‘Wéﬁr A=A
o dN T aV/o = 4753 = V = 950.6
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De Moivre — Laplace tétele
SIAVDA VA N

lim P a<lgb> = &(b) — O(a)

oo ~ /np(1—p)

Folytonossagi korrekcié:

P(X = k) helyett P(k —1/2 < X < k+1/2)

Példa

Legyen X valvaltozé a fejek szama, ha 40-szer feldobunk egy
szabalyos érmét. Mi a valészintisége, hogy 20 fejet kaptunk?
X ~ Binom(40,0.5)

¢l np=40-05=20 +/np(1—p)=+10 =D(><>

40\ /1\*
P(X = 20) = <20> <§> ~ 0.1254
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195-20 _X—20 _ 20.5—20) B
V10 V10 V10

= $(0.16) — $(0.16) ~ 0.1272

Oyt G

P(19.5 < X <20.5) =P (

Ugyanez Poissonnal: 7_&(0\\&)-\
S ?d{sj,k\g—j %/QQQN\*))
At~ np =20 % ¢ ) >\
(ﬁjl s ——
2020
P(X =20) = Sre ™ ~ 00888 LoSlg
N !
NS
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Poisson kozelitése normalissal

Példa

Memphis 40 km-es korzetében a regisztralt féldrengések szama
Poisson eloszlast kbvet 6.5-6s évi atlaggal. Mi a valésziniisége,
hogy legalabb 9 féldrengés lesz a kévetkezé évben?

> 6.5° A Qﬂ%M\ VNW
P(X>9)=1- Te—“ ~ 0,208
k=0 — WYL N
afV ¢
Ugyanez normalissal:

(~5%@ ~ A 2A°

85—6.5
P(X >9)=P(X >85)=P (z > 7> ~ 0218
V6.5
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Minden kozelitése normalissal
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Centralis Hatareloszlas Tétel (CHT)

Legyenek X1, Xa, ... X, azonos eloszlasi, figgetlen valva [ii%@
< s 2.4z Z D) . oz
w vérhaté értékkel és o gg\r/tanc:aval. Ekkor 6%*
S
&+&+m+&—w<a
Vno -

Tehat a Poisson kozelitése normalissal nagy \-ra azért
miikodik, mert felfoghaté sok kis lambda

lim P

n—o00

VMM

= ®(a) /D"—(%QSD

AR
’l-( §4> > V\’é

()=

Bsszegeként:X; ~ Poisson(1) , S°1°9 X; ~ Poisson(100) Sa v f\) h&‘l)

N(nX\, n\) = Poisson(n)\)

e(%) - w7~

D @%é@
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Példa

Tévoli csillag tavolsaganak fényévekben valé mérésekor minden
mérésnc'e’./ az atmoszféfa valtozé allapota miatt hibat vétiink. )(\l X’L) VL wdy
Ezért tobb mérést hajtunk végre, és ezek eredményét !
atlagoljuk. A mérési eredményeket fliggetlen azonos eloszlasii 2k Jw-“b)&
véltozoknak tekintjiik, melyek véarhato értéke a csillag (a g
megbecsiilni kivant) tavolsaga és variancidja 4 fényév. S = i} X
Hany mérést kell végezniink, hogy 0.95 valdsziniiséggel a ¢
méréseink eredményeinek atlaga a valédi tavolsagtél nem tobb NORM
mint 0.5 fényévvel térjen el? -S—V"\i oA <TIeNV Y
2 _ -n
S0 = N S " R R P2 <

P ladep <000 p(Ba) J) N TERCRCR)
flar <3ohe5) = (oot <o olasi) () TLB)
(

.
=23 (8)-1 =oas
Tényleg olyan gyakori-e a normalis? _
yleg olyan gy @(—f@ = {05 5 935
=B (
"Mindenki  hisz a
normalis eloszlasban: @ = ’((%é’

a fizikusok azért, mert
azt hiszik a mate-
matikusok  igazoltak
logikai  sziikségessé-
gét, a matematikusok
pedig azért, mert azt
hiszik, egy kisérleti
tény. "

Henri Poincaré
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Koszonom a figyelmet!
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