14. Hdlozatok szinuszos dllandésult dllapota
Bilicz-Horvdth

2021. mdjus 17.

A szinuszos dllanddsult dllapot fogalma

Vlzsgaljuk meg, hogyan lehet megoldani az allapotvaltozos leirds
normalalakjat belépé szinuszos gerjesztésre! Az N-edrendii AVL
normadlalakja

x'(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = CTx(t) + Du(t),

a gerjesztés (1. dbra)
u(t) = e(t)U cos wt,

ahol U a gerjeszt6 szinuszjel amplitiiddja, w pedig a kirfrekvencidja.
Mivel kauzalis rendszer belépd gerjesztésre adott vélaszat szamoljuk
(bekapcsolasi folyamat), az allapotvektor kezdeti értéke

x(4+0) = 0.

Az allapotvektor id6filiggvényét tovabbra is az OsszetevOkre bontas
modszerével keressiik, amelyben egyediil a szinuszos gerjesztéshez
tartoz6 prébafiiggvény az Gjdonsdg a korabbiakhoz képest. A megol-
dast t > 0 id6kre keressiik

x(t) = x¢(t) + x4(t)

alakban.

1. A sZABAD 0sszETEVO a homogén DE megolddsa, exponencidlis
fuggvények Osszege:

N
xp(t) = ) Kpmpe)‘l’t,
p=1
ahol a A, és m, értékek rendre az A rendszermatrix sajatértékei, ill.
sajatvektorai, a Kj, dllandok értékét pedig a kezdeti feltételek alapjan
tudjuk meghatédrozni.

2. A GERJESZTETT OSSZETEVOT a probafiiggvények mddszerével ke-
ressiik. A gerjesztés t > 0-ra koszinuszos jel, az ilyen gerjesztéshez
tartozé probafiiggvény szintén koszinuszos, méghozza ugyanazzal a

-u

1. dbra: Az u(t) = e(t)U cos wt belépd
koszinuszos gerjesztés
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korfrekvencidval, mint a gerjesztés korfrekvenciaja, de az amplitadok
és a kezd6fazisok eltérhetnek a gerjesztését6l. A nem nulla kezd6fa-
zisti koszinusz helyett inkabb egy tisztan koszinuszos és egy tisztan
szinuszos komponens alakjaban keressiik a védlaszt, ami a szdmitast
valamelyest egyszerfisiti:

xg(t) = X coswt + Xpsinwt,

aminek helyességérél az inhomogén allapotegyenletbe helyettesitve
meg is gy6z6dhetiink, hiszen a gerjesztett megoldédsnak is ki kell
elégitenie az inhomogén differencidlegyenletet. Eszerint

xg (1) = Axg(t) + Bu(t),

azaz
—wX 4 sinwt + wXp coswt = AX 4 cos wt + AXp sin wt + BU cos wt.

Egy konkrét w korfrekvencian valéban egyenl6 lehet az egyenlet két A konkrét X4, Xp értékek most nem
érdekesek, csak a megoldas alakjat

oldala egymassal. A koszinuszos és a szinuszos tagok egyiitthatoi akarjuk szemléltetni. Figyeljiik meg,

alapjan egy kétismeretlenes linedris egyenletrendszer irhato fel: hogy ezek az értékek az U gerjesztd
amplitad6 mellett w korfrekvencia
—wXp = AXp } konkrét értékétol is fliggenek, azaz
a gerjesztett Osszetevében szerepl6
wXp = AXs + BU amplitadok frekvenciafiiggtk.

Az egyenletrendszer megoldasaiként ad6dnak X4 és Xp vektorok. A
teljes megoldas

N
x(t) = Z Kpmpe)‘f’t + X coswt + Xpsinwt, t>0,
p=1
amit a vélaszra vonatkozé egyenletbe helyettesitve a keresett valasz
alakja
y(t) = CTx(t) + DU cos wt,

N
y(t) = Z apeAPt +Ypcoswt+ Ygsinwt, t>0
=1
= A0
yr(t)

amelyben y((t)-t a védlasz szabad (tranziens) dsszetevSjeként, yq(t)-t a
gerjesztett (dllanddsult, staciondrius) dsszetevSjeként azonosithatjuk.
Ha a rendszermétrix minden A, sajatértéke a negativ félsikra esik,
azaz a vizsgdlt rendszer aszimptotikusan stabil, akkor ¢ — co mellett
a szummadban szerepl6 exponencialis tagok mindegyike lecseng6, a
valaszban pedig csak w korfrekvencidji szinuszos tagok maradnak,
azaz a rendszer valaszat a szabad vélasz lecsengésével a gerjesztett
Osszetevs hatdrozza meg:

y(t) = yg(t) = Yacoswt + Ypsinwt = Y cos(wt +p), t— oo.
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A tranziens OsszetevOk lecsengését koveten bedll a szinuszos dl-
landésult dllapot, amelyben a vélasz egy olyan szinuszos jelhez tart,
amelynek korfrekvencidja megegyezik a gerjesztés korfrekvencidjaval,
amplitadéja és kezdbfazisa azonban eltérhet attol.

Szinuszos jelek komplex leirdsa

A tovébbiakban a nem belép6 szinuszos jelekre adott valaszt vizsgal- < [x()
juk. A szinuszos jel altalanos alakja

| x(t) = X cos(wt +p),

ahol (2. dbra) T

* X ajel amplitiidéja vagy csiicsértéke, mértékegysége példaul V vagy
A lehet; -X

* w a kirfrekvencia, egysége a rad/s; i dbra: Az x‘(fl) = Xcos(wt +p)
0SZINuszos je

* o pedig a kezddfizis, amit fokban vagy radianban szokds megadni.

A korfrekvencia helyett a gyakorlatban inkdbb az f frekvencidt hasz-
naljak:
w
f=5-

A szinuszos jel periodikus, azaz
x(t) = x(t+T),Vt.

A legkisebb ilyen pozitiv T érték a periddusidd, ami id6 dimenzidju
mennyiség:

A szINUszos id6fliggvény reprezentdlhat6 egyetlen skalaris komplex
mennyiséggel, a hozza tartozé fazorral. A kett6 kozotti kapcsolat fel-
irasdhoz tekintsiik a komplex szdmok ekvivalens megaddsi formait.

Egy z komplex szdm, amelynek val6s része a, képzetes része pedig
b, megadhaté

Z=a+jb=rel? =rcosq+jrsing @
3. dbra: A z komplex szdm megadasa
alakban, ahol r és ¢ a komplex szdm Euler-féle alakjat leiré mennyi-

r=a%+b?

ségek (3. dbra):

b
¢ = arctg E'
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illetve
a=rcosp b=rsing.

2 X

Visszatér6en haszndlni fogjuk az Euler-azonossdgokat is:

ej%" —+ 37]’4’

. ej‘l’ —efj‘l’
cos @ = > ; smgo:T.

Mivel
rcos ¢ = R{re/?},

az altalanos szinuszos id6fliggvény irhatd
x(t) = Xcos(wt+p) =R {Xef(wfﬂ’)} — R {Xejpefwt}

alakban. Legyen az

mennyiség az x(t) szinuszos idéfiiggvényhez tarsithat6 fazor vagy
komplex csticsérték (4. dbra),

amivel
x(t) _ XCOS(CUt+P) :%{Y-ejwt},
valds ido6fliggvény x(t)
ahol az

X(t) = X - et

mennyiséget komplex pillanatértéknek is szokds nevezni. Specidlisan a
koszinuszos jel (p = 0) fazora tisztdn valds,

xc(t) = Xcoswt < ,

mig a szinuszos jel (o = —7) fazora tisztan képzetes, mert

xs(t) = Xsinwt = X cos (wt— g) S| Xs = Xe /7 = —jX|

Az id6fliggvény és a fazora kozotti kapcsolatot az 5. dbra szemlélte-
ti.

Miiveletek fazorokkal

Legyenek x(t), x1(t), x2(t) és v(t) szinuszos jelek azonos w korfrek-
vencidval. Az 6ket reprezentdl6 fazorok kézott harom fontos mfivele-
tet definidlhatunk.

1. Az id6fiiggvények Osszege a fazorok Osszegeként szamithato, azaz

x(t) =x1(t) +0(t) & X=X+ X (1)

[49]

|

[4 R

4. dbra: Az X komplex csticsérték
(fazor)

Latni fogjuk, hogy a szinuszos jel
fazora minden informéciét 6sszefoglal,
amire sziikségiink lesz a szamitashoz.
A korfrekvencia nem jelenik meg a
fazorban; a fazormiiveleteket azonos
w korfrekvencidju fazorok kozott
fogjuk értelmezni. A fazor nem egyenl6
a szinuszos id6fiiggvénnyel, de a
korfrekvencia ismeretében a fazor és
az id6fliggvény kozott egyértelm
kapcsolat van.

(1) a komplex pillanatértékekkel kifejez-
ve ugyanis

%{Y]fi‘jwt} + %{Yz@jwt} =
R{(X; +Xp)elt},
aminek minden ¢ id6pillanatra teljestil-
nie kell. Ez pedig csak akkor teljestilhet,

ha nem csak a valés részek, hanem
maguk a kifejezések is egyenlSk.
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5. abra: Kapcsolat a valds id6fliggvény
és a fazora kozott. A fels¢ abran az

T(t) =X - et

komplex érték fiiggvény, a komplex
pillanatérték értelmezése lathats. Az X
fazort szorzé e/*! komplex szorzéfaktor
abszolutértéke egységnyi,

‘ejwtl =1,

mig szoge
arg et = wt,

ezért az X(t) egy ,forgo vektorként”
értelmezhetd, ami az origé kortil pozitiv
irdnyban w szogsebességgel forog
korbe. Ennek az w szogsebességgel
forg6 fazornak a valés tengelyre esd
vetiilete adja mindent t id&pillanatban a
valés id6fliggvényt, ahogy az als6 dbran
lathato:

x(t) = R{x(1)}.
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2. A val6s skaldrral szorzés a fazorok vildgdban is skaldrral szorzds:

o(t) = Kx(t) & V = KX. (2)

3. Az id6fuggvény id6 szerinti derivaltja a fazordnak jw-val szorzésé-
val fejezhetd ki (6. dbra):

o(t) =¥ (t) &V =jwX, (3)

mert

x'(t) = %%{X@j“’t} =R {;t (Xej“’t>} =R { (jwX) e]'wf} )

V)
A 3. tulajdonsdg jelent6ségét az adja, hogy a derivélas egy algebrai
miiveletbe megy at, ezért, ahogy latni fogjuk, a linedris rendszereket X
leir6 differencidlegyenletek szinuszos dllandésult dllapotban algebrai W
egyenletekre egyszertisodnek. '
6. dbra: Derivilt jel fazora
PELDAKEPPEN keressiik az
s

x1(t) = 3cos (wt - §)
és az

xp(t) = 5cos (wt +1,1)
jelek x(t) = x1(t) + xa(t) Osszegjelét (a kezdbfazisokat értelemszertien
radidnban adtuk meg)! A jelekhez tartozo6 fazorok algebrai alakban Erdemes az alabbi szdmitdst a trigono-

metriai azonossdgok alkalmazaséaval
X, = 36—]'% =15-j26 végzett szamitds bonyolultsagaval
! ! ! osszehasonlitani.
X, = 5ellt = 2,27 + j4,46.
Az 0sszegjel fazora
X = X1 + Xo = 3,77 4 j1,86 = 4,26/,

amibdl az Osszegjel id6fiiggvénye kiolvashato: A példabol is latszik, hogy az eredmény

nem fligg w konkrét értékétsl.

x(t) = 4,2 cos(wt + 0,46).
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sult dllapotban

Bilicz-Horvith

2021. mdjus 20.

A Kirchhoff-hdlézatok leirdsa szinuszos dllandésult dllapotban

Emlékezziink vissza, hogy a b szamu kétp6lusbdl 4ll6, n csomdpontd

Kirchhoff-tipust halézatban a halézati egyenletek teljes rendszerét b
szdmu kétpolus-karakterisztika, r = n — 1 Kirchhoff-dramtorvény és
I = b — n + 1 Kirchhoff-fesziiltségtorvény alkotja. Vizsgaljuk meg,
hogyan irhatok fel a kétpolusok karakterisztikai, illetve az dsszekap-
csolasi kényszerek szinuszos dllandésult allapotban.

Az impedancia

Szinuszos allandésult dllapotban a kétpdlusok arama és fesziiltsége
Szinuszos,
u(t) = Ucos(wt + py) < U = Uefr

illetve
i(t) = Icos(wt + p;) & I = Iefi

Ezen mennyiségeket reprezentalé U ill. I fazorok kozott a kétpSlus
Z impedancidja teremt kapcsolatot, amelyet harom elemi kétp6lus
példajan keresztiil vezetiink be.

Az ELLENALLAS karakterisztikdja (1. dbra)
ug(t) = R-ig(t),

amit szinuszos allanddsult allapotban a fazorok segitségével is kife-
jezhettink:

R {UREth} =R-R {TRe]""t} =R {R jRej“’t} .

Az egyenlet bal- és jobb oldala minden t id6pontra egyenls, ami
akkor teljestilhet, ha a valésrész-képzésben all6 kifejezések egyenlék

egymassal:

ir(t)
EEEEE—
ug(t)
1. dbra: Az ellendllds

o~
R}

<
=

2. dbra: Az ellendllds dramanak és
fesziiltségének fazorja

uc(t)

3. dbra: A kondenzator
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A KONDENZATOR (3. dbra) karakterisztikdja

duc(t)
dar '

ic(()=C

&

ami szinuszos dllandésult allapotban fazorokkal felirva
. d o . .
jwt | _ jwt | _ : . jwt
%{Ice } Cdt%{uce } %{]WC Uce },

mert a szinuszos idéfliggvény derivéldsa a fazor jw-val szorzdsdba
megy at. Igy a fazorok kozotti kapcsolat

u R
UC = L c 4. abra: A kondenzétor dramanak és
jwC fesziiltségének fazorja. Az dram 9o

fokkal siet a fesziiltséghez képest.

5. dbra: A kondenzator d&ramanak

és fesziiltségének idofiiggvénye. A
kondenzator minden periédusban
feltoltodik, kistil, ellentétes polaritdssal
feltoltédik, majd ismét kistil. Amikor
ic(t) < 0, a kondenzéron negativ toltés
halmozédik fel, és a toltési ciklus végén,
ahol az dram nulldra csokken, lesz a
toltés és ezzel a fesziiltség (abszolut
értékben) maximadlis. A kovetkezé
félperiédusban a pozitiv dram kistiti,
majd pozitiv polaritdssal maximalis
fesziiltségre tolti a kondenzatort. Ez a
fizikai magyardzata annak, hogy miért
siet az dram a fesziiltséghez képest.

ic(t)

A TEKERCS karakterisztikdja (6. abra)

L
ML(t) _ LdlL(t) ,
dt 0
1
ami szinuszos allandésult dllapotban a megfeleld fazorokkal is kife- k
jezhetd: ( t)
: up

R {ULEth} = L%@% {Tng‘Ut} =R {ij . TLej“’t} , 6. abra: A tekercs

mert az id6 szerinti derivalds jw faktorral val6 szorzasba megy at. A
fazorok kozotti kapcsolat tehat

UL = ij-TL
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EGY ALTALANOS KETPOLUS fesziiltségének és daramdnak fazorjai ko-
z0tti kapesolatot a kétpolus impedancidja irja le, amelynek definici6ja
(8. 4bra)

Z:

~i| <

Az impedancia értelemszertien komplex mennyiség, és altalaban a
kilonbozd w korfrekvencidkon kiilonbozd értékti. A harom kordbban
targyalt kétpolus impedancidja

— — — 1
Zr =R, Z;=jwl, Zr=-—
R L=]w C jwC

Az impedancia ellendllds dimenzidji mennyiség:
Z] = Q.

Az impedancia val6s része az R ellendllds, képzetes része az X reaktan-
cia:

7 =

~il

= R+ jX.

Péld4ul a tekercsre
ZL = ]XL = ]wL,

a tekercsnek csak reaktanciaja van:
XL = wl,

ami pozitiv értékd, és w novelésével egyre nagyobb. A kondenzatorra

az
S=
]
azonossag miatt
1
Ze=jXe=+——=—]—,
c=Jic jwC J wC
a kondenzator 1
Xo = —
c wC

reaktancidja negativ és w novelésével csokken. Az impedancia recip-
roka az admittancia:
1

== =G+jB,

y-L
u Z

amelynek valGs része a rezisztiv hdl6zatoknal megismert G konduk-
tancia vagy vezetés, képzetes része pedig a B szuszceptancia.

<

I R

7. dbra: A tekercs draménak és fesziilt-
ségének fazorja. Az dram go fokkal
késik a fesziiltséghez képest.

Z

i(t)

u(t)

8. dbra: Az éltalanos impedancia
rajzjele

Mivel a tekercs és a kondenzétor im-
pedancidja tisztdn képzetes, azokat
reaktdns komponensnek is szokds ne-
vezni. A pozitiv reaktanciat tartalmazé
impedancidkat induktivnak, a negativ
reaktanciat tartalmazoékat kapacitivnak is
mondjak.

Ugyeljiink r4, hogy ugyan

Y =

’

N =

de éltalaban

1 1
( 7&7 i B#fl
R, ill X
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A hdlézati egyenletek komplex alakja

Kirchhoff aramtorvénye kimondja, hogy a hdl6zat minden vagatara
(és ezért minden csomépontra is) teljestil, hogy

Z ir(t) = 0.
k
Szinuszos allandésult dllapotban a fazorokra attérve
Z?R{Tkejwt} §R{€jwt Zlk} =0,
k k

amibd&l, mivel minden t idépillanatra teljesiil, kovetkezik, hogy szinu-

szos esetben a vagatot alkoté kétpdélusok dramainak fazorat algebrai-
lag 0sszegezve nullat kapunk:

ST =0
k

KIRCHHOFF FESZULTSEGTORVENYE értelmében a halézat hurokjaira
minden id6pillanatban teljestil a

Y u(t) =0
k
osszefiiggés. Fazorokkal kifejezve
Z% {Ukejwt} =R {E‘jwt Zuk} =0,
k k

igy a halézat minden hurokjara teljestil, hogy a hurkot alkoté kétpé-
lusok fesziiltségeinek fazorjaira vett algebrai 6sszeg zérus:

ST, =0,
k

EBBOL KOVETKEZIK, hogy szinuszos allandésult dllapotban a re-
zisztiv halézatoknal megismert minden hédlézatszamitdsi médszer
hasznalhat6, ha az id6fliggvényeket fazorokkal, a kétpdlusokat az
impedancidjukkal helyettesitjiik. Mind az elemi mddszerek (pl. soros
és parhuzamos ereddre visszavezetés), mind a csoméponti poten-
cidlok és a hurokdramok moédszere, és a szuperpoziciés médszer is
attiltethet6 szinuszos dramu halézatokra.

Fazordbrdk szerkesztése

Szinuszos allandésult dllapotban szokds a halézat fesziiltségeit és
dramait egy kozos vektorabran megrajzolni. Ez a fazordbra, amely

U i

9. dbra: A soros rezg&kor
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altaldban szintén frekvenciaftigg®. Példaképpen a soros rezg6kor (9.
dbra) fesziiltségeit és dramat szemléltetjiik. Ehhez helyettesitsiik az
idéfiiggvényeket a megfeleld fazorokkal, a komponenseket pedig az
impedancidjukkal (10. dbra).

Jelolje a korben foly6 dram fazorjat I. A halézatra felirhat6 fesziilt-
ségtorvény alapjan

Us = UR + UL + Uc. (1)
A karakterisztikdk alapjan
UR =RI (2)
Ue= 1= 2T, U= jwll; ®)
€T jwC T Jacy TETIORY 3

Vegytik fel onkényesen a forrasfesziiltség kezd6fazisat zérusnak, azaz
a forrasfesziiltséghez tarsithaté fazor legyen valés értékdi:

us(t) = Us cos wt < U = Uel®

Tegytik fel, hogy szdmitdssal meghataroztuk konkrét L, R, C, w, U
értékek ismeretében a korben foly6 I dram fazorjat, ami a 11. 4bran
lathat6é médon az 1. siknegyedbe esik, azaz a korben foly6 dram si-
et a forrasfesziiltséghez képest. Ebbdl azt is tudjuk, hogy a vizsgalt
korfrekvencidn a rezg6kor impedanciaja kapacitiv (a rezg6kor reak-
tancidja negativ). Az ellendllds fesziiltsége (2) miatt biztosan azonos
fazisban van a kérben folyé drammal, ezért Uy fazorja parhuzamos
I fazorjaval. A (3) alapjan Uy és Uc fazorjai merdlegesek I-re; eléb-
bi go fokkal késik, utébbi go fokkal siet az d&ram fazordahoz képest,
egymassal tehat ellentétes irdnydak. Végiil (1) alapjan megkapjuk
Up fazorjénak végpontjat, ha az I &ltal kijelolt egyenesre merSlegest
szerkesztiink gy, hogy az U, végpontjan haladjon 4t. Ez az egyenes
jeloli ki U, és Uc irdnyat is.

A frekvenciafiiggés vizsgdlata

Térjiink most 4t a linedris, invaridns, gerjesztés-valasz stabil rendsze-
rek gerjesztés-valasz kapcsolatdnak lefrdsdra szinuszos dllandésult
allapotban. A rendszer reprezentalhat egy Kirchhoff-tipust hal6za-
tot is, de a leirds barmilyen mads linedris, invarians, gerjesztés-vélasz
stabil rendszerre alkalmazhato.

Az dtviteli tényezo

Legyen a szokasos jelolésekkel u(t) a gerjesztés, y(t) a valasz id6-
fuggvénye. A rendszer gerjesztése nem belép6 szinuszos jel. A ger-
jesztés ido6fliggvénye, illetve a hozza tarsithat6 fazor

u(t) = Ucos(wt 4 py) < U = Uelfr,

R I jwL
— > — >
_ Ur U _
Us l 1/](UC uC

10. dbra: A soros rezg6kor szinuszos
allandésult allapotban

11. dbra: A soros rezg6kor fazorabréja
egy konkrét elemkészlet mellett. Az
Uc és U fazorokat nem az orig6ba
rajzoltuk, hogy szemléltethessiik a
fesziiltségek kozotti viszonyokat.
Figyeljiik meg, hogy

|Us| < |Ug| + [Ur| + |Uc]-

Gondoljuk meg, hogy w névelésével

az I fazor egyre kisebb szoget zdrna

be a val6s tengellyel, majd dtmenne

a 4. siknegyedbe, ahogy a rezg6kor
impedancidja induktivva valik. Az dram
tisztan valds a rezg6kor

1
T LC

rezonancia-korfrekvencidjan.

w
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Ha a gerjesztés szinuszos, akkor biztosak lehetiink benne az ¢sszete-
vbkre bontés kapcsédn targyalt gondolatmenet alapjan, hogy a rend-
szer minden bels6 véaltozdja, igy a valaszjele is szinuszos ugyanazzal
az w korfrekvencidval, ami a gerjesztésben szerepel. A vélaszjel amp-
litaddja és kezd6fazisa azonban eltérhet a gerjesztésétsl. A valasz
altalanos alakja tehat

y(t) = Y cos(wt + py) & Y = Yelfv.

Ezek utdn egy adott (rogzitett) w korfrekvencidn a rendszer gerjesz-
tését és vélaszat leir6 fazorok (komplex szamok) kozott egyetlen
komplex szdm, a H un. dtviteli tényez6 vagy atviteli egytitthaté teremt
kapcsolatot:

@

A gyakorlatban a komplex értékii atviteli tényezének nem a valds és
képzetes része, hanem az abszolatértéke és fazisa bir fizikai jelentés-
sel. Euler-alakban kifejezve

H== =Ké*,

gl <l

ahol
K

Hi
a rendszer erdsitése, mig
¢ =argH
a rendszer fdzistoldsa w korfrekvencidn. Ugyanis (4) kifejtve
Yelfv = Hel . Uelfr = H-U - ef(Put9)
amibdl egyrészt
Y| =1[H|-|[ul=K-Ul,
azaz a valaszjel amplittidéja K-szorosa a gerjesztd jel amplitidéjanak,
madsrészt
Py = Put @

vagyis a valaszjel kezd6fazisa ¢-vel tér el a gerjesztés fazisatol.

Az dtvuiteli karakterisztika

Az dtviteli karakterisztika naiv definicidja szerint az w korfrekvenci-
dnak egy olyan komplex értékii figgvénye, ami megadja az atviteli
tényez6 értékét a korfrekvencia fliggvényében:

H(jw) = Hlu

Az argumentumban szerepld jw jelentéségét csak kés6bb fogjuk
megérteni, egyel6re fogadjuk el ezt a format. A H és a feliilvonas

Ebbdl az is kovetkezik, hogy lineéaris, in-
varidns rendszer vélaszdban csak olyan
frekvenciadsszetevk szerepelhetnek,
amelyek a gerjesztésben is megjelennek.
Csak nemlinedris rendszerek esetén
jelentkezhet a vélaszban olyan frekven-
cidji komponens, ami a gerjesztésben
nincs jelen.

A gyakorlatban el6fordul, hogy a rend-
szer valaszjele egyetlen frekvencidn,
vagy néhany diszkrét frekvencian
érdekes szamunkra (pl. a villamos
energetikdban az 50 Hz-es hél6zati
frekvencian és annak egész szdmu
tobbszorosein, un. felharmonikusain),
azonban mads esetekben azt vizsgaljuk,
hogy egy szélesebb w tartomadnyban ho-
gyan viselkedik a rendszer. Ez motivalja
az atviteli karakterisztika bevezetését.
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nélkiili H(jw) alakot gyakran felcserélhetének tartjuk, az utobbi
jeloléssel azt hangsulyozzuk, hogy a mennyiség frekvenciafiigg®.
Az étviteli karakterisztika abszolutértékének és fazisanak az atviteli
tényezo6vel anal6g fizikai jelentése van. Az atviteli karakterisztika
abszolutértéke a K(w) amplitiidékarakterisztika,

K(w) = [H(jw)l,

aminek az argumentuméban viszont egyszertien w-fliggést tlintettink

fel. K(w) a rendszer er8sitését adja meg a korfrekvencia fiiggvényé-
ben. Az atviteli karakterisztika fazis a ¢(w) faziskarakterisztika,

¢(w) = arg H(jw),

ami a rendszer fazistolasat adja a korfrekvencia fliggvényében. Ezzel
a felbontassal
H(jw) = K(w) . ol ®(w)

Belathat6 tovabbd, hogy valés bemenetti, val6s kimenet(i rendszerek-
re
H(-jw) = H' (jw),

azaz az atviteli karakterisztika konjugdlt szimmetriat mutat a frek-
vencia fliggvényében. Ezért K(w)-ra

érvényes (az amplitidékarakterisztika a korfrekvencia paros fliggvé-
nye), mig ¢(w)-ra

p(-w) = —¢(w)
vonatkozik (a faziskarakterisztika a korfrekvencia paratlan fliggvé-

nye). Eppen emiatt a karakterisztikdkat megadasa negativ frekvenci-
dkra redundans, csak pozitiv frekvencidkra szokds szoritkozni.

Az ATVITELI KARAKTERISZTIKA altalanos alakja, legaldbbis azon

rendszerek esetén, amelyekkel a targy keretében foglalkozunk, jw

raciondlis tortfiigguénye, a felirasndl is meghagyjuk (jw) hatvényait:
_ bo+bijw +ba(jw)* + .+ b (jew)™

FN <
H(]W) 1—|—a1jw+ﬂ2<jCU)2+~-~+an(jCU)” , m=n

A negativ frekvencidju jelre gondol-
hatunk Gigy, mint amihez egy negativ
(az 6ramutaté jardsdval megegyezd)
irdnyban forgé fazor tarsithat6. A ké-
s6bbiekben hasznos szamitastechnikai
segédeszkoznek fog bizonyulni.
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Kétpolusok teljesitménye

Tekintsiink egy &ltalanos kétpolust szinuszos allandésult dllapotban.
Az éltaldnossidg megszoritdsa nélkiil rogzitsiik a kétpolus fesziiltsé-
gének kezd6fazisat nulla értékiire, a fesziiltség (valés) csticsértéke
legyen U. A fesziiltség id6fiiggvénye

u(t) = Ucos(wt).

A kétpolus drama szintén szinuszos ugyanezzel a korfrekvenciaval, Ha a sz6ban forgé kétpolus lineris és
azonban a kezd6féazis a fesziiltségétol eltérhet. Jelolje ¢ a fesziilt- csatolatlan, akkor ¢ a kétpSlus

ség és az dram fazisa kozotti eltolodést. Ezzel a kétpoélus dramanak Z=2707
idéftiggvénye az I (valdés) amplitadéval kifejezve impedancidjanak a szdgével egyenld.

i(t) = Icos(wt — @).

Vigyazzunk, hogy a fenti mennyiségek valés id6fiiggvények, nem
pedig fazorok. A fazorokkal valé kifejezést késobb targyaljuk majd.
A tovébbiakban feltételezziik, hogy a fesziiltség és az dram referen-
ciairdnya megegyezik.

A pillanatnyi teljesitmény

A pillanatnyi teljesitmény korabban megismert definiciéja

amit a szinuszos dramu kétpolusra alkalmazva
p(t) = Ul cos(wt) - cos(wt — @),

A

1 cos(a + B) + cos(a — B)

1
p(t) = =Ulcos g+ EUI cos(2wt — @) (1) cosa-cosf =

2 2

A pillanatnyi teljesitmény a azonossdgot kihaszndlva.

1
Patlag = iLH cos ¢

allandé6 érték koril 2w korfrekvencidval (T /2 periddusidbvel), %UI ampli-
tiidéval leng. A ¢ = 0 és a ¢ = 7T eseteket leszdmitva egy periéduson



17. TELJESITMENYEK SZINUSZOS ALLANDOSULT ALLAPOTBAN 2

beliil a pillanatnyi teljesitmény pozitiv és negativ értékeket is felvesz,
a kétpolus tehat felvaltva viselkedik fogyasztoként (p(t) > 0) és ter-
mel6ként (p(t) < 0). Ha cos ¢ > 0, akkor a kétpdlus az id6é nagyobb
részében fogyasztoként (1. abra), ellenkez6 esetben termelSként visel-
kedik.

Emlitést érdemel a ¢ = 0 eset, amikor a fesziiltség és az dram f4-
zisban vannak (a kétpolus tisztan rezisztiv, 2. dbra). Ekkor a kétpolus
mindig fogyasztoként viselkedik. Ilyen kétpolus példaul egy linedris
ellenallas.

Végiil a ¢ = £71/2 esetben cos ¢ = 0, ezért az dtlagos teljesitmény
zérus. A kétpolus az id6 felében fogyasztoként, az id6 masik felében
termel6ként viselkedik (3. dbra). Ilyen kétpolus lehet egy tekercs
vagy egy kondenzator.

Az energiamegmaradds elvébdl kovetkezik, hogy a pillanatnyi
teljesitmények Osszete a teljes halézat b szamu kétpolusara mindig
zérus:

b
Y pe(t) =0
k=1

A hatdsos teljesitmény

Szinuszos allandésult dllapotban tovébbi teljesitményfogalmak beve-
zetése is indokolt, és a tovabbiakban ezeket fogjuk elényben részesi-
teni a pillanatnyi teljesitménnyel szemben. Tudjuk, hogy a kétpdlus
altal egy [t1, tp] intervallumban felvett energia (a kétpolus altal vég-
zett munka) a kétp6lus munkafiiggvényének integralja:

t
Wity t2) = [ pe)d.
fy

Behelyettesitve (1) kifejezést, és az integralast elvégezve

1 1 in(2wt, — @) — sin(2wt; —
W(ty, tp) = EUICOSq)(tZ*tl) +§UISIH( 2 go)zwsm( 1 (p)’

ahol a masodik tag szamldldjanak abszolatértéke az intervallum

hosszatol fiiggetleniil o és 2 kozé esik. Ha a vizsgalt [t;, f5] interval-
lum sokkal hosszabb, mint a periédusidé, a méasodik tag elhanyagol-
hat6 az els6hoz képest:

1
W(ty, tp) = Ul cos p(tr—t) <= (ta—t)>T (2)

Ez alapjan bevezethetjiik a kétpolus P hatdsos teljesitményét, ami egy
idofuggetlen (4llando) érték, definicidja

T
/ p(t)dt,
0

P =

|-

%U Icos ,((’7

1. bra: A p(t) pillanatnyi teljesitmény

szinuszos dramu kétpoluson. A gorbék
a0 < @ < 7 esetre jellemz6 viselkedést
mutatjék.

u(t),i(t)

T/2 T

T/2 T

2. dbra: A p(t) pillanatnyi teljesitmény
szinuszos dramu kétpéluson, ha ¢ = 0.

u(t),i(t)

AWA
FRVARVERY

3. dbra: A p(t) pillanatnyi teljesitmény
szinuszos dramu kétpdluson, ha ¢ =
/2.

A hatésos (atlagos, kozepes, ,,wattos”)
teljesitmény munkavégzéshez kap-
csolddik, és nem feltétleniil hasznos
teljesitmény. Pl. egy izz6lampanal a
fény- és hokibocsatas is hatdsos telje-
sitményhez kapcsol6dik, de csak az
el6bbi , hasznos” a felhasznélads szem-
pontjabdl, a hokibocsatas veszteséget
okoz.
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a pillanatnyi teljesitménynek egy periédusra vett dtlaga. (2) alapjan
lathat6, hogy szinuszos esetben a hatdsos teljesitmény kifejezése

1
P = ELIIcosgo

A hatdsos teljesitmény egysége a pillanatnyi teljesitményhez hasonlé-
an a watt:

[P] = W (watt)
Ha P < 0, akkor a kétpolus kozépértékben energidt és teljesitményt
ad le, a kétpolus termeldi dllapotban van. Ha P > 0, akkor a kétpdlus
kozépértékben energidt és teljesitményt vesz fel, a kétpolus fogyasztdi
dllapotban van. A hatdsos teljesitmények 6sszege a hdl6zat valamennyi
kétpolusara szintén zérus:

b
Y P=0
k=1

(1)-be helyettesitve a pillanatnyi teljesitmény a hatdsos teljesitmény
koriil leng:

1
p(t) =P+ ELHcos(Zwt - ),
a kétpolus altal a [t1, ;] intervallumban felvett energia (végzett mun-
ka) pedig kozelitSleg
W(tl,tz)%P(tQ—fl) =th—t1>T

alakban szamithat6. Egy csatolatlan kétpolus passziv, ha semmilyen
koriilmények kozott nem lehet termeldi dllapotban, azaz P > 0
mindig teljestil. Ezzel szemben az aktiv kétpolus lehet termeli és
fogyasztéi dllapotban is.

A ldtszolagos teljesitmény

A (1) egyenletben szerepld teljesitménylengés amplitidojat szokas
ldtszolagos teljesitményként bevezetni:

1
=-UlI
S 211

Ezzel a pillanatnyi teljesitmény (1) formulaja
p(t) = P+ Scos(2wt — ¢)

alakban is irhaté: a pillanatnyi teljesitmény P — S és P + S kozott
ingadozik 2w korfrekvencidval. A hatésos teljesitmény egysége

[S] = VA (voltamper)

A korabbiak alapjan a termel6i alla-
potban levd kétpolus is vehet fel a
periédus egy részében teljesitményt,
de az atlagos teljesitmény negativ, és
viszont.

Reaktans (csak tekercseket és kondenza-
torokat tartalmazo) kétpdlusok hatasos
teljesitménye nulla.

A latszolagos teljesitményre nem
vonatkozik megmaraddsi tétel.
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A teljesitménylengés jellemzésére a villamos energetikdban haszndla-
tos a teljesitménytényezd is:

= cos ¢

w0l

A meddo teljesitmény
Térjlink vissza a pillanatnyi teljesitmény (1) formuldjahoz, és végez-

ziuink rajta egy masik atalakitdst!

1 1

p(t) = EUIcoscp + EUIcos(Zwt —¢) =
1 1 1

= EUI cos ¢ + §UI cos(2wt) cos ¢ + EUI sin(2wt) sin ¢ =

1 1
= EUI cos ¢ [1 4 cos(2wt)] + ELH sin ¢ sin(2wt) =

‘ p(t) = P[1+ cos(2wt)] + Qsin(2wt),

(3)

ahol bevezettiik a

Q= %Ulsinq)

meddd teljesitmény nevli mennyiséget, amelynek elsésorban a villamos
energetikdban van jelentsége. A (3) kifejezés els6 tagjaban szerep-
16 cos(2wt) lengés olyan értelemben ,sziikségszertinek” tekinthetd,
hogy tisztan rezisztiv (¢ = 0 eset) kétpSlusokon is fellépé teljesit-
ménylengést reprezentédl, mig a méasodik tag egy olyan jarulékos
teljesitménylengést ad, amelynek id6ébeli atlagértéke nulla, azaz ko-
zépértékben nem lép fel energiafogyasztds vagy -termelés. Mivel a
medd? teljesitményhez nem kapcsolédik munkavégzés, kiilon mér-
tékegységet vezetiink be:

[Q] = var (voltamper reaktiv)

A hélézat minden kétpolusdra a meddé teljesitmények Osszege zérus:

A komplex teljesitmény

Az eddigiekben a fesziiltség és az dram valds id6ftiggvényeivel fe-
jeztiik ki a kiilonféle teljesitményeket. Térjiink most 4t a komplex
lefrasmoédra. Ennek soran engedjiink meg a fesziiltség idéfiiggvé-
nyére tetsz6leges p kezdo6fazist (hagyjuk el az eddigi onkényesen

Alkalmazzuk a
cos(ax + B) = cosacos f — sinasin B

ismert trigonometriai azonossagot,
valamint a szinuszfiiggvény pératlan
tulajdonsagat:

sin(—a) = —sina

A villamosenergia-dtvitelben altalaban
cél a P hatasos teljesitmény 4tviteléhez
kapcsol6dé |Q| meddé teljesitmény
minimalizldsa. Ugyan a meddd telje-
sitményhez nem kapcsolédik kozvetlen
energiafogyasztds, de a vezetékeket
nagyobb dramra kell méretezni, és a
nagyobb dram pl. a tdvvezetékeken
nagyobb héveszteséget okoz. A meddd
teljesitmény csokkentéséhez ¢ értékét
o0-hoz (cos ¢ értékét 1-hez) kell kozelite-
ni. Ha pl. a kérdéses kétpodlus induktiv
(pl. egy ipartelepen nagy teljesitményi
villanymotorok), akkor ezt az indukti-
vitast szokds az ipartelepen elhelyezett
kondenzatorokkal lokalisan kompenzal-
ni, hogy a villamos halézat irdnyaban
ne lépjen fel meddételjesitmény-igény.
Reaktans kétpolusoknak csak meddd
teljesitménye van: a tekercsnél Q > 0
(,meddét fogyaszt”), a kondenzatorndl
Q < 0 (,meddét termel”).
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valasztott korlatozast, hogy a fesziiltség kezd6fazisa nulla). Legyen a
kétpolus fesziiltsége

u(t) = Ucos(wt +p) < U = UelF,
drama pedig ehhez képest ¢ szoggel késik:
Z(i’) = Icos(wt +p— (P) o] = Iej(P*(P).

Vezessiik be az
= 1= =
S 5 u
komplex teljesitményt, ahol a (-)* a komplex konjugélas mtiveletét
jeloli. Mivel
5= %U-T* = %Ulejpe_j(f’_"’) = %UW’ = %UICOS(;)—I—]%UI sin ¢,
_—— | —
p Q

nyilvanvaléan

S=r+jQ

A komplex teljesitmény egysége is voltamper:

[S] = VA (voltamper)

A hatdsos teljesitmény a komplex teljesitmény valds része:

1 _
P= EUICOS(pz?R{S},

a meddod teljesitmény a komplex teljesitmény képzetes része:

fl : —_xJc
Q—EUIsm(p—\s{S},

a latszolagos teljesitmény pedig a komplex teljesitmény abszolttérté-
ke:

1 —
§=ul=|s|.

A komplex teljesitményre is vonatkozik megmaraddsi tétel:

b
Y S =0
k=1

Homogén linedris kétpdlus (impedancia) teljesitményei

Fejezziik ki egy
Z =R+jX,
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- 1
Y===G+jB
7 j

impedancia teljesitményeit! A komplex teljesitmény az impedancia

felhasznalasaval
s—lur=lzir=lze=lrer
—20 0 T2 T2 T T
ahol I? = |I|? a kétp6lus dramédnak amplitidé-négyzete.
_ 1
S=:ZP,
2

az impedancia hatasos teljesitménye

P=R{S} = %RIZ,

medd? teljesitménye pedig

Q=9{s} = %XIZ.

Hasonléan fejezhetd ki a komplex teljesitmény az admittanciaval is:

el w1l oo loe 1 . o
S=3U-T =3U-(Y-U)" =Y U= 5(G—jB)LP,
azaz
sy p_loe o _lpip
S—ZYU, P_ZGU' Q= 2Bll
Az effektiv érték

Egy tetszbleges T peridédusu periodikus u(t) jel effektiv értéke egy
skalaris érték,

T
1
Uets = T/uz(t)dt.
0

Specidlisan egy (tetszbleges kezd6fazisa) szinuszos jelnél
u(t) = Ucos(wt),

1+ cos(Zwt)]

u?(t) = U? [ >

az effektiv érték pedig

u
Ueft = 7

A teljesitményeket az effektiv értékkel kifejezve a rezisztiv vildgban

megismert kifejezésekkel analég formuldkat kapunk. A hatdsos telje-
sitmény példaul

1
P = EUI c0s @ = Uftlogr cOS @

alakban szdmithato.

Innen is lathato, hogy az ellenéllas
medd? teljesitménye, a reaktancidnak
pedig a hatasos teljesitménye nulla.
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Teljesitményillesztés szinuszos dllanddsult dllapotban

A rezisztiv halézatok targyaldsakor megvizsgaltuk, hogy egy genera-
torra kapcsolt ellendllds teljesitményét milyen valasztdssal lehet ma-
ximalizélni: a generdtorbdl akkor vehet6 ki a maximadlis teljesitmény,
ha a terhel§ ellenallas értéke egyenl$ a generétor belsé ellendllasaval.
A kovetkezdkben ezt a problémat vizsgaljuk szinuszos allandésult
allapotban. Tekintstink adottnak egy aktiv kétpdlust, amiben linea-
ris komponensek és w korfrekvencidji szinuszos forrasok vannak, a
generatorra egy

Zi = Ry + jX;

impedancidju linedris kétpolus csatlakozik. A gyakorlatban altala-

ban a lezér6 kétpolus hatdsos teljesitményét kivanjuk maximalizalni,
hogyan kell ehhez Z; értékét megvalasztanunk? Us i()

Az aktiv kétpolust egy szinuszos Thévenin-generatorral helyette-

sitjiik (4. dbra), amelynek forrdsfesziiltsége Us, belsb impedancidja
4. dbra: Teljesitményillesztés szinuszos

allandésult allapotban

ZS - Rs +sz.

A korben folyé aram I fazorja

7o _Us
Zi+Zs
az dram amplitddéjanak négyzete
. w
(Rs + Rp)2 + (X5 + X¢)?’
ahol Us = |U;| a forrasfesziiltség amplitadGja. A lezaro ellenallds

hatasos teljesitménye fiigg R; és X; értékétdl a kovetkezSképpen:

1 1
P(Ry, X)) = iRtl2 = §u§

Ry
(Rs + Ri)? + (Xs + X1)?

Nyilvanval6, hogy P akkor maximaélis X; fiiggvényében, ha
Xt - _XS/

ha pedig ez teljestil, akkor visszakapjuk a rezisztiv esetnél megismert
problémat, amelyre az optimalis megoldést

R; = R,

adta. Osszefoglalva a lezar6 ellendllds hatésos teljesitményét a

Zt = Rs _sz = (?s)*
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valasztds maximalizélja. Ez a konjugdlt illesztési kritérium. A generédtor
impedancidjdban meglev esetleges reaktanciat a terhelésben ellen-
tétes elgjelii reaktancidval kompenzaljuk. Illesztett esetben a terhelés
altal felvett (és a bels6 impedancia) hatdsos teljesitménye

us
8R;

Prmax =
amit a forrdsfesziiltség effektiv értékével kifejezve a rezisztiv esetnél

megismert forméaval anal6g

2
P _ us,eff
max 4Rs

alakban is irhatunk.



