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Momentumgeneralé fiiggvény (ismétlés)

o0

Mi(s) = E(e%) = L{f}(—s) = / F(x)e™ dx

—00

A momentumgeneralé fliggvény
@ egy varhaté érték s fliggvényében,
@ Laplace transzformaltja a siiriségfiiggvény el&jelcserélt
valtozatanak,
e és a siirtiségfiiggvény/salyfiiggvény kdlcsondsen
meghatarozzak egymast.
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Gamma/Erlang momentumgeneralé fiiggvénye

Gamma siiriiségfiiggvénye:
_ /\(/\X)p_l ef)\x

f(x) =
¥ =)
Erlang siirtiségfiiggvénye (p = n):
_ )\()\X)n_l —Ax

Fix) = 222
C) =T
Momentumgeneralé:

Mx(s) =

:<AAs>n
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Gamma/Erlang momentumgeneralé fiiggvénye

, n\"
My (s) = syt
nigy — M+ 1A
My (s) (A s)m2
Tehat "
E(X) = Mx(0) = ¢
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00
sx . —Ax n—1 _
m /0 e & X dx =

B %)14;_1 1)!/0006_(A_5)Xxn—1()\_5)n(a




Y2-eloszlas

Legyenek 7, 25, ..., Z, fiiggetlen, standard normal eloszlasu
valtozok. Ekkor

X =2} +27F+ -+ Z%t y*-eloszlasnak hivjuk n szabadsagi
fokkal.

Jelsles: X ~ x2

Kiejtés: 'Khi-négyzet’

A x? eloszlas tartja a konvoluciot, azaz X ~ x2 és Xo ~ X2,
akkor W = X1 + X2 ~ XE’]"{‘”Q'

Példa

Tegyiik fel, hogy egy targyat akarunk lokalizélni a 3D térben,
és a 3 koordinita mérési hibai fiiggetlen normalis valtozék 0
varhato értékkel és 2 szorassal. Mi a vszsége, hogy az objektum
és az altalunk becsiilt hely tavolsaga tébb, mint 3 méter?
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Jeldljik W-vel a tavolsagot. Ekkor

W? = X? + X3 + XZ ahol X; az i. koordinata hibaja. Legyen

Z; a standardizalt valtozata, azaz Z; = X;/2.

P(W?>09) = P(Z}+Z;+Z; >@ = P(x3 > 9/4) = 0.52216

—_—
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%> momentumgeneralé fiiggvénye

n =1 esetén

E(e™) = E(eZ’) = / e h(x) de %2_7( [t o
_ 1 /Oo efx2(172s)/2 dx e“i — I
i Staoony AOLMALS ;JIJ\%

—(—asy i [ e -

1
V 27T /—oo
1—2s)71/2

altalanos n-re
E(eSX) — E(6527z1 Z/z) = E(H eSZI-z) = (]- - 25)_n/2
i=1
T
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(1—2s)""/2

VS.
Y
A—t

Ez a kett6 megegyezik ha A = 1/2 és n = n/2. Azaz a x* n
szabadsagfokkal és a Gamma/Erlang n/2 és 1/2 paraméterrel
egybeesik.

Mire hasznaljuk a y*-eloszlast?

A x2-et ritkdn hasznaljuk kézvetleniil modellezésre, inkabb
hipotézis-vizsgalat kapcsan meriil fel. A x?-préba arra j6, hogy
egy adatsorrdl eldéntsiik, hogy egy altalunk gyanitott
eloszlasra mennyire jol illeszkedik.
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Student-féle T-eloszlas

Legyen Z standard normalis és \2 fiiggetlen valvaltozék. Ekkor
az n szabadsagfokl T-eloszlas a kdvekezéképp van definialva:

<z
VX3/n

T-eloszlast akkor hasznalunk, amikor gyants, hogy normalis
eloszlasa a minta (harang alakd a siriiség), de kis mintaval
dolgozunk és a széras ismeretlen.

A T-eloszlas szabadsagfoka (n) nem mas, mint a minta
elemszama minusz 1. A szabadsagfok novelésével a
Student-eloszlas tart a Standard Normalhoz (30 f6l6tt mar
egybeesnek).

s =
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Student-féle T-eloszlas
T f(x): 2 SZfok
A f(x): 10 SZfok
[ \ f(x): 30 SZfok
{1 =+ f{x): norm
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Student-féle T-eloszlas

William Sealy Gosset egy angol kémi-
kus volt, aki a Guinness f6 sorozf6je-
ként szolgalt, és a modern statisztika
attorsje volt.

O publikalta Student alnéven a T-
eloszlast.
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Paraméterbecslés

Legyen X valvaltozo, 0 pedig a valvaltozé paramétere. Tegyiik
fel, hogy van egy n elemii mintank (statisztikai minta)

. = (X1, Xo,..., X,). Ez n darab fiiggetlen
kisérletet/megfigyelést jelent az X valvaltozéra néve. A
mintaelemek eloszlasa megegyezik a valvaltozé eredeti
eloszlasaval.

Az X, pontbecslése:

O(X,) = g(X1, Xo, ..., Xn)

Ahol X; = x1, Xo = x2, ... megfigyelések alapjan meg tudjuk
becsiilni a # paramétert.
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Legegyszeriibb becslések

Legyen X varhat6 értéke 11 és szérasa 0. ©(X,) = X, a
mintaatlag.

E(X,) = %E (ZX'> = p X\ Koeor . v

—

?

A X, szérasa: 1 (L EONT1/ SR W«» M "

— 1 . o?
Dz(Xn) :(jz (ZXJ> = n
j=1
Egy becslést torzitatlannak neveziink, ha
EG)=10

Ekkor tehat X, egy torzitatlan becslés fi-re.
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A minta szdrasa

A tapasztalati szérasnégyzet

= —>{(X; - w)? +2X; - W) - X,) + (0 - X))
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1 < 2 ~ 2 ~ 2
= — X;i—p) —2(X, —p) + (X, — pn)
nj:z]( ] H) \( #) (\L)

1 & L
= ;E}(Xj - /‘1’)2 - (Xn - P«)z-
j=

E[5?]

I
E

E[;Z(Xf — ) = (X, - 2}

S EIX; = wP] = E[(X, - w]

Tehat $2 torzitott becslése a o-nak.
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Torzitatlan becslés szérasnégyzetre

A becslés torzitasa . .
) ) 6w
B(©)=E(©) -0 “ N

Hogyan nyerhetiink ki egy torzitatlan becslést a
szérasnégyzetre?

N 1 S
L= 2 (- %)

(e =~ W
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Maximum Likelihood becslés (MAP)

Legyen f(xi, %, ..., X,|0) az egyiittes siiriiségfiiggvénye ¢ @A @rb zs E
X1, Xo, ..., X,-nek. g
f(xi, X2, ..., xn|0) egyfajta valésziniiséget fejez ki, hogy az

X1, X2, - - -, X, €rtékek lesznek megfigyelve, amikor 0 az igazi
értéke a paraméternek.

P(Xi, Xo, ..., X,|0), ha X diszkret,
f(x1, X2, ..., Xn|0), ha X folytonos

Mivel X;-k fiiggetlenek:

P(X1, Xa, .., Xa|0) = P(X4]0)-P(Xa|0)-... P(X,|0) = H P(X;|0)

i=1

F(x1, %2, - Xn0) = F(x1]0) - F(x2]0) - . . . F(xn|0)- = H f(x;|0)
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Log Likelihood

A Maximum Likelihood becslése f-nak, az a 0 amely
maximalizalja 7(x1, x2, . . ., X,|0)-t.

A

I(x1, X2, - .y Xn; ) = meax/(xl,xz, ey X 6)

Néha érdemesebb a log likelihooddal dolgozni:

L(xi, X2, ..., xm 0) = log I(x1, %2, ..., xn; 0) =

> log P(X1, X, ..., Xal0),  ha X diszkrét,
| o0 log f(x1, Xa, - -, Xal6),  ha X folytonos
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Ahhoz, hogy maximalizaljuk /(xi, x2, . .., x,; 0)-t elég
maximalizalni L(xi, X2, . . . , Xn; 0)-t:

0 0
%L(xl,x% cey X, 0) = %0 log I(x1, %2, ..., X0 6) =0

Példa

Legyenek X;-k fiiggetlen Exp(\) valvaltozék, melyeknek nem
ismerjiik a varhaté értékét és igy \-t sem: ez lesz a paraméter
amit becsiilni szeretnénk.

n 5
(X1, %05 0y Xp|A) = AeT0A NN | et = \Ne™ X X
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LD (N %w*‘k)
L(x1, %, ...y Xm A) = Zn:(log()\) — X;\) LOB&LQ‘M

0 n °
5L(X17X2)...7Xn;>\) =3 —iz:;x,-

o b

Azaz \-ra kijott, hogy a mintaatlag reciproka.

A
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Poisson becslése

Példa

A Géza altal benyijtott dolgozatban a hibak szama Poisson
eloszlasa 1 hiba/oldal varhaté értékkel, mig Béla altal irt
dolgozatban atlagosan 5 hiba talalhaté oldalanként. A
bekiildétt dolgozat egy oldalan 2 hiba taldlhats, mi a
valészindbb, melyikiik irta?

6=\
P(X =2A=1) = —0, 18391

52
P(X = 2|\ =5) = Z-e™® = 0,0842
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Poisson becslése 2.

PIX = klo) = e (e}‘}s' §g>
A Loglikelihood fiiggvény: Lb Tl? c

n

L(ky, ko, ..., kn;0) = ZmP = ki|0) = "(kjIn0—0—In k;1) =

j=t

:InHij—nH—Zlnkj! S ‘S-j'\‘% -~ -0
J=1 Jj=1

Megkeressiik a maximumot:

%) 1<
S %L(kl,kz,...,k,,;e):Eij—n

EWNI=1 1k =
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Bernoulli becslése Likelihooddal

Tegyiik fel, hogy van n Bernoulli valtozém p paraméterrel.
Legyen (ki, ko, . .. k,) a kimenetelek, ekkor i A

PX—klo—p) o1 O

n

Lk, .. ke 8) = In(85(1—p)' ) = 3 (k;In p+(1—k;) In(1—p))

j=1
Megkeressiik a maximumot:
9} 1 1 <
0=—L(ki,ko,... . kn;p) = — ki — —— 1—k)=
5p(1 2 ) p;J l_pj—l( J)
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Konfidencia intervallum

Ahelyett, hogy pontosan meg akarnank becsiilni a keresett
paramétert, gyakran elég, ha tudjuk, hogy milyen
intervallumban van (bizonyos valésziniiséggel). Példaul, ha a
varhat6 értéket akarjuk megbecsiilni:

PII(X)<p<ulX))=1-«

Azaz a p a [I(X), u(X)] intervallumban van 1 — «
valésziniiséggel, akkor [/(X), u(X)] a konfidencia
intervallum, 1 — o pedig a konfidenciaszint.
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Py\)~p
?l)kro) s -p



Amikor csak a varhatd érték ismeretlen

Példa

Legyenek X;-k fiiggetlen, azonos eloszlasi normalis valtozok,
ismeretlen y-vel és ismert o-val. Ekkor X, is normalis
varhat6 értékkel és o /\/n szérassal. Mi lesz az 1 — « szinthez
tartozé konfidenciaintervallum?

20(z) — 1 —P(—z<§/\f“ )—
—P(Yn—\z/—(’ﬁs;t57n+7‘;)

Legyen z,/, amire a = 2—-2®(z,/,), ekkor

~ Zaf20 Zo )20
Xn - '\Xn =
(-2 %2

lesz a megfelelé konfidenciaintervallum.
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Példa

Az X fesziiltség egy konstansbdl és zajbol tevédik dssze:

X=v+N

ahol N ~ N(0,1). Taldlj 95%-os konfidenciaintervallumot v-re
ha 100-szor volt megmérve a fesziitség és a mintaatlag
5.25uV!

a = 0,05, z,/» = 1.96 Ekkor a keresett intervallum:

1,96 -1 1,96 -1
(5’25_T’5’25+ 0 )

\
(?\“ ] 7\‘1&) { 0,375) = MG
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Varhaté érték és szdras is ismeretlen

Legyenek X;-k fiiggetlen, azonos eloszlasi normalis valtozok,
ismeretlen yi-vel és ismeretlen o-val. Mi lesz pi-nek az 1 — «
szinthez tartozé konfidenciaintervajluma?

- é L o]
A szorast lecseréljiik a tapasztalati szérasra:
/
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Koszonom a figyelmet!
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