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P6tlé zarthelyi dolgozat
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdnak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az GUtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Egy megkevert magyarkartya-paklibél 4 lapot hizunk. Legyenek P, Z, T ill. M azon események, hogy
a huzott lapok kozt van piros, zold, tok ill. makk. Jeldlje tovabba rendre A, F', K ill. A azt, hogy
hiztunk legalabb egy alsoét, felsot, kirdlyt ill. aszt, valamint IV; azt, hogy hiztunk i értéki lapot, ahol
1 lehetséges értékei 7, 8, 9 ill. 10. Fejezziik ki a kdvetkez6 eseményeket a fent megadott események és
a halmazmiiveletek segitéségével:

a) huztunk szamos és figuras lapot is,
b) négy aszt hiztunk,

c¢) a huzott lapok a piros alsd, a piros felsd, a piros kirdly és a piros dsz.

A megadott kifejezések helyességének indoklasa is sziikséges.

(Egy pakli magyar kartya a kovetkezé 32 lapbdl all: minden szinbdl (piros, zold, tok és makk) van 4
darab szdmos lap 7, 8, 9 ill. 10 értékekkel, illetve 4 figuras lap: alsé, felsd, kirdly és dsz.)

Megoldas:
a)

(1 pont) Az, hogy huztunk szdmos lapot, pontosan azt jelenti, hogy az N7, Ng, Ny és Ny események
koziil legalabb az egyik teljesil, azaz ez az esemény Ny U Ng U Ng U Nig.

(1 pont) Hasonléan, az, hogy hiztunk figurds lapot, pontosan azt jelenti, hogy az A, F, K és A
események koziil legalabb az egyik teljesiil, azaz ez az esemény AU F U K UA.

(1 pont) Mivel mindkét fenti feltételnek teljesiilni kell, igy a két esemény metszetét kell tekinteniink,
tehat a kérdéses esemény
(N7UN8UN9UN10)ﬂ(AUFUKUA).

b)

(1 pont) Mivel 6sszesen négy lapot hizunk, igy az, hogy négy aszt hizunk, pontosan azt jelenti, hogy
mas tipust lapot nem htzunk.
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(1 pont) Elészor az utébbi esemény komplementerét hatdrozzuk meg: itt arrdl van szé, hogy legaldbb
egy masik (4sztol kiillonboz6) tipusi lapbdl huztunk, tehat az dsszes tobbi laptipushoz tartozé esemény
unidjat kell csak venni: N7 U NgU NgU NjgUAU FUK.

(1 pont) fgy a kérdéses esemény N7 U Ng U NgU NjgUAU FUK.
c)

(1 pont) Az hogy minden huzott lapunk piros, az éppen azt jelenti, hogy mem hiztunk egyetlen mas
szinbdl sem, tehat ez az esemény Z UT U M.

(2 pont) Ha minden figurds lapb6l hizunk, akkor sziikségképp (mivel ezekbdl négyféle van, és négy
lapot hizunk) mindegyikbél pont egyet hizunk, tehdt AN F N K N A éppen azt jelenti, hogy a mind
a négy figuras lapbdl hiuztunk pontosan egyet.

(1 pont) Vildgos, hogy a kérdéses esemény a fenti két esemény metszete:

(ZUTUM)N(ANFNKNA).

2. Az A, B C Q eseményekrdl tudjuk, hogy 1/4 a valésziniisége annak, hogy kettejiik koziil egyik sem ko-
vetkezik be, illetve hogy ugyanennyi a valészintisége annak, hogy mindketté bekovetkezik. Hatarozzuk
meg az P(B \ A) valészinliséget, ha azt is tudjuk, hogy az A esemény kétszer akkora valdszintliséggel
kovetkezik be, mint a B esemény.

Megoldas:
- 1
(1 pont) A feladat szovege alapjan P(AU B) = 1
1
(1 pont) és P(ANB) = T

(1 pont) tovdbba P(A) = 2P(B).
(1 pont) A komplementer valészintiségére vonatkozé formula alapjan

IP’(AUB):l—IP’(AUB):l—%:%

(2 pont) A két eseményre vonatkozé szita-formula alapjan

® = P(AUB) = P(4) + B(B) ~ P(AN B)

(1 pont) 1 ,
=2P(B)+P(B) — 1= 3P(B) — T

1
(1 pont) Ezt atrendezve 3P(B) = 1, azaz P(B) = 3 (ebbdl pedig P(A) = 2P(B) = 2, de erre az adatra
nincs sziitkség a tovabbiakban).
(1 pont) Igy tehat P(B\ A) = P(B) —P(AN B)
1 1 1

3. Szaz kocka koziil 98 szabdlyos, ketté pedig szabalytalan, ez utébbiaknak mindegyik oldaldn 6-os van.
Taldlomra valasztunk egy kockat a szazbdl, majd a kivalasztott kockaval haromszor dobunk. Mekkora
az esélye, hogy szabalytalan kockaval dobtunk, ha mindharom dobés eredménye hatos lett?

Megoldas:

(0 pont) A rovidség kedvéért vezessiink be jeloléseket a kovetkezd eseményekre:
HH = {harom hatost dobunk}, SZ = {szabdlyos kockaval dobunk},

(Ha nincs bevezetve kiilon jel6lés az eseményekre, hanem szévegesen vannak koriilirva, nem jar pont-
levonés. )
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(1 pont) A kérdéses valészintiség: P(SZ | HH).
(1 pont) Az SZ és SZ események teljes eseményrendszert alkotnak,
(2 pont) ezért alkalmazhaté rédjuk a Bayes-tétel:

P(HH | SZ)P(SZ)
P(HH | SZ)P(SZ)+P(HH | SZ)P(SZ)

P(SZ | HH) =

Ha esetleg a tétel nincs nevesitve, akkor is hivatkozni kell rd, hogy ez a formula az eléadas anyaganak
része. Az el6addsra valé hivatkozas nélkil a formuldra nem jar pont. Ha valaki kiilon alkalmazza
az egyerli Bayes-tételt, majd utdna a teljes valésziniiség tételét (mindketténél a tétel nevére vagy az
el6adésra hivatkozva), akkor is jar ez a két pont (egy-egy a két tétel alkalmazasaért). Hivatkozas nélkiil
ebben az esetben sem jar az adott pont. Kizardlag hibatlanul felirt formula(k)ra adhaté pont.

(2 pont) A feladat szovege alapjan

N 1 —
PHH |SZ)=|=) =— P(HH | S5Z)=1
(H|52) = (5) =51 PHE|5Z)=1,
(2 pont) tovabba
98 49 — 2 1
P(SZ) = —— =220 P(SZ) = — = —.
(52) 100 50’ (52) 100 50

(1 pont) Tehat behelyettesitve:
1.4
<A _ 50

P(SZ | HH) = Tl L
216 * 50 50
Ha a megoldé nem irja le altalanos alakban a formulat, csak a behelyettesitett értéket, akkor a for-
mulaért jaré 2 pontot is megkapja, amennyiben hivatkozik o tételre, és a behelyettesitett értékek
midegyikének jelentése pontosan tisztazott, valamint a helyettesités hibdtlan.

(1 pont) A miiveleteket elvégezve

1

< 0 1 50-216 216
P(SZ|HH) = —5—" 55~ = 5 - — 22 ~ 08151,
50216 T 50216 20 265 265

4. Egy fibkban 10 par (azaz 20 darab) parositatlan zokni van. Véletlenszertien kihtizunk bel6liik 4 darabot,
jelolje X a négy huzott zoknibdl 6sszerakhatd parok szamat. Hatarozzuk meg X eloszlésat.

Megoldas:
(1 pont) 4 darab zokni kozt 0, 1 vagy 2 par taldlhatd, igy ranX = {0, 1, 2}.
(1 pont) A huzasnél 20 elembdl valasztunk 4-et, igy Gsszesen (240)—féle hiuzas lehetséges, ez tehat az (2
eseménytér elemszama.
(1 pont) Az {X = 2} esemény éppen azt jelenti, hogy két parbdl hizunk ki két-két zoknit, ez a két
péar pedig Osszesen (120)—féleképp valaszthatd,
(1 pont) igy

P(X—2)—@—i~00093

== ) T O

(1 pont) Az {X = 0} esemény azt jelenti, hogy mind a négy kihtuzott zokni kiilonb6z6 parokbdl vald,
ezeket a parokat (140)—féleképp valaszthatjuk ki.

(1 pont) Azonban mindegyik parbdl egymastol fiiggetleniil két kiilonb6z6 zoknit hizhatunk, ez pedig

osszesen 24 - (1)) kiilonbozs lehetSséget jelent a hizdsra.

(1 pont) Tehat




BME VIK - Valészintiségszamitas B 2023. majus 23.

(2 pont) Végil P(X =0)+P(X =1)+P(X =2) = 1 miatt

(1 pont)
22
T_ 9 02072

P(X=1)=1- ==
323 323

Az utolsé 3 pont a kévetkezdképp is megkaphato:

(1 pont) Az {X = 1} esemény azt jelenti, hogy 3 parbdl hizunk.

(1 pont) Ha a parok fixek, akkor 3-féleképp valaszthatd, hogy melyikbdl hizzuk ki mindkettét, a mésik
kett6b6l pedig fiiggeleniil kétféleképp hizhatunk, ez tehit dsszesen 3 - 22 - (130) lehet&ség,

(1 pont) vagyis

P(X = 1) = 12- (1) 96

i = —.
) 323
(A megoldés persze olyan modellbél is megkaphaté, ahol figyelembe vessziik a hizésok sorrendjét.)

5. Az X és Y valOszinliségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat. Hatarozzuk meg
aP(XY > 0| X < 2) valosziniiséget és az E(X + 2Y") varhaté értéket.

0 1 2

—1 1/5 [1/5 ] 1/10
1 1/20 [ 1/4 | 1/5

Megoldas:
(1 pont) XY > 0 pontosan akkor teljesiil, ha Y = 1, tovabbd X =1 vagy X = 2, azaz

(XY >0} ={X=1Y =1}Uu{X=2Y =1}.

(1 pont) {X <2} = {X =0} U{X =1}

(1 pont) A feltételes valésziniiség definicibja szerint

CPUXY >0}n{X<2}) PX=1Y=1) 1/4
PAY >0 X <2) = P(X < 2) TPX=0)1PX=1) PX=0+PX=1)

(1 pont) Az X marginalis eloszldsa:

1 1 5 1
PX=0)=PX=0Y=-1)4+PX=0Y=1)=_+_—=_—=-
(X =0)=PX =0, ) +P(X =0, )=t ==

PX=1)=PX=1Y = 1)+]P>(X—11/—1)—1+1—g

e T S s 420

P(X =2)=P(X =2,Y = 1)+IP(X—2Y—1)—1+1—3

e ST I TR R T

(1 pont) tehat

P(X =1,Y =1) 1/4 120 5

P(XY >0]| X <2) =

P(X=0)+P(X =1) 5/20+9/20 4 14 14’

(1 pont) A varhaté érték linearitdsa miatt E(X +2Y) = E(X) + 2E(Y).

(1 pont) A varhato érték definicidja szerint

9 3 21
E(X):O-P(X:O)+1-P(X:1)+2.P(X:2):270+g:270'
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(1 pont) Az Y varhat6 értékének meghatarozasdhoz szamoljuk az Y marginélis eloszlasat:

1 1 1
1 1 1 1

(1 pont) tehat ismét a varhaté érték definicigja szerint

E(Y):(—1)-]P’(Y:—1)+1~IP’(Y:1):%—%:O,
. 21
(1 pont) vagyis E(X +2Y) =E(X) = 20

6. Legyenek X ~ Geo(p) és Y ~ Geo(p) fiiggetlen, geometriai eloszlast valdszintiségi valtozok, melyeknek
p € (0;1) paramétere azonos. Szamoljuk ki a P(X > 3) valdszintiséget, ha tudjuk, hogy D(X +Y) = 2.

Megoldas:
(1 pont) Mivel D*(X +Y) = 4,
(2 pont) igy a véltozok fiiggetlensége miatt 4 = D*(X +Y) = D?(X) + D*(Y). (Ha a megoldé nem

hivatkozik a fliggetlenségre, vagy a szabalyt a szérasra alkalmazza, akkor ebbdl a 2 pontbdl egy sem
adhat6 meg.)

1—p

(1 pont) A geometriai eloszlds szérasnégyzetét behelyettesitve 4 = 2 - 5
p

adé6dik,

(1 pont) ezt pedig 2-vel leosztva, p*-tel felszorozva és atrendezve a 2p? +p—1 = 0 méasodfokt egyenletet
kapjuk.

(1 pont) Ennek megoldasai

P12 =

—1++/1+8 —1+3
4 4

1
(1 pont) és mivel pozitiv szdmot keresiink, igy az egyetlen helyes megoldds a p = 5
(Ipont) X >3)=1-P(X<3)=1-(P(X=1)+P(X =2))

I 1 . PP
1-— B + 2 (ez a pont a j6 helyettesitésért jar)

(1 pont)

1
1

>~ w

(1 pont) =1—



