Villamosmérnok A2 (2017 tavasz) 3. pot ZH

Minden feladat 10 pontos, tehat Gsszesen 40 pontot lehet osszegyfijteni. Minden feladat
esetében sziikséges a vilagos indoklas, nem elég a végeredmeény és /vagy a vélasz.

1. Legyen fn(z) = nze™". (a) Hol konvergens, €s ahol igen, ott mi a hatéarfiiggvénye az fn
fiiggvénysorozatnak? (b) Egyenletesen konvergens-¢ & KN[0,1)ill. a KN[1,00) halmazokon,
ahol K a konvergenciatartoménya?

Megoldas. (a) Negativ z-ekre lim, fn(z) = —09; f(0) = 0 miatt limy fn(0) =0, ész > 0-ra
limy, fn(z) = 0, pl. hanyadoskritérinmmal, mert “+L§:__,{1:+1)x = %‘;—le‘z 3y e % <1, Tehat
K = [0,00] és itt a konstans 0 fiiggvény a hatéarfiiggvény.

(b) KN [0,1) = [0, 1)-en nem egyenletes a konvergencia, mert z, = 1/n-re rn(Zn) = fa(Zn) =
?1?1-,,6_“% — ¢! 5 0. De KN [l,00) = [1,00)-en egyenletes, mert itt Irn(z)] = fale) <
ne~" — 0; az egyenldtlenség azért igaz, mert g(z) = e@=Un _ zre g(1) = 0 és n,z 2 1-1€
g'(z) = ne@=Dn _ 1 > 0, {gy g monoton nd, tehat minden z > l-re z < efe=1n — 20",

amibsl, mindkét oldalt megszorozva ne™*"-el kapjuk, hogy nze™"" < newt:

2. Mely pozitiv z-ekre konvergens a e mlﬁ fiiggvénysor?

Megoldas. z = 1-re nem, mert "fn-{-_ll:'_l =140 Dez 7 Lre igen, mert ha z > 1, akkor
o x—ln konvergens mértani sor, ami majoralja No o FJrlw—_;-et, ha pedig z € (0,1), akkor

32 | ===-r6l mondhat6 el ugyanez.

3. (a) Adja meg f(z) = 1/x 1 korili Taylor-sorét! (b) Hol konvergens ez a sor? (c) Hol allitja
el6 f-et?

Megoldas. (a) A Taylor-sor definiciéjabol: fO(z) = e Nl il e ) —
(—1)“71!:1:_(““); tehat f2(1) = (-1)"n!, ésigy f 1 koriili formalis Taylor-sora > o g ftf_l (x—
In=N -2

(VAGY % = mifﬁ = Z.?LO:O(]. —-.’L‘)n ha ‘1 —z| < 1)

(b) Ez mértani sor, tehat pontosan akkor konvergens, ha |1 —z| < 1, azaz ha = € (0,2).

(c) Mivel z € (0, 2)-re konvergens mértani sor, az osszege "it(%_—m_) = -lx—; tehat a konvergencia-
tartoméanyan elsallitja 1/z-et.
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4. (a) Az a # 1 val6s paraméter mely értékeire invertalhaté az 4 = (G T<a
= 0
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mi az inverze? (b) Az ilyen értékekre hany olyan z vektor van, amire Az = (%)? (c) Ha
van, adjon meg egy ilyen z-et a fiiggvényében!

Megoldas.
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Vagyis A minden a # l-re invertalhato, és é"l = ((13 i 2)

(b) Vagyis A invertalhato, tehat Ker 4 = {0} (kovetkezésképp az Az = (
legfeljebb egy megoldasa van) és Im A = R?® (ezért van megoldésa).

@z=A" (%) = (2?501)_
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6 viijteni inden feladat
Minden feladat 10 pontos, tehat dsszesen 40 pontot lehet osszegytjteni. Min

20 : . i ény és/vagy a valasz.
esetében sziikséges a vilagos indoklas, nem elég a végeredmény és/vagy

| = A ergens, és ahol konvergens, ott
1. Legyen f,(z) = “—4%?5 (a) [0,00) mely részhalmazan konverg l dimogi
mi a hatarfiiggvénye az f, fiiggvénysorozatnak? (b) Egyenletesen konverg
halmazon, ahol K a konvergenciatartoméanya?

Megoldas. (a) Konvergens [0,00)-en és a konstans 0 fﬁggvény.hez tart, mert [ n(ok) z 0, és
T # 0-ra fn(:g) — 1—,/’3_%1-? < ﬁg — 0, amibél ]T‘n(&?)] = fn(ﬂf}) miatt az is kovetkezik, ogy a

konvergencia egyenletes [0, co)-en.
2. Hol konvergens a 377 | (1 + 2)™ fiiggvénysor?
P2 : :
Megoldas. Gyokkritériummal: 1/ (1+&)" = (1+2)" - €%, tehst a sor divergens, ha
e
z > 0 és konvergens, ha z < 0. z = O-ra divergens, mert (1 “k %)n = 150.

=4 n..n K - 3 - * =
3. (a) Mia ) 2 (—,p_,_li hatvanysor konvergenciasugara és konvergenciatartomanya?

genciasugaras: - = 1; 1-ben konvergens, mert ott az alter-
Megoldas. Konvergenciasugara: D ; gens,
nélé harmonikus sor, —I-ben pedig divergens, mert ott a harmonikus sor. Tehat a konver-
genciatartoménya (—1, 1].
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4. (a) Az a # 1 valés paraméter mely értékeire lesz a Vi = (%), Uy = (hi) €s U3 = (2)
—_— = - = a
R3-beli vektorok &ltal kifeszftett altér dimenzi6ja 2?7 (b) Egy ilyen a-ra adja meg ennek a
kétdimenzios altérnek egy bazisat, és irja fel ebben mindhérom vektort!

Megoldas. Az altér dimenzioja a

15003 L5003 1 3
(2-14)N(0—1 -2)N(0? 5 )N(é? 3
3-la 0-1a-9 019—qa 00 7—a

rangja, ami pontosan akkor 2, ha q — 7. Ilyenkor {v1,02} bazis, és vy = 3v1 + 2u, .

IMSc-feladat. Egyenletesen konvergens-e a Z;‘f’: 3 ( 1-|-%)”’2 fﬁggvénysor 5 konvergen it
manyén? Ha nem, adja meg a konvergenciatartoménya egy olyan nemiires részintervallumat
ahol igen. :

Megoldas. A 2. feladat szerint a konvergenciatartomany a negativ valosak. Egen a halmazon

nem egyenletes a | "genci 5 = zyne
= gyenletes a konvergencia, mlez t-n {n(x) (1+ 2)™ nem egyenletesen tart 0-hog: z, =
1€ In(2y) = folay,) = (1- ) > 1/e 0.
ea < O-ra ( —og, al-n mar ezgyenletes a konvergencia, mert elég nagy n-re (nevezetesen ha
z/n| <1 z\7 a\n . 2 St ey
|z/ I.< ) (1+ ,}) < (1 - a) ) €& D (1 f )" a gyOkkritérium miatt konvergens, tehat
I' €zen az intervallumon egyenletesen konvergens.



