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ZH 1. feladat

N
1) Ausztraliaban az egy haztartasra jutd skorpistamadasok F:Q&l‘)y‘

szama atlagosan évente 5. A tamadasok egymastol x 2
Eggg}_l_g_u,ek és egyszerre csak egy skorpié tamad. Mi a ( k=S .
valésziniisége, hogy ~ PV ® 5! 5" T P
i _,.? ly)= .-( ', S, W8 e
@ a) fél éven beliil t&bb mint 3 tamadas lesz? (2p) '-?( ‘kﬁ‘b) 1 K CIR 0\ ! o),

o b} két egymas utani tamadas kdzdtt t8bb, mint 3 hénap ", - __
telik el? (2p) Vo g\?{S‘) +> 3t (4- ‘)= C

@ c) ha eltelt mar egy hénap tamadas nélkiil, akkor még 2
hénapig nem lesz? (2p)  R(Y 2% | Yb*l) %‘N\) ?(Y ')Z) o (l e.)*:c
o d) a 4. tamadas az 5. hénap utan_lesz? (2p)
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ZH 2. feladat

2) Az x® + Bx + 1 — 0 egyenlet megoldasai kézott milyen
valésziniséggel lesz valds, ha B normalis eloszlasi 7 varhaté
értékkel és 1 szorassal?(3p)

B F1) B-bdl Do

:-un Vs 24
= - Zj -3
P(»21)=7(2 = 12) e’ il

- A-BE5)s 1=(1- §6) =By x4

'P(b‘_'?_)': “P( =L ‘_L_T—) §{-3) o =

ZH 3. feladat J} -
3) Legyen X. Y ~ Uni(0.1) (egyenletes eloszlasiak) —‘&’ﬁ%‘__

flieeetlenek. sl



dUd L 0'\}
3) Legyen X, Y ~ Uni(0,1) {egyenletes eloszlasnak) —{'_t-%_a:\—

fliggetlenek. s B _JE-%'%' 4
@ a) Mennyi az fiyv(s) konvoliciss fiiggvény?(6p) © 54 5
= [\ &2
(@ b) Mennyif(x, ). E(X|Y), CORR(X, ) =7 (3p)  §ey) ] FRlY=H =1L
e ¢} (extra} Milyen valésziniiséggel lesznek Q_oy_L.LY\tU) =0 T -
flw) = —(w — X)? — Y parabola gybkei nemnegativak? ) [ %
(Itt w az algebrai valtozé, X. ¥ a parabola paraméterei (x| Elx l
O(S(— \ valvaltozok.}(+4p) S g V)
o(s* S ks S W) (VI
gt lQ 3 \ 5‘(@ 8,_[;1) x Vi ) Ko 2HW o
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4) Legyen X, Y egyiittes siiriiségfiigevénye f(x.v) =c - x° a o “x 5
0« x < 1,0 < y = x tartomanyon. Szamold ki a ¢-t. Mennyi
X varhaté érteke, Y feltételes varhats értéke és hogy mindkét X ?‘K‘t Y('D’-' J b ﬁbdro ho A
valtozd értéke kisebb mint 0.57 1 B 05y
(E( x E(Y|X), P(X < 0.5, Y < 0.5) =7 (6p) o5 ve 6 =&
(M ) 1"‘1_ °
I 651

ZH 5. feladat v

5) Egy legitarsasagnal 2-motoros és 4-matoros gépek is 2M b M
vannak. Egy repiil§ akkor tud felszallni, ha a motorjainak Baln...(ll "i-) ? {“ {

toébb, mint fele mijkddik. A motorok egymastdl fuggetlendl &4 \'s

0.5 — 0.5 valdsziniseggel miikddnek. z &)G)* 4 (;) )3_1 :
@ a) A kétféle gép kdzil melyik a valasziniibb, hogy felszall? -__-_" ( § :’

@ b) Ha kivalasztunk egy 2-motoros és egy 4-motoros I;)ﬁ-) aill

gépet, és a szerel§ emlékezete szerint Gsszesen 3 motor Te

b

miikédik (de arra nem emlékszik, melyikek), akkor mi a
valésziniisége, hogy pontosan egy repil3 fel tud szallni a
ketts kdziil?
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ZH 5. feladat folyt.

@ c) A 2-motoros gépek alkotjak a flotta 30%-at a
4-motorosok a maradékot. Ha egy géprél tudjuk, hogy
miikddik, akkor mi a valésziniisége, hogy 2-motoros?

o,
o d)(extra) Legyen p paraméter egy motor miikddésének / \ 4).3
valésziniisége. Milyen p-kre lesz valészin(ibb, hogy a ({-)P-LI"F) < (J)P ('?) L(:')?l’
7 <Pt

4-motoros gép tud felszallni?
C.

/ Eﬁ'\m") m\ ey \bﬁéﬂ‘ W ?‘(l‘ﬁr\ér") Lo
(-4 P*’) ,77' >0

?(M) : O30+ OF - T
2 whods ) = Q2015
Pz > J l.»\v. /
Fm.‘ N1

0(""0@5\'- ol" 2:',
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Momentumgeneralé fiiggvény (folytonos)

My(s) = E(e™) = L{f}(—s) = [ Z F(x)e™ dx ‘

A momentumgeneralé fiiggvény
@ egy varhat6 érték s fliggvényében,
o Laplace transzformaltja a siirliségfiiggvény el6jelcserélt
valtozatanak,
@ é&s a s(riiségfiggveény/salyfiiggvény kdlcsondsen
meghatarozzak egymast.
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A momentumgeneralé filiggvény sorfejtésében a tagok o
egyiitthatéi tényleg momentumok: T ok (2
é(e - 8(;) (4 o-sl(;-\%)‘ L)J(
(sX)* | (sX)? :
1 =14+sX+-— o0 30 —
Ao et f\/&)/z

E(esx):/oo dx+/ f(x sxdx+/ f(x)-(sx)?/2! dx+
i E(@/L i
/ x

(sx)*/3! dx-

2E(X? ’3Ex3
SEX?) | SE(XC) |

=1+ sE(X)+ o 3l
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Momentumgeneralé fiiggvény

Mx(s)\"(0) = E(X")

d d 96 SsX o OC d sx o
gM(s)fglxe f(x)dX7/7er f(x) dx =

:/ xe™f(x) dx

a M(s)|s=0 = /jo xf(x) dx = E(X)

E o0
%M(S)‘SZO - /_: x"f(x) dx = E(X")
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Mx(s) = > e*P(X =k)
k=—o00
Példa
X ~ Poisson(\)
Mx(s) = Z ek P(X = k) = E es"ﬂe’A =
k=—o00 k=—00 :
— e—/\ees _ e)\(es—l)
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Karakterisztikus fiiggvény (folytonos)

Ox(w) = E(e¥) = F{rH(-w) = [ 1l o

Ahol i a komplex i = /-1, f(x) pedig az X
stirliségfliggvény-e.
A karakterisztikus fiiggvény
@ egy varhaté érték w fliggvényében,
o Fourier transzformaltja a siirliségfiiggvény el6jelcserélt
valtozatanak,

@ és a siirliségfiiggvény kolcsdnésen meghatarozzak
egymast:

) = - / Ox(w)e ™ du

oo
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Karakterisztikus fiiggvény (diszkrét)

Ox(w) = f: P(X = k) - /¥

k=—o00

A diszkrét karakterisztikus fiiggvény tehat Fourier
transzformaltja a stlyfiiggvény eljelcserélt valtozatanak.
Itt is fent all a a kdlcsénés megfeleltetés:

27
P(X = k) = zi_ /0 dx(w)e ™k dw
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Példak

; A
A\ ejl'\‘ X -&u\ .L EU\“)K —F9
X ~ Exp()) 1A ir‘iﬂ\u:)/

7 ? o

*© —AX jiwx = —(A—iw)x A
bx(w) :/0 )\e)A e dx :/0 e~ (=iwdx gy — o
e ’

X ~ Geom(p)

o
Ox(w) = Y p(L—p)fet = p 3 (1~ p)e) =

k=0 P (L0 %
R o
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Mi az 6sszefiiggés a karakterisztikus és a
momentumgeneralé fliggvény kozott?

Ha Mx(s) < oo minden s € (—¢, €)-ra akkor

oo
Ox(w) = My (iw) g‘(x“) s J ki-gu) olx

azaz, ha a valvaltoz6 momentumai léteznek (végesek) akkor

megfeleltethetd a karakterisztikus fliggvénynek. ) “oo S viev
Tovabba LALMC TSRS Mupye,- o4 b
o Ha Y = aX + b akkor ®y(w) = ey (aw) ill. T
My (s) = e Mx(as) ’ k‘YD
e Ha X, Y fiiggetlen valvaltozék és(:Z =X+ Y]akkor

¢°Z(w) = CDX(w) s ¢y(w) ill. Mz(S) = Mx(S) 8 My(S)
Azaz az Gsszegbdl szorzat lesz, ahogy a
Fourier/Laplace transzformacional illik.
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Minek van két kiilon fliggvény?

KARAKTERISZTIKUS MOMENTUMGENERALO
FUGGVENY FGGVENY
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Példak

o) T
X1, Xa, ... X, fiiggetlen Bernoulli valvaltozék p paraméterrel. ° ~ s
Ekkor W = X; + Xz + ... X,, ~ Binom(n, p) MX'(S) "(4*['9'& ~ PC
\

Mw(s) = Mx,(s) - Mx,(s) - - - - Mx,(s)

Mu(s) = (1 = p)e™ + pe*)"

Két kiilénb6z6 paraméterii Poisson dsszege is Poisson:
X ~ Poisson(\), Y ~ Poisson(p), Z=X+Y
MX(S) = eA(es*1)7 My(S) = el‘(esfl)

0@1:)

My(s) = eNE-Deu(e—1) _ gOuti(er-1) ~ YOI~
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Normalis eloszlas karakterisztikus fliggvénye

= . 1
¢X(w) :/ elwxe(xf;l)2/2az_ dx =

V2w

e—iwn

T oVor

oo -

(/ e /29 cosw(x — p) dx+ i / el 29 sin(x — pu) dx) = gln(0?/2)

J- . —
- x

Ha X standard normalis valtozo:

Ox(w) = e/

Azaz a Normalis eloszlas karakterisztikus fliggvénye is
Normalis.
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Két normalis konvoliciéja

Legyen X ~ N(u1,01), Y ~ N(up,02) ésZ=X+Y X l'u &v’%

Feiy(z) = /_Z F(x)fy(z — x) dx = MWJL,‘,{

1
27010

/oo e~ (x—m)?/201 o= (z=x—pp2)?/202 4o
—00

-

! o\ -t (ed) (3 (i)
270107 (1/0’%4»1/0%)6 oo ’

Ami nem mas, mint egy Gjabb normalis eloszlas 111 + 1o
varhat6 értékkel és o + o3 varianciaval.
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2D Normalis

A 2D Normalis siiriiségfiiggvénye a kévetkezs:

1 o () (a2) e (2 ) (552)
} ]

(z,y) = ————F——= ¢
! ) 2noy09V/1 — 12

ahol r = CORR(X, Y). A 2D Normalis eloszlasnal ha
CORR(X,Y) =0« X, Y fiiggetlenek.
Ekkor a 2D Normalis el8all, mint 2 Normalis szorzata:

. 1 -1 %27%%:
f(z,y) = —— ¢ : (%) -2 (557)

2moq 09
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2D Normalis
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2D Normalis korrelacié
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2 korrelalt Normalis 6sszege

Legyen X, Y ~ N(0,1) és CORR(X,Y) = —0.5

)
fr® = [ fertxz—x) s
1 Y e —2px (tx )+ (z=x YI2(1-F)
:—7)1/7 e cpx (27 x ] ")dx
27(1 — p) ")
1 o 2_ a2\
- 27,—(3/4)1”1/,f R
Ekkor

6722/2

f, z) =

x+v(2) o
Tehat két nem fiiggetlen Standard Normalis dsszege is
Standard Normalis eloszlasa.
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Zaj karakterizaci6

Vernon D. Landon villamosmérndk a 40-es években
kommunikaciés daramkorokben eléfordulé zajt tanulmanyozta.
A megfigyelések alapjan gy tiint, az x(t) zajfesziiltség
altalanos jellemzsi egyformak (még ha teljesen kiilonb6z68
forrasbél erednek is: természetes, asztrofizikai, vakuumcsovek,
kondenzatorok, ellenallasok, etc.).

Korabban, amikor mérndkdk probaltak karakterizalni
zajfesziiltséget, kiilonbdz6 forrasok alapjan tették azt. Landon
rajott, hogy a zaj sokkal univerzalisabb ennél: elég a széras (o)
a zaj karakterizaciéjahoz.
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Landon-derivalt

Tegyiik fel, hogy p(x, 0?) a zajfesziiltség siirtiségfiiggvénye.
Legyen tovabba Ax pici, o-hoz képest, Ax siiriségfiiggvénye
q(Ax) fiiggetlen p(x, 0%)-t8l.
x" = x4 Ax. Ekkor x” siirliségfiiggvénye _konyoliciobol adédik:
lkonyo Ly G
) = [ (' = Bx)a(Ax)d(ax)

Ha ezt sorba fejtjiik: @w) Y“"""— é'(Ax)
g W —

f(x) = p(x,0%) — % / Axq(Ax)d(Ax)+
1 9p(x, 02 eod) ...
+5% / (Ax)q(AxX)d(Bx) + ..
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Landon-derivalt

Feltehetjiik, hogy E(Ax) = 0 és E((Ax)¥) = o(E((Ax)?))
azaz a magasabb momentumok elhanyagolhatéak.

19%p(x, 0

F(x) = plx. o3 T2 [ (axPaan)dan)+olE((8x)

Kézben a variancia megemelkedett: 0% + D?(Ax), igy

f(x) = p(x,0* + D*(Ax))

) = plx.0%) + D28 P e ((ang?))
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Landon-derivalt

Ez a kdvetkezd egyenletet adja nekiink:

p(x,0?) 182p(x. a?)
do2 2 0Ox?

Ami nem mas, mint a diffaziés egyenlet, amit a 0> = 0 kezdeti
feltételre megoldva:

1 _2p
P(Xvﬁz)zﬁe ¢

Azaz a Standard Normalis siriiségfiiggvénye.
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Miért a Normalis?

o CHT: tetszéleges valvaltozék (azonos eloszlassal és véges
varhaté értékkel, szérassal) osszege Normalishoz gravital,

Normalis Fourier transzformaltja Normalis (a
karakterisztikus fliggvénye Normalis),

Két Normalis szorzata Normalis,

Két Normalis konvolaciéja Normalis,

A konvolaciénak, mint operatornak fixpontja a Normélis:)
Landon-derivalt,

A Normalis maximalizalja az entrépiat, :B /\AV\/'—‘MSO

A Normalis minimalizalja a Fisher informacié
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https.//www.facebook.com/teeratongsii
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Koészénom a figyelmet!
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