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Emlékezteto: Klasszikus valdszinliség

Mult héten volt:

Definicid. Legyen Q2 egy véges eseménytér, és legyen A C (2.
Definidljuk az A esemény P(A) valdsziniiségét a

Al
P(A) = ——
(A) Q
formuldval. Ekkor azt mondjuk, hogy az Q eseménytér, a rajta
megadott események (tehat € részhalmazai) és a fenti formuldval
definialt valdszinitiségiik egylittesen egy klasszikus valdsziniiségi
mezét alkotnak.



Valdszinliségi mezok

A klasszikus valdszintiségi mezék nem elegendoek
céljainkhoz.

Példak.
e Klasszikus valdszinliségi mezé esetén az €2 eseménytér véges
halmaz kell legyen, sok esetben ez a feltétel nem teljesiil.

o Amikor két kockadobas lehetséges kimeneteleit a kockak
megkiilonboztetése nélkiil (csak a két eredmény megaddsaval)
prébaljuk meg leirni, akkor a kimenetelek nem azonos
valdsziniiséggel addédnak.

e Egy cinkelt kocka viselkedését nem tudjuk a klasszikus
mezovel leirni, hiszen az a kulonbozé kimenetelek tekintetében
kifejezetten kilonbozoképp viselkedik.



Valdszinliségi mezok

Absztraktabb definiciéra van sziikség:

Elvonatkoztatunk attdl, hogy az események valdsziniiségét
konkrétan milyen formula definidlta.

Milyen matematikai objektumot kaptunk a korabbi
definiciéval, és az milyen tulajdondsgokkal bir?

A valdszinliségek valéjaban eseményekhez rendelt szamok,
vagyis a valdsziniliség egy az események halmazan
értelmezett, valds értékin fuggvény.

A fliggvényértékek a [0; 1] intervallumban kell legyenek.
Azt szeretnénk, hogy az 1 fliggvényérték a teljes bizonyossigot
reprezentdlja (= P(Q2) = 1), mig 0 legyen a valdsziniiség
akkor, ha valami nem kdvetkezhet be (= P((})) = 0).



Valdszinliségi mezok

Absztraktabb definiciéra van sziikség:

Elvarhatd, hogy ha két esemény egyszerre nem kovetkezhet
be, akkor annak a valdszinlisége, hogy egyik a kettébdl
bekovetkezik, az egyes valdszinliségek oOsszege legyen.

Ezt a matematika nyelvén (gy fogalmazhatjuk meg, hogy ha
AN B =0, akkor a P(AU B) = P(A) + P(B) 6sszefiiggésnek
fenn kell dlinia.

A klasszikus valdszinliségre mindezek a valdszinliséget
definidlé formula kovetkezményei.

Az 3ltaldnos esetben (Iényegében) ezeket fogjuk eléirni.

Egy definicioban érdemes minél kevesebb tulajdonsag
teljestilését eldirni, amelyekbdl a tobbi mar kovetkezik!



Valdszinliségi mezok

Definicié. Legyen Q eseménytér, A pedig ezen eseménytér
eseményeinek halmaza. Tegyiik fel, hogy a P: A — [0; 1]
fuggvényre a kovetkezok teljesulnek:

(i) P(Q) =1,

(ii) (o-additivitas) ha Aq,..., A, ... € A paronként egymdst
kizdré események, vagyis A; N Aj = () teljesiil minden
i,j € NT, i+ jesetén, akkor

P (G A,-) = iP(A,-).

Ekkor a IP fiiggvényt az A halmazon értelmezett valdsziniiségi
mértéknek nevezziik. Tovabba, ha IP valdsziniliségi mérték az A
halmazon, akkor az (Q2,.A,P) hdrmast valdsziniiségi mezének
nevezziik.



Valdszinliségi mezok

Megjegyzések.
e A fenti definicidban nem voltunk teljesen precizek az A
halmaz tekintetében.

e Altaldban fel kell tenni, hogy A egy Un. o-algebra. Ezekkel a
technikai részletekkel nem foglalkozunk, a félév els6 felében
feltételezhetjiik, hogy A az Q Osszes részhalmazdnak halmaza.

e Késobb roviden visszatériink még erre a kérdésre.



Valdszinliségi mezok

Megjegyzések.

o A klasszikus valdsziniiség teljesiti a fenti definiciéban felsorolt
(i) és (ii) tulajdonsdgokat, vagyis a klasszikus valdsziniiség is
egy valdszinliségi mérték.

e A definicidban szerepl (i) tulajdonsag teljesiilését a klasszikus
valészinliség esetén igazoltuk.

e A og-additivitds is konnyen levezethet6 a klasszikus
valdszinliség tulajdonsagaibdl azt is felhaszndlva, hogy
klasszikus valdsziniiségi mezok esetén véges eseménytérrel
dolgozunk.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Allitas. (A valésziniiségi mérték tulajdonsagai)
Legyen P : A — [0; 1] egy valdszinliségi mérték egy eseménytér
eseményeinek A halmazan. Ekkor

(i) P(0) =0,
(ii) (additivitds) ha Ai,..., A, € A paronként egymast kizdré
események, akkor

P(AiU---UA,) =P(A1) +--- + P(Ap),
specidlisan, ha A, B € A és AN B = (), akkor
P(AU B) = P(A) + P(B),

(iii) minden A € A-ra P (A) =1 —P(A),
(iv) ha A,B € Aés B C A, akkor P(B) < P(A).



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Megjegyzés. A (iv) tulajdonsdgnal fenndllé szitudcidban, tehdt ha
az A és B eseményekre B C A teljesiil, azt mondjuk, hogy a B
esemény maga utdn vonja A-t.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Bizonyitds. (i) P(0) =0
e Haszndljuk a valdsziniiségi mérték o-additivitdsit az A; =0
valasztdssal minden / > 1 index esetén.

e Ekkor az A; halmazok paronként diszjunktak, igy

P(}) =P (U A,-) => P(A) =D _P©).
i=1 i=1 i=1

e A bal oldalon egy 0 és 1 kozotti szam all. = A jobb oldalon
allé végtelen osszeg értéke véges.

e Mivel az dsszeg minden tagja P(0), igy ennek értéke 0.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Bizonyitds. (ii) (additivitds)
e Haszndljuk az (i) tulajdonsdgot és a mérték o-additivitasat.
o Legyenek Aj,..., A, € A péaronként diszjunkt halmazok, és
legyen minden /i > n esetén A; = ().

e Ekkor az A1, ..., An, Ant1, ... € A halmazok tovabbra
paronként diszjunktak, és igy

P <L__HJ1A> —P (00 A,,> :ip(/\,) =

i=1 i=1
=D B(A)+ > P(A).
=1 i=n+1

e A jobb oldalon &ll6 m3sodik 6sszegben minden tag P(()) = 0,
igy a (ii) allitast belattuk.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Bizonyitds. (iii) P (A) =1 — P(A)
o Legyen Ac A, ekkor AN A = (), tovdbba Q = AU A.

e A valdszinliségi mérték definiciéjaban szereplé (i) tulajdonsag
és a mérték additivitdsa miatt

1 =P(Q) = P(AUA) = P(A) + P(A),

ezt atrendezve addédik az allitds.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Bizonyitds. (iv) B C A= P(B) < P(A)
e Ha B C A teljesiil, akkor A= B U (A\ B) teljesiil.
e Bés A\ B egymast kizdré események, igy a P additivitasa
miatt

P(A) = P(BU(A\ B)) = B(B) + B(A\ B) > P(B),

mert P(A\ B) > 0.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai




A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Mit mondhatunk két esemény unidjanak valdsziniiségérdl,
amennyiben azok nem (feltétleniil) egymast kizdrdak?

Allitas. (Szita-formula 2 eseményre)
Legyenek A, B egy valdsziniiségi mezé tetszbleges eseményei, ekkor

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Bizonyitds.

e Az AU B esemény 2 egymast kizaré részre bonthaté Ggy,
hogy csoportitjuk az elemeit aszerint, hogy benne vannak
A-ban vagy sem.

e Utdbbi kimenetelek a B \ A halmazt alkotjak, igy tehat
AUB=AU(B\A).
o A valdsziniiségi mérték additivitdsa miatt

P(AU B) = P(A) + P(B \ A).



A valészinliségi mérték tulajdonsagai




A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Bizonyitds.
e Csempéssziik be a jobb oldalra a P(A N B) értéket egyszer
pozitiv, egyszer pedig negativ eldjellel, a kifejezés értékét igy
nem valtoztatva:

P(AUB)=P(A)+P(B\ A) +P(ANnB) —P(AN B).

e B=(B\A)U(ANB) a B esemény egy egymast kizaré
eseményekre valé felbontasat adja.

e igy P(B) = P(B\ A) +P(AN B), ezt a fenti egyneléség jobb
oldalan behelyettesitve a bizonyitandé allitast kapjuk.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai




A valészinliségi mérték tulajdonsagai

e A szita-formulat szokds Poincaré-formuldanak is nevezni.
o A fenti allitas kettonél tobb halmaz unidjara is altalanosithaté.

e Hiarom esemény esetén:

Az alapotlet itt is az, hogy a harom halmazt kilon-kilon
megmérve a halmazparok kozos részeit duplan szamoljuk, igy
azok mértékét le kell vonni.

Ekkor viszont azt a részt, ami mindhdrom eseményben benne
van, véglil egyszer sem szamoljuk, ezért annak mértékét végiil
még hozza kell adni az egészhez.



A valészinliségi mérték tulajdonsagai

Allitas. (Szita-formula 3 eseményre) Legyenek A, B, C egy
valdszinliségi mezo tetszbleges eseményei, ekkor

P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)

—P(ANB)—-P(BNC)—-P(CNA)
+P(AnBNC).




Példak valdszintiségi mértékre

Hogyan adhatunk meg egy valdsziniiségi mértéket?

Példa.Tegyiik fel, hogy egy cinkelt kockaval sokszor dobva

16
- az esetek 100 részében dobunk egyest vagy kettest,

17 e
- az esetek 100 részében dobunk hdrmast, négyest, otost és
hatost.

Ekkor jogosnak érezhetjik azt mondani, hogy a kiilonbozé dobdsok
valdszinliségeit a fenti tortek adjak.



Példak valdszintiségi mértékre

Modell:
e Eseménytér: Q = {1,2,3,4,5,6}.
e Az egyetlen kimenetelbdl all6 eseményekre
P({1}) = P({2}) = 0,16
P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = 0,17

kell teljesiiljon.



Példak valdszintiségi mértékre

e Ha egy valdsziniiségi mérték a fenti egyenlGségeket teljesiti,
akkor ezek mar meghatdrozzak annak értékét minden esemény
esetén.

e Ugyanis: barmely esemény ilyen kimenetelekbdl allé (egy
elem(i) események paronként diszjunkt uniéja = a mérték
additivitdsa miatt a valdszinlisége az 6t alkotd kimenetelek
valdszinliségének osszege kell legyen.

e Példaul az E = {2,4,6} eseményre

E={2tu{4ru e},

és igy a P(E) = 0,16 +2- 0,17 = 0,5 egyenl&ségnek
teljesiilnie kell.



Példak valdszintiségi mértékre

A kimenetelek valdsziniiségének megadasa meghatdarozza az
egyetlen lehetséges P fliiggvényt, de azt nem mutattuk meg,
hogy ez a valéban valdsziniiségi mérték!

Szerencsére ez igy van, és fenti mddszer gond nélkiil
altalanosithatd, amennyiben az eseménytér véges vagy
megszamldlhatéan végtelen (ebben az esetben a valdsziniiségi
mezbt diszkrétnek nevezziik), tovabbd a kimenetelek
valdsziniiségeinek Gsszege 1 (ez utdbbi biztositja a P(Q2) =1
feltételt a mérték definicidjaban).

(A fenti példaban mindkét feltétel teljesiilt.)



Példak valdszintiségi mértékre

Allitas. Legyen 2 egy véges vagy megszamlalhatéan végtelen
halmaz. Legyen tovabbd p: Q — [0; 1] egy tetszbleges
stlyfiiggvény, amely egy w € Q kimenetelhez a p(w) € [0; 1] sulyt
rendeli. Tegyiik fel, hogy

> o pw)=1

weR

teljesiil. Definidljuk a P fliiggvény értékét egy A C QQ eseményre a
kovetkez6képp:
P(A) =) _ p(w).
w€EA
Ekkor a P fliggvény egy valdszinliségi mérték az 2 eseményeinek
halmazan.



Példak valdszintiségi mértékre

Példa.

e Feldobunk két pénzérmét, az egyes dobdsokat ezdttal nem
kulonboztetjuk meg.

e A kimenetelek példaul megadhatdk lgy, ha megadjuk a fejek
szamat = az Q = {0, 1,2} eseménytérrel dolgozunk.

e Mivel 1 fejet kétféleképp is kaphatunk, igy az egyes
kimenetelekhez a kovetkezOképp rendeliink valdsziniiségeket:

pO)=p2) =7 p1)=3



Példak valdszintiségi mértékre

Példa.

o A fenti alltitas értelmében a p valdszintiségi silyfuggvény
egyértelmiien meghatdroz egy valdszinliségi mértéket az Q2
eseményeinek halmazan.

e Példaul annak a valdsziniisége, hogy a dobasok kozt van fej:

P({1,2}) = p(1) + p(2) = >.



Példak valdszintiségi mértékre

Megjegyzések.
e Ebben a példaban a p sulyfiiggvényt azért valasztottuk igy,
hogy jél haszndlhaté modellt kapjunk a tényleges pénzdobasra.

e Elvi szempontbdl azonban semmi akadalya annak, hogy mas
valdszintiségeket rendeljiink az egyes kimenetelekhez.

e Példaul a konstans % stly éppen a klasszikus valdsziniiséget
adna.

e De: mas vélasztasok nem volndnak alkalmasak a valdsdg jé
leirasara.



Példak valdszintiségi mértékre

Megjegyzések.

e A fentiek szerint az eseménytérbol nem kovetkezik maga
valdszinliségi mérték valasztdsa, ezt az 2 halmaztdl
fuggetlenil hatarozhatjuk meg, éppen ezért kezeljiik ezeket az
objektumokat kiilon egymastdl.

e Amikor a valdsziniiségi mérték is rogzitett, akkor mar nem
csak egy eseménytérrél, hanem egy valdsziniliségi mezordl
beszélhetiink.



Példak valdszintiségi mértékre

Megjegyzések.

Az fenti allitds azt az érzést keltheti, hogy megoldottuk a
véletlen jelenségek modellezésének problémdjat.

Az Q) szamossagdara vonatkozé feltétel az allitdsban azonban
oOridsi korldtozast jelent.

Valdjdban a leggyakoribb alkalmazasok tobbségéhez nem
elegendbek a megszamldlhatd (tehat véges vagy
megszamldlhatéan végtelen) eseményterek.

A leggyakrabban el6kerilé ilyen példdk a véges halmazokon
tul a természetes szamok N halmaza, az egész szamok Z
halmaza ill. a ranciondlis szamok Q halmaza.

De ha példaul egy valds intervallumban felvett véletlen
értékrol beszéliink, akkor ezen értékek, vagyis az intervallum
elemeinek szama mar nem megszamlalhatd.

Hasonlé példakkal majd a félév masodik felében foglalkozunk.



Feltételes Valdszinliség

Kérdés: a véletlen eseményekhez rendelt valésziniiségeket
hogyan valtoztjak meg bizonyos, az eredeti helyzethez képest
uj feltételezések vagy a szituacidval kapcsolatban nyert plusz

informaciok?

A fenti kérdés megviélaszoldsahoz a feltételes valésziniiség fogalma
lesz segitségiinkre.



Feltételes Valdszinliség

Példa.

o Tegyik fel, hogy egy kockadobas utan valaki elarulja nekiink,
hogy a dobott szdm paros, azaz bekovetkezett az
E ={2,4,6} esemény.

e Milyen valdszintiségi modellt hasznaljuk ebben az esetben?

o Megvialtoztathatndnk az eseményteret, hiszen itt mar csak
harom kimnetel lehetséges, tehat lehet Q = E.

e Az is értelemszerii, hogy ez a hdrom kimenetel ekkor
ugyanolyan valdszinii adédik, tehat mindharom eset 1/3
eséllyel kovetkezik be.



Feltételes Valdszinliség

Példa.

e A fenti valasztds nem feltétlenil praktikus.

e Lehetséges, hogy tovabbi dobdsok esetén ez az informacié
nem &ll majd rendelkezésiinkre, és akkor ismét mas modellt
kell alkalmaznunk.

e Az is lehet, hogy megtudjuk, hogy paros-e az eredmény, de
ekkor a két eshetdség két kiilonbozd eseményteret
eredményezhet.

° fgy feleslegesen komplikdltd és nehézkessé vilik a kisérletek

preciz matematikai leirasa.



Feltételes Valdszinliség

o Az eseménytér megvaltoztatasa helyett a feltételes
valdszinliség fogalmat fogjuk hasznalni.

e Ez oly médon sziikiti le az eseményteret a feltételezetten
bekovetkezé eseményre, hogy az azon kiviil esé kimenetelek
valdszintségét nullava teszi.

e Ezzel ekvivalens, hogy a feltételben szereplé esemény 1

valészinliséggel bekovetkezik. Ezt pedig ugy érjiik el, hogy
leosztunk annak valdszinliségével.



Feltételes Valdszinliség

Definicié. Legyenek A, B egy valdszinliségi mez6 eseményei, ahol
P(B) > 0 teljesiil. Ekkor az A eseménynek a B eseményre vett
feltételes valdsziniisége

_ P(ANnB)

P(A|B) := BB (" A valdszintisége, feltéve B”).



Feltételes Valdszinliség




Feltételes Valdszinliség

Példa.
e Ismét: kockadobas, tegyiik fel, hogy a dobds paros.
e Meghatdrozzuk annak a valdszinliségét, hogy kettest dobunk.
e Most is a szokdsos Q = {1,2,3,4,5,6} eseményteret
hasznaljuk, IP pedig a klasszikus valdszinliséget jeloli.

e A fenti definicié értelmében a kettes dobds valdszinlisége az E
feltétel mellett

P({2ynE) _P(H2}) _1/6 1

P2} E) = P(E) ~ P(E) 12 3

ami megfelel az el6zetes varakozdsainknak.



Feltételes Valdszinliség

Példa.
e Legyen most A az az esemény, hogy 3-nal nagyobbat dobunk.

e Ekkor az A valdsziniisége az E feltétel mellett

P(ANE) _ P({4,5,6} N {2,4,6}

FATE) = "5 B(E)

_P({4,6}) _2/6 2

P(E)  1/2 3



Feltételes Valdszinliség

Példa. Tovabba (az elvardsainknak megfeleléen)

_B(ENE)_B(E)
FEID= "5y " BE) b
P({1} N E) P(0)

=56 ~r =°



Feltételes Valdszinliség

A feltételes valdsziniiség minden esetben egy 0 és 1 kozotti szam,
mert AN B C B miatt P(AN B) < P(B) teljesiil.

A fogalom elnevezése azonban nem csak emiatt jogos:

Allitas Legyen (Q,.A,P) egy valésziniiségi mezé, legyen tovabba
B € A egy esemény, melyre P(B) > 0 teljesiil. Definidljuk a

Pg : A — [0;1] fuggvényt a Pg(A) = P(A | B) formulaval. Ekkor
Pg egy valdsziniliségi mérték az {2 eseménytér eseményeinek A
halmazan (vagyis (2,.A,Pg) egy valdsziniiségi mezd).



Feltételes Valdszinliség

e A fenti allitds azt mutatja, hogy a feltételes valdsziniiség
segitségével egy valdszinliségi mértékbol tjabbakat
konstrudlhatunk.

e Tehat mindaz, amit a valdsziniiségi mértékekre altalaban
belatunk, igaz a feltételes valdsziniiségre is.

e Példaul

P(A|B)=1-P(A|B)

teljesiil minden A és B eseményre, feltéve persze, hogy
P(B) > 0.



Események fliggetlensége

e P(A| B) és a P(A) 6sszehasonlitdsa képet ad arrdl, hogy
hogyan befolyadsolja a B bekovetkezése az esélyeket az A
esemény bekovetkezésére.

e Fontos specidlis eset: amikor ez a valdszinliség a B
bekovetkezésétdl fliggetleniil ugyanaz marad, tehat

B _ P(ANB)

P(4) = B(A| B) = L)

e A fenti egyenléséget P(B)-vel beszorozva a
P(AN B) = P(A)P(B)

addédik.

e Ez az, amit a fiiggetlenség definicidjahoz felhaszndlunk.



Események fliggetlensége

Definicié. Legyenek A és B egy valdsziniiségi mezé eseményei,
ekkor A és B egymastdl fiiggetlenek, ha

P(AN B) = P(A)P(B)

teljesil.



Események fliggetlensége

Megjegyzés.
e Ha P(A),P(B) > 0, akkor

P(A | B) = P(A) & P(ANB) = P(A)P(B) & P(B | A) = P(B),

és mindharom egyenlet éppen azt jelenti, hogy A és B
fuggetlenek.

e JOl Iatszik a fenti ekvivalens Gsszefiiggésekbdl, vagy akar a
definidlé egyenletbdl, hogy a fogalom szimmetrikus.

o A fuggetlenség definiciéjaban nem koveteljik meg, hogy
barmelyik esemény pozitiv valdszinliségii legyen, az definidlé
egyenlet mindkét oldala értelmes akkor is, ha az A és B
események barmelyike 0 valdsziniliségi.



Események fliggetlensége

Az eseményekre fent definidlt fiiggetlenség fogalma akkor
hasznalhatd, ha jél illeszkedik a valds esetekben hasznilt
fuggetlenségfogalomhoz, vagyis ha a tapasztalati iton egymastdl
fuggetlennek itélt jelenségek a modellben is azok a fenti definicié
értelmében.



Események fliggetlensége

Példa.

o Kétszer egymds utadn feldobunk egy szabalyos pénzérmét.

e Ha ezt sokszor egymds utan végrehajtjuk, azt tapasztaljuk,
hogy a mdsodik dobds nagyjabdl az esetek felében lesz fej
vagy iras akkor is, ha az els6 dobdsra fejet kaptunk, és akkor
is, ha elsore irds adédott.

e Azaz tapasztalat szerinte az elsé dobds eredménye semmilyen
moédon nem befolydsolja az esélyeket a masodik dobasnal.



Események fliggetlensége
Ugyanez a példa a modelliinkben:
e Az eseményteriink az Q = {F, I} x {F, I} szorzathalmaz,
mindegyik kimenetel 1/4 valdszinliséggel kovetkezik be.
e lLegyen A az az esemény, hogy elsore fejet dobunk, B pedig
az, hogy a mésodik dobas fej, azaz

A={(F,F),(F,1)}, B={(F,F),(I,F)}.

e Tehat
1 11
P(BNA) =P({(F,F)}) = 12 357 P(B)P(A),
igy A és B fliggetlenek a fenti definicié értelmében (is).
e Ugyanezt a kovetkezd szamolassal is igazolhattuk volna:

_P(BNA) _ P{(F.F)})
PBIA = =5y = B(F F).(F. 0D
AL ppy

12 2



Események fliggetlensége

Ugyanez a példa a modelliinkben:

e Tovabba annak a valdsziniisége, hogy masodszorra irast
dobunk, ha tudjuk, hogy elsére fejet kaptunk:

IP’(§|A):1—IP(B\A):%:IP’(§).

o igy tehat A és B is fiiggetlenek.

e Hasonléképp adédik ugyanez az A és B, ill. az Aés B
eseményekre is.

e Vagyis az, hogy az A esemény bekovetkezik vagy sem,
semmilyen hatdssal nincs a B bekovetkezésének esélyeire, ami
persze teljes osszhangban van a varakozasainkkal.



Események fliggetlensége

Ez utdbbi jelenség altaldban is teljesiil:

Allitas. Tegyiik fel, hogy egy valdszinliségi mez6é A és B eseményei
egymastdl fiiggetlenek. Ekkor A és B és fiiggetlenek.
Kovetkezésképp az A és B ill. A és B eseményparok szintén
fuggetlenek.



Események fliggetlensége
Bizonyitas.
e Azt szeretnénk belstni, hogy P(AN B) = P(A)P(B).
e Induljunk ki az egyenlet jobb oldalabdl:
P(A)P(B) = (1 — P(A))P(B)
=P(B) - P(A)P(B) =P(B) —P(AN B).
e Korabban mar lattuk, hogy B = (B\ A)U(ANB)a B

halmaz egy egymast kizar6 események unidjara valé
felbontasa, tovabbd hogy B\ A= AN B.

o A valdsziniliségi mérték tulajdonasgai szerint
P(B) =P(AN B)+P(AN B),

ezt atrendezve és behelyettesitve a fenti egyenléség jobb
oldaldra adddik A és B fuggetlensége.



Események fliggetlensége

Bizonyitas.
o A fuggetlenség szimmetrikus relacié, azaz ha A és B
fuggetlenek, akkor B és A is azok, igy a fent ldtottak szerint
B és A is fuggetlenek.
e Ebbol pedig - ismét megcserélve az események szerepét, majd

alkalmazva a bizonyitott allitast - azt kapjuk, hogy A és B is
fuggetelen események.



Események fliggetlensége

Mivel a fliggetlenséget a valdszintiségek szintjén definidljuk, tehat
ez csak a P(AN B) = P(A)P(B) egyenlet teljesiilését jelenti,
el6fordulhat, hogy az szemléletesen Gsszefliggének tiind
eseményeke is érvényes.



Események fliggetlensége

Példa.

e Dobjunk egy szabalyos dobdkockaval, és legyen A az az
esemény, hogy a dobott szdm kisebb, mint 4, P pedig az,
hogy a dobott szam prim.

e Azaz 4 5
A={1,2,3,4}, P(A):gzg,
3 1
e Tovabba
2 1 21
P(AHP):P({2,3}):6:§:§-§:P(A)P(P),

tehat A és P fliggetlenek.



Események fliggetlensége

Hogyan lehet a fliggetlenség fogalmat tobb eseményre
kiterjeszteni?

Példa.

e Haromszor feldobunk egy pénzérmét. Legyen A az az
esemény, hogy ez elsé dobas fej, B az, hogy a masodik fej, C
pedig az, hogy harmadszorra fejet dobunk.

e Azt varjuk, hogy mindegyik dobas a tobbi eredményétdl

fliggetleniil kb. az esetek 1/2 részében lesz fej, igy tehat az

esetek 1. 1. % = % részében kapunk 3 darab fejet.

e Ezt valdszinliségek segitségével a
P(An BN C)=P(A)P(B)P(C)

egyenlet irja le.



Események fliggetlensége

Hogyan lehet a fliggetlenség fogalmat tobb eseményre
kiterjeszteni?
Példa.

e Haromszor feldobunk egy pénzérmét. Legyen A az az
esemény, hogy ez elsé dobas fej, B az, hogy a masodik fej, C
pedig az, hogy harmadszorra fejet dobunk.

e Azt varjuk, hogy mindegyik dobas a tobbi eredményétdl

fliggetleniil kb. az esetek 1/2 részében lesz fej, igy tehat az

esetek 1.1 .1 =1 részében kapunk 3 darab fejet.

e Ezt valdszinliségek segitségével a
P(An BN C)=P(A)P(B)P(C)

egyenlet irja le.

o Ez a két esemény fliggetlenségét definidld egyenlet kézenfekvd
altaldnositasa.



Események fliggetlensége

e Altaldban hirom esemény fliggetlenségéhez azt is elvarhatjuk,
hogy koziililk barmely ketté fliggetlen legyen.

e Ez azonban nem elegend6 ahhoz, hogy a
P(AnBNC)=P(A)P(B)P(C)

egyenlet teljesiiljon.

e SGt, a fenti egyenlet teljesiilése sem elegendd a paronkénti
fuggetlenséghez.



Események fliggetlensége
Példa
e Dobjunk fel két érmét, legyenek A ill. B azok az események,
hogy az els6 ill. masodik dobds fej, C pedig az, hogy a dobott
fejek szdma paros.

o Ekkor A= {(F,F),(F,1)}, B=A{(F,F),(l,F)},

C = {(F, F), (1, 1)}, tehat P(A) = P(B) = P(C) = .
e Tovabba
P(ANB) = P(BN C) = P(AN C) = P({(F, F)}) = %,

és igy P(AN B) =P(A)P(B), P(BN C) =P(B)P(C) és
P(AN C) =P(A)P(C), azaz az A, B és C események
paronként fliggetlenek.

e Azonban

P(AN BN C)=P({(F,F)}) = % £ P(A)P(B)P(C) = -.



Események fliggetlensége

Valéjdban az a j6 feltétel, ha minden egyenlet teljesiilését elvarjuk,
és haromnal tobb esemény esetén is hasonldképp kell eljarni:

Definicid. Legyen A1, ..., A, egy valdszinliségi mez6 eseményei.
Azt mondjuk, hogy As,..., A, (egyiittesen) fiiggetlenek, ha
minden () # | C {1,..., n} indexhalmaz esetén

P (ﬂ A,~> = [[P4) (1)

iel icl

teljesiil, vagyis ha tetszélegesen kivélasztunk beldliik néhdny (de
legalabb egy) eseményt (azaz ezek indexeinek / halmazat), a
kivdlasztott események metszetének a valdszinilisége ezen
események valdszinliségének szorzata.



Események fliggetlensége

Megjegyzések.

e A fenti definicidban (a tomorség kedvéért) megengediink egy
elem(i | indexhalmazokat is, ekkor az egy elem{i metszet
definicié szerint magat a halmazt jelenti, mig az egy elemd
szorzat értéke egyszeriien az a szdm, amit a produktum jel
utan irunk.

e Az egy elemii indexhalmazokra a fenti egyenléség
nyilvanvaléan igaz barmely n eseményre, és igy nem ad hozz3
semmit a definicié tartalmadhoz, ezen esetek megengedése
pusztdn a megfogalmazast egyszerisiti.

e Kizarjuk viszont az iires indexhalmaz esetét (habar voltaképp
némi tovabbi diszkusszié dran akar ezt is megengedhetnénk).



Események fliggetlensége

A fuggetlenség és a komplmenterképzés kapcsolata tobb eseményre
is dltaldnosithatd:

Ha az Ay,..., A, események egylittesen fliggetlenek, akkor ezek
koziil néhanynak a komplementerét véve (a tobbit véltozatlanul
hagyva) az igy kapott n esemény szintén egyiittesen fiiggetlen.



Események fliggetlensége
Példa.

10-szer dobunk egy szabdlyos érmével, legyen F; az az
esemény, hogy az i-edik dobds fej.

Megmutatjuk, hogy az F1, Fp, ..., F1gp események egylittesen
fuggetlenek.
A 10 hosszii F — | sorozatok szdma, azaz az €2 eseménytér

elemszama 210,

Az F; események elemszdma 2°, hiszen ezek olyan
kimenetelekbdl allnak, amelyeknél az i-edik dobas eredménye
rogzitett (fej), a tobbi 9 dobas eredményére viszont egymastdl
fuggetlenil mindig 2 lehetséges vélasztasunk van, ez tehat
Osszesen 2° lehetdség.

Vagyis

R 2% 1

Q202
minden 1 </ < 10 esetén.

P(F)



Események fliggetlensége

Példa.
e Rogzitsiink most az F1, ..., Fio események kozil néhdnyat,
jelolje ezek indexeinek halmazat /.
e Ekkor

[1®(F) 2|/|

iel

Nic, Fi elemszama 210111,

Valéban, ezt olyan kimenetelek alkotjak, melyekben |/| darab
rogzitett helyen fej all, a maradék 10 — |/| helyen pedig
egymastodl fuggetlentl egyenként kétféle elem allhat.

e Azaz

NN Al 2
P(ﬂF’> ToQ 210 ol HP

icl

és igy az F1,..., Fip események egyiittesen fliggetlenek.



