Matematika A1l 1. vizsga
2021. december 20.

1. (10410 pont)
(a) Igazoljuk, hogy (AN B)\ (A\C)=ANBNC tetszbleges A, B, C halmazok

esetén.

(b) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az A(2, —3,4), B(—4,1,0) pon-
tokat Osszekoto szakaszt felezi, és merdleges ra.

Megoldas

(a) (ANB)\(A\C)=ANnBN(ANC)=ANBN(A°UC)=(ANBNA°)U
(ANBNC)=0U(ANBNC)=ANBNC (minden egyenlség 2 pont)

(b) A felezépont: (—1,—1,2) ( 3 pont), a normélvektor: (6,—4,4) ( 3 pont), a
sikegyenlet: 6(x+1)—4(y+1)+4(222) = 0 (4 pont), (esetleg 3x—2y+2 = —5.)

2. (10410 pont)

(a) Szdmolja ki az 25 — 52° — 362 = 0 egyenlet megoldésait.

(b) Hatdrozza meg az {/32" + (—9)" 4+ n? sorozat torléddsi pontjainak halmazét,
limesz szuperiorjat és limesz inferiorjat.

Megoldas

(a) 2° — 523 — 362 = 2(2* — 522 — 36) = 2(2? — 9)(2® + 4) = 0 (5 pont), tehdt a
megoldasok z = 0 (1 pont), z = £3 (2 pont), és z = £2i (2 pont)

(b) Ha n péros, akkor

92 = V2-9n3/32 4 (—9)n +n3 = V29" 403 < V/3- 97 = 94/3,

és mindkét oldal hatarértéke 9, igy a résszorozaté is az (5 pont) .

Ha n pératlan,9 akkorl {/32" + (—9)" 4+ n? = ({/n)® — 1. (2 pont).

A torlédési pontok halmaza {1,9} (1 pont), a limesz inferior 1 (1 pont), a
limesz szuperior pedig 9 (1 pont).

3. (20 pont) Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot, és dbrdzoljuk az f(zr) = (z* — 4z — 5)e®
fiiggvényt.
Megoldds. 1. Dy =R (1 pont)
II. f(0) = =5, f(x) =0, haxz =5 vagy x =1 (2 pont)
III. igy a fiiggvény nem péaros, nem paratlan, nem periodikus.(1 pont)



IV. lim f(x) = oo (1 pont)

T—00
2 4x -5 2z —4 2
lim f(z)= lim S R | = lim — =0 (2 pont).
T——00 T——00 e r——00 —e ¥ z——oc0 %

V. Monotonitéds: f'(x) = (22 — 2z — 9)e® (1 pont) zérushelyei 1 + /10 (1 pont),
tehat f monoton né a (—oo, 1 — /10) és (1 + /10, 00) intervallumon, és monoton

csokkend az (1 —+/10,1 4 /10) intervallumon (3 pont).
V1. konvexitdsvizsgalat: f”(z) = (z* — 11)e® (1 pont) zérushelyei ++/11 (1 pont),
tehat f konvex a (—oo, —v/11) és (v/11, 0o) intervallumon, és konkav a (—v/11,+/11)

intervallumon (3 pont).
VII. —co-ben aszimptotdja az y = 0 egyenes, oo-ben nincs aszimptotédja (1 pont)

i) -

IX. Ry = [f(1 +1/10),00) (1+1 pont)

|
4. (20 pont) Hatdrozzuk meg az f(z) = ———
-

VIIL

fiiggvény primitiv fiiggvényét.

449 3_ .2 3_ .2 2.4 211
xt + vz’ —2%) + (27 — 2°) + 2% + :$+1+$+ (5 pont)

Megoldds. e B 12 3 — 2
»?+1 A B C A(z? —z)+ B(z — 1) + C2?

e = 5 t

3 —x2 x2+x—1 x3 — x? (5 pont)

Itt A+C=1,B—A=0,—-B=1,tehat A= B =—1,C =2 (5 pont), és

141 2 1
/Ld:p:x—+x—ln|$|+—+21n|x—1|+c. (5 pont)
x3 —x? 2 x



D.

IMSC.

27

3 ‘
(20 pont) Szamoljuk ki az / | sin? z cos® x| dx integralt.
0

Megoldds. sin®x cos® v = sin® z(1 — sin?z) cos x, (3 pont) tehat

. . =4
sinz  sin®x

3 )

/ sin® z cos® x dr = / sin? z cos z—sin* x cos x dr = +c. (6 pont)

sin®x > 0, mig cos®x > 0, ha z € [0,%], és cos®z < 0 ha z € [Z, %], (4 pont) igy

27 ™ 27

B2 3 2 9 3 ER 3
| sin® z cos® x| dx = sin” x cos” x dx — sin” x cos” v dr =
0 0 z

2
27
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3 5 (7 pont)

0

(8 pont) Igazoljuk, hogy az f(x) = sha? fiiggvény 0 kézépponti Taylor-polinomja
csak paros kitevoji tagokat tartalmaz.

Megoldds. A Taylor polinom egyiitthatoi % (1 pont). A fiiggvény Osszes de-

rivaltja polinom és hiperbolikus fiiggvény korﬁpoziciéja, illetve szorzata, igy akér-
hényszor folytonosan differencidlhaté. (1 pont) f péros fiiggvény (1 pont), deri-
véltja paratlan (2 pont):

) — i FEE D) = F)

h—0 h h—0 h

péaratlan fiiggvény derivaltja paros (2 pont):

, Cf(mx+h) = f(=x) . —fle=h)+ @) [lx—h) = [(x)
f(=x) = lim h = Jim h = Jm "y

fgy a fiiggvény minden paratlanadik derivaltja paratlan és folytonos, igy a 0 pont-
ban értéke 0 (1 pont).



