A Pocklington féle egyenlet redukalt magfiiggvénnyel

Egyenes dipolantenndk arameloszldsa és bemeneti impedancidja a Hallén féle, vagy a
Pocklington féle integralegyenlet megoldasaval hatarozhaté meg. A jegyzetben a
Hallén féle integralegyenlet megoldasat ismertettiilk a klasszikus moddszerrel és a
momentum modszer pontillesztéses valtozataval, melynél impulzus bazisfiiggvényt
alkalmaztunk.

Most a Pocklington féle egyenletet oldjuk meg a momentum moddszer emlitett
valtozataval. A Pocklington egyenletet a jegyzet (4. Fejezet) (100) képlete adja.

Eszerint

2 \+l
_ jaEOEi(Z):(ﬂZ+3?Jf|(z')6(z,z')dz' 1)
-l
ahol

Ei(z) a gerjeszt fliggvény

I(z’) ameghatarozand6 drameloszlés

G(z,z") a magfiiggvény

Az (1) egyenlet integro-differencial egyenlet, melyben a gerjesztd térerdsséget
addantenna esetén a tappontba iktatott fesziiltség hozza létre, vevOantenna esetén
pedig Ej(z) a beeso térerdsség antennaval parhuzamos komponense.

A most megoldand6 feladatban a (103) és (104) képlet szerinti redukalt
magfliggvénnyel dolgozunk. Ez vékony antenna (02>10) esetén elegendd pontossagot
ad, ugyanakkor megtakarithatd az egzakt magban (101) képlet szerepld integralas,

ami egyébként a szamitasi id6t jelentdsen megnovelné.

A redukalt mag tehat
gIR 5
G(z,2')=——
@7)= 1 @
ahol
R=.(z-12')" +a’ a forraspont és megfigyelési pont tavolsaga  (3)
a az antenna sugara
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A redukalt mag hasznalata olyan fizikai modell hasznalatanak felel meg, melynél az
aram a z tengelyben 1évo végtelen vékony szalban folyik, a peremfeltételeket pedig az
antenna feliiletén érvényesitjilk. A redukalt mag hasznalatanak tovabbi elénye az is,
hogy ez nem szingularis ha a forraspont és a megfigyelési pont egybe esik, ezaltal az
integralas egyszertiibb lesz.

A tovabbiakban eldsz6r a momentum modszert tekintjiik at, valamivel altalanosabban,
mint ahogy az a jegyzetben szerepel, majd részletesen ismertetjiikk azt a valtozatot,
mellyel egy rovid egyenes dipdlus arameloszlasat és bemeneti impedanciajat

meghatarozhatjuk.

A momentum mddszer alapjai

A feladat altalanosan az L linedris operatorral felirt

Li=g (4)

operatoregyenlet megoldasa.
Az L operator a Hallén féle integralegyenletnél integraloperator, a Pocklington féle

egyenletnél pedig az alabbi integro-differencialoperator
2 l
L=|p*+— ||..G(z,2")dz’ 5
[ﬂ dzzj j (2.2 (5)

A g gerjesztd fliggvény a Pocklington féle egyenletnél
9(2) =—jweE'(2) (6)

A momentum moddszer 1ényege az, hogy az ismeretlen 1(z°) fliiggvényt egy véges, M

elemi fliggvényhalmaz soraként allitjuk eld, azaz
n M
1(z)=1(z)=) a,f.(2) (7)
m=1

ahol

fm(z’) az ismert, m-edik bazisfiiggvény

am az m-edik bazisfiiggvény ismeretlen egyiitthatdja.
A megoldas soran feladatunk az, hogy adott M esetén az a egyiitthatokat ugy
valasszuk meg, hogy a (7) képlet szerinti kozelités valamilyen norma szerint a legjobb

legyen.
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A (7) képletet a (4) képletbe helyettesitve, €s felhasznalva, hogy a lineéris miiveletek

sorrendje felcserélheto.
R M M
LizLl=LYa,f, =Y alLf = (8)
m=1 m=1

A (7) kozelités bevezetése miatt fellépd hiba
M

R(Z,apaz---aM)=[Zam|-fm(2)}g(2) (9)
m=1

Mint lathatd, a hiba a z valtoz6 és az ay, egyiitthatok fliggvénye. Ez utdbbiakat a hiba-
feltételtdl figgden tobbféle modszerrel is meg lehet hatarozni [1]. Kozilik az
antennas gyakorlatban kett6 terjedt el.

Az egyik mddszer szerint eldirhatjuk, hogy M szdmu, elére meghatarozott pontban a
hiba legyen zérus. Ekkor a (10) képletbdl az ismeretlen egyiitthatokra az alabbi, M

egyenletbdl 4ll6 linearis egyenletrendszert kapjuk.

Sate|-at) -0
m=1 (11)

E modszer neve kollokacid, vagy masnéven pontillesztés. Kollokacidval tehat olyan
am egyiitthatokat kapunk, melyek a keresett &rameloszlast M szdmu pontban pontosan
adjak meg, de e pontok kozott a hiba tetszdleges lehet.

A masik modszer szerint legalabb N=M szamu linearisan fliggetlen Wwy(z)
sulyfliggvényt valasztunk, és eldirjuk, hogy a —/ <z <+/ tartomanyon (az antenna

mentén) a sulyozott hibak legyenek zérussal egyenldek, vagyis

l

[w,()R(z.3,, .., )dz =0 (12)
-0

ahol * komplex konjugaltat jelent.

A sulyfiiggvényeket ugy kell megvalasztani, hogy (12) értelmezve legyen.

Ha N=M, akkor M szamu egyenletbdl allo linearis egyenletrendszert kapunk, melybdl
a keresett ay, egyiitthatok meghatarozhatok. A (12) képlet a linearis algebra nyelvén

belsd szorzat, vagyis

l
IW;(Z)R(z,ai,az...aM)dz =<R,w, > (13)
-0
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A stlyfiiggvények modszere tehat igy irhato
<R,w,>=0 n=1,2..M (14)

azaz
M

<[Zam|_fmJ—g,wn>=o n=1,2..M (15)
m=1

Ebbdl a linearis algebra szabélyai szerint az alabbi képletet kapjuk

iam@fm,wn):(g,wn) n=1,2..M (16)

mely matrix alakban a kovetkezd

Ka=g (17)
ahol

Koo = (L, W,) m=12.M  n=12..M (18)
9, =(9.w,) (19)
a' =[a;a,.ay] (20)

Bazisfiiggvények és sulyfiiggvények

Az fn(z) bazisfuggvények lehetnek z teljes tartomanyan (most —/¢ <z <+/) vagy
résztartomanyan értelmezett fliggvények. A teljes tartomanyu bazisfiiggvények
gyakran szinusz ¢és koszinusz fliggvények, vagy polinomok, esetleg ezek
kombinacidja. A résztartomanyl bazisfiiggvényeket viszonylag gyakrabban
alkalmazzak ezért itt most csak ezekkel foglalkozunk.

A héarom leggyakrabban alkalmazott bazisfiiggvény az impulzus-, a linearis-, €és a
szinusz-fuggvény. Ezeket az 1-3. abrakon mutatjuk be és a (21-23) képletekkel adjuk

meg.
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1. abra Impulzus bazisfiiggvény
h h
1 ha|z,——|<z<|z,,+—
fu(2) = "2 "2 (21)
0 egyebként
fm-1 fm fm+1
//\\ ,/\\
/// \\\
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L A >

Zm-1 Zm Zm+1

2. abra Haromszog bazisfiiggvény

£ ha z, , <2<z,
Ly =Ly
21— 2
f.(2)=1—"2—  haz,<z<7,, (22)
Lo~ Ly o
0 egyebkent
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fm-1 fm fm+1

Zm-1 Zm Im+1

3. abra Szinuszos bazisfliggvény

sin [ﬂ(Z — Zm—l)] ha z. . <7<z
Sln [ﬂ(zm Ly ] e
f (z)=10 Blwa-2)] 2,<1<7,, (23)

sin [ﬁ(zmﬂ -y )]
0 egyébként

Sulyfiiggvénynek rendszerint a bazisfiiggvényként ismertetett harom filiggvényt
alkalmazzak. Ha a bazisfiiggvények ¢és a sulyfliggvények azonosak, akkor e
sulyfiiggvény modszert Galerkin mddszernek nevezziik. A Galerkin modszernél a K
matrix szimmetrikus.

Megjegyezziik, hogy ha a sulyfiiggvénynek a w,=6(z-z,) Dirac delta fliggvényt
valasztunk, akkor a kollokaci6 (pontillesztés) modszere besorolhato a stlyfliggvények
modszerébe.

A kovetkezOkben a Pocklington féle egyenletet impulzus bazisfiiggvényekkel,

kollokéacio6 alkalmazasaval oldjuk meg.

Pontillesztés adoantenna esetén
A (18) képlet alapjan pontillesztésnél a K matrix egy eleme a kovetkezd

+0 Nk =
g i ,
= W 2 .
Km;n ‘<Lfm’urn>:J[([s + g-2) ifm(Z‘) G(z;z"')dz g(z—zn)dz
dz=— :

=% - 2 (24)
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Elvégezve az els6 integralast

+2

2 T
Km;n = <{5 + 527) J’ £.02") G(z_;20dz

-t
z=7
n

(25)

A (25)-ben a masodik derivaltat numerikusan, centralis differencia formulaval (M3.4)
allitjuk el6 a kovetkezo képlet szerint

d? a(z,,)+a(z,,)-2a(z,
O ] - ollm) elys)-20a) 26)
ahol
h:(Zn+1'Zn)
A (25) és (26) képletek alapjan
2 1
m 2
Km;n = ((bv( G(zn;z’)dz’ +
2 o)
m 2
h
Z +—
m
1 2
i ;]? j {G(zn_l;z’) + G(Zml;z’) - ?G(ZH;Z’)]GZ
h
M
(27)

A (27) képletbdl lathatd, hogy K., értéke csak (z,-zm)-t6l fiigg, melyben a z, értékek
a pontillesztés helyeit, a zy értékek pedig a bazisfliggvények résztartomdnyainak
kozéppontjait jelentik.

Ha a résztartoméanyokat és az illesztési pontokat egyenletesen osztjuk el akkor a
matrix elemei csak (n-m)-tél fliggenek. Konnyen belathatd, hogy az ilyen matrix
egyetlen soraval, vagy oszlopaval jellemezhetd, €s a tobbi sorban, vagy oszlopban

ezek az elemek ciklikusan ismétlddnek az alabbi altalanos struktira szerint

t, t, t, t

t, t, t ot
T — 1 0 1 2 (28)
- tZ tl t0 tl

t3 t2 t1 t0
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Az ilyen matrixot szimmetrikus Toplitz matrixnak [2] nevezziik, s -ciklikus
tulajdonsagat kihasznalva a vele valé miveletek szama és a sziikséges tarkapacités
jelentésen csokkenthetd.

Héatra van még a belsé szorzat meghatdrozasa az egyenletrendszer gerjeszto
figgvényével. Tételezziik fel, hogy antennank addantenna, melyet z=zx —nal d
szélességli résben Ej(z=z)=Uo/d térerdsséggel gerjesztiink. A tobbi helyen a
térerGsség zérus. Vegyik fel az illesztépontokat ugy, hogy a k-adik a rés kozepére
essen, vagyis

w (z) =6(z-2,) (29)

fgy a (6) és (19) képletek alapjan a g vektor egyetlen nem zérus eleme a kovetkezd

O« :_ja)g0<Ei(Z)’Wk (Z)> (30)

Az allandok Osszevonasaval és a (29) képlet behelyettesitésével
U 0
60dA

9 =-1J (31)

Itt jegyezziik meg, hogy ebben az esetben nem megengedett a gerjesztés

E.(z) =U,6(z), un. delta generatoros megadasa, mert echhez a pontillesztést nem
lehet elvégezni.

A feladat és megoldasa

Egy dipdlantenna hossza 2 / =10 m, atmérdje 2a=5 mm.
Hatarozza meg az antenna bemeneti impedanciajat f=3 MHz-en.

Megoldas

-| Uo +
Z

A Y\ \

1 -
A n(2)

Z
f } -

20 1 72 73 74

4. abra

Az antenna végén az aram elemi fizikai meggondoladsok alapjan zérus. Ennek

biztositasara egy-egy illesztd pontot vesziink fel, ahol f(z)=0, tehat a K matrix mérete
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3x3. A (28) képlet alapjan, feltételezve, hogy a matrixot az els6 oszlopaval adjuk meg

a K matrix a kovetkezo

Ku Kiu Ky
K=Ky Ky Ky (32)
Ky Ku Ky

Az els6 oszlop elemei a (27) képlet alapjan az alabbi modon irhatok fel

Z
m

(33,34,3
5,36,37,38)

A (36) képlet felirasanal figyelembe vettiik, hogy az egyenletes felosztas miatt, (37)
¢s (38) alapjan

h h

“m" mp,

p v g

u ] < ( : :

J 6(z. ;2")02" = { G(z 2 )dz?

© n VJ n+p
: _h > _h

m 2 m+p 2 (39)
ahol

p tetszleges nemnegativ egész szam (ebben a példaban m+p=0 és m+p=4)
Az integralokat numerikusan kiszamitva a kapott eredményeket az I. tablazatban
foglaljuk ossze.
Megjegyezziik, a (38) képletet gyakran 47 osztd nélkiil irjak fel. Ebben az esetben a
kapott Sy, értékek €s gk (31) szerinti értéke is 4n-vel szorzando.
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f“,n 0,086445-30,012446
21 1,09914-30,012494
i 0,08644" 0.012446
‘. - J Ja6b44 ) - I‘..'.Ig."hl‘#f‘.
q e "V“"' 'V’ 7 . 0 ");’)(AVL’?
"v’ ”’\ a8 /U H][]’“l.'_'_,.‘_l
9, 0,023889-30,012040

Mint lathato, So=S,, ami a (36)-(38) képlet alapjan belathatd, ugyanis zq és Z, a z;-re
szimmetrikusan helyezkedik el.
A matrix elemeit a II. Tablazatban tiintettiik fel.

II. Téblazat

Kig -0.3197-j3.291-10”
Ko 0.1547-j3.283-10”
Kai 5.421-10"-j3.259-10"

A gerjeszté vektor nem zérus komponense a 4. abra szerint a gp, mely a (31) képletbol
Uo=1 Volt fesziiltség és d=h valasztassal

g,=-j6.667-10°

Megoldva a Ka=g egyenletrendszert a keresett a vektor komponenseire a Ill.
Tablazat szerinti eredményt kapjuk.

III. Tablazat
az egylitthatok Amperben

a 2.34-107+j1.96-10"
a 3.078-10'+j3.98-10
a3 2.34-107+j1.96-10"
A bemeneti impedancia
Zbe = Ube = ﬁ = i
Ibe 3.2 a2
melybdl

Z0e=1.94-j2513 O

Ellendrzésiil, a valos rész meghatarozasara hasznalhatjuk a sugéarzasi ellenallas

f 2
R,=R,, = 80n2(zj

képletét, melybdl
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Rpe=1.97 Q

a képzetes részt pedig kiszamithatjuk a hosszegységre juto statikus kapacitas

C, =—2F% 28 [DF/m]

2
m(é)] m(fJ—os5
3a2 a

képlete segitségével, melybdl

Xpe=-]2757 Q
Mint lathatd, a valds rész esetén az egyezés egészen jo, a képzetes rész esetében is

majdnem elfogadhato. Természetesen a felbontas ndovelésével a pontossag gyorsan
javul.
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Melléklet

A Galerkin modszer

Projekcid alkalmazasa linearis altéren torténd kozelitéshez

186



Numerikus integralas Gauss kvadraturaval

A kvadratiraformuldk altalanos hasznalhatdésagdhoz az éltalanossag korlatozasa
nélkdl elsd 1épésként végezziink el az X integralsi valtozo

b+a b-a
X =

—+—c¢C

2 2

crer

integral felirhato a (-1,+1) tartomanyon vett integrallal.
b +1
b-a
[o(x)dx _b-3) > ) [(c)de
a -1

A tovabbiakban ezért elegendd a (-1,+1) integralok kozelitésével foglalkozni. Irjuk fel

az integralkozelitd osszeget
+1 N

[o(dx=> we(c)

1 i=1

alakban, ahol a w; stlyok és c; mintavételi helyek egyelére ismeretlenek. Ezen
egylitthatok meghatarozasara irjuk eld, hogy a kvadraturaformula az integralt

pontosan adja meg a ¢(x)=x* alaku fiiggvényekre.

+1 N

Ix"dx:Zwicik k=0,1,2,..M

4 i=1

flymodon M+1 egyenletbdl 4116 nemlineéris egyenletrendszer irhat6 fel a stlyokra és

mintavételi helyekre. Az ismeretlenek szama ezért 2N.

A nemlinearis egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato, ha M+1=2N.
+1 +1 N

jxodx: jldx:Z:ZWi =W, +W,

1 4 i=1

+1 N

jxldx =0=>Y We = WG +W,C,

1 i=l

+1 2 N
szdx =3" > wic” =wel +w,c
4 i=1
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+1 N
Ix3dx =0=>"wc’ =wc +w,c;
4 i=1

Az (M2.2) nemlinedris egyenletrendszert megoldva a Wi,W,, sulyokra €s Ci, C;

mintavételi pontokra

wi=w,=1
1, 1
Cl:_ﬁ es C, :+ﬁ

értékeket kapunk.

Magasabbrendii differencialas centralis differenciaformulakkal
A magasabbrendii differencidlhdnyadosokat a Taylor sorfejtés felhasznalasaval

fejezhetjiik ki véges differenciaformulakkal. Ehhez irjuk fel egy tetszbleges ¢(x)

fliggvény Taylor sorat az Xx+A4x ill. x-Ax helyen.

d 1 d2 2 1 d3 3
@(X'FAX):(D(X)'F&Q) AX+§W¢ AX +§W¢) AX® + ... (|\/|31)
(Xx—AX) = (x)—i Ax+£d—2 sz—id—3 AX® + M3.2
4 -7 dngZ 2!dx2¢2 3!dx3(oZ (M3.2)

Az (M3.1) és (M3.2) kozzelitéseket a harmadrendli tagokig végezve és a két
egyenletet 0sszeadva

d2
@(X+ AX) + (X — AX) = 2¢(X) + Wgo

AX® (M3.3)

Viégiil az (M3.3)-bol fejezziik ki d2p/ dxz\z -et

d? a = o(X+ AX) + (X — AX) — 2¢(X)

2 2
=, ax (M3.4)

Az el6z6ekhez hasonldan fejezhetdek ki a magasabbrendii differencialhanyadosok is.
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