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Varhato érték, széras folytonos eset

Példa (Egyenletes eloszlas)
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Diszkrét eloszlasok I.

Bernoulli/indikator ~ 1(p)

Egyszeri kisérlet p vszséggel sikeres, 1 — p-vel sikertelen.
salyfiiggvény: P(X =1)=p,P(X=0)=1—-p
varhaté érték: p
szérasnégyzet: p(1 — p) .

Mikor hasznaljuk: amikor egyszeri kisérletrsl van sz6, binaris
kimenetellel, pl. egy darab pénzfeldobas
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Diszkrét eloszlasok Il

Binomialis (Bernoullik 6sszege) ~ Binom(n, p)

n Bernoullibél k sikeres. Kisérletek fiiggetlenek.
salyfiiggvény: P(X = k) = (7)p*(1 — p)"*
k=0,1,...,n

varhaté érték:np .
szérasnégyzet:np(1 — p)

°

Mikor hasznaljuk: amikor visszatevéssel huzunk egy
csoportbdl, ami két alcsoportra oszthaté valamilyen szempont
szerint (sikeres-sikertelen, j6-selejtes, etc.), vagy fiiggetlen
kisérletek koziil hany lesz sikeres (10 érmefeldobasbdl hany
lesz fej).

Mir6l lehet felismerni: darabszamot szamol egy véges
mintaban

dr. Keszthelyi Gabriella A4 Valésziniiségszamitas

Diszkrét eloszlasok 111

Hipergeometriai ~ Hipergeom(N, M, n, m)

AKA lotté

e (=
salyfiiggvény: P(X = m) = %
m=0,1,....M ’
varhat6 érték: n¥Y
szorasnégyzet: n18=1 (1 — &)

Mikor hasznaljuk: amikor visszatevés nélkiil hazunk egy
csoportbdl, ami két alcsoportra oszthaté valamilyen szempont
szerint (sikeres-sikertelen, j6-selejtes, etc.), hanyat (m) hazunk
a kitiintetett M csoportbdl.
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Diszkrét eloszlasok 1V.

Poisson ~ Pois(\)

Fiiggetlen kisérletek, sikeres kisérlet bekovetkezésének varhato

szama egységnyi intervallumon: A. Egy idépillanatban egy

esemény kovetkezik be, a bekdvetkezd események szama csak _7'(5\550'\)()\\
az intervallum hosszatél fiigg. A diszjunkt intervallumokon

bekovetkezé események fliggetlenek egymastol. // \, \\\
oo}

stlyfiiggvény: P(X = k) = B¢ x

k=0,1,...,00 '

varhatod érték=szdrasnégyzet: A t

Mikor hasznaljuk: féldrengések, erdétiizek éves szama,
igyfélszolgalatra beérkez8 hivasok szama egy éraban,
slirg6sségire beérkezé betegek szama egy éraban, etc.
Mirdl lehet felismerni: események darabszamat szamolja
(mint a binomialis) de a bekdvetkez& események szdma nem
korlatos feliilrsl. Események kozott eltelt idé exponencialis.

i
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Diszkrét eloszlasok V.

Geometriai ~ Geom(p)

Az elsd sikeres kisérlet k.-ra kdvetkezik be

salyfiiggvény: P(X = k) = (1 - p)<'p

K=t /50
varhaté érték:%
szérasnégyzet: lp—f’

Mikor hasznaljuk: fiiggetlen Bernoulli kisérleteknél, pl
érmefeldobas

Mirdl lehet felismerni: sorszamot szamol (mikor lesz az
elss7?)
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Diszkrét eloszlasok VI,

Negativ Binomidlis ~ Negbinom(k, p)

Ahanyadik kisérletnél a k. sikeres kévetkezik be. k db
geometriai Gsszege.

sulyfiiggvény: P(X = n) = (::1);)“(1 —p)

=1 100

varhatd érték:%

szorasnégyzet: %

Mikor hasznaljuk: fiiggetlen Bernoulli kisérleteknél, pl

érmefeldobas
Mir6l lehet felismerni: sorszamot szamol (mikor lesz a k.7)
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Folytonos eloszlasok |.

Egyenletes ~ Uni(a, b)

siiriiségfliggvény:
A= bla._ ha a < x<b.
0, egyébként
eloszlasfiiggvény:
0, ha x < a
F(x) = =2, haa<x<b,
1, ha x = b

atb
2

R s . (b—a)?
szorasnegyzet: “—;

varhatd érték:

Mikor hasznaljuk: amikor egy részintervallum val6sziniisége
aranyos a teljes intervallum hosszaval.
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Folytonos eloszlasok 1.

Exponencialis ~ Exp(A)

siiriiségfliggvény:

—Ax
F(x) = Ae ™ hax >0,
0 egyébként

eloszlasfiiggvény:

1—e™, h :
Fx) = e ™. hax=>0,
0 egyébként
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Folytonos eloszlasok 111

Exponencialis ~ Exp())

orokifjosag:P(X > s+ t|X > t) = P(X > s)

(az, hogy mennyi ideje él, nem befolyasolja, hogy mennyit fog
még élni)

varhaté érték:;

szérasnégyzet: 55

Ez a A ugyanaz a A mint a Poissonnal. A varhaté érték viszont
reciprok!

Mikor hasznaljuk: clyan elektronikai eszkozok, alkatrészek
élettartama, amik nem kopasbdl eredéen mennek ténkre
(villanykdrte, félvezets chip), illetve Poisson eloszlasd
események kozott eltelt id6 (ligyfélszolgalaton elsé hivasig,
vagy két hivas kozott eltelt idg).
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Folytonos eloszlasok V.

Erlang ~ Erlang(n, \)

n db exponencialis 6sszege, mikor kdvetkezik be a k. sikeres

kisérlet? (Gamma eloszlas specialis esete.) @J/ w \(},ﬂ

stiriiségfiiggvény: f(x) = )\(Z\i—)]ll ™

eloszlasfiiggveny:F(x) =1 -3, Tle X s
varhat6 érték:{

L oz ~ (K M
szorasnégyzet: |3 \ \

. Y . < . ) p LA ¢
Mikor hasznaljuk: Poisson eloszlasi események esetén,
illetve, ha azt tudjuk, hogy két esemény kozott eltelt id6
exponencialis eloszlasa, akkor a k. bekdvetkezé eseményig

eltelt id6 Erlang(k, \) eloszlasu.
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Folytonos eloszlasok V.
L
& (Lg‘avﬁ“ C (’),(.,> ::i«(ri)

n db egyenletes eloszlasmozo kozott a k. legkisebb
eloszlasa

siirliségfiiggveny: f(x) = n(]_1)x*71(1 — x)"*
eloszlasfiiggvény:F(x) = 327, (7)x/(1 —x)"

Béta ~ Beta(n, k) Qo

Z z z P L
varhat6 érték: -5 T

LA Z . k(n—k+1)
szorasnégyzet: 305 .
Mikor hasznaljuk: minimuma, maximuma random e
szamoknak, paraméterbecslés binomialisra. ke 2 4
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Folytonos eloszlasok VI.

Normalis ~ N(u, c?)

Kedvenc Jolly Jokeriink, mas néven Gauss, vagy haranggdrbe
rr o 1 — Lo (x—p)?
e 202

stirisegfiiggveny: f(x) = = WD No®A. }% i
X 1 (+—p)2

eloszlasfiiggvény:F(x) = [ ——e 22 (1) gt S

varhato érték:p

szOrasnégyzet: o2

Mikor hasznaljuk: emberek magassaga, 1Q-ja, termékek

stlya, mérési hibak nagysaga. Berendzések, alkatrészek

élettartama, ha azok kopas miatt mennek tonkre. Legfébb

alkalmazas CHT, azaz tetszéleges fiiggetlen, azonos eloszlasi

valvaltozok Gsszegének, atlaganak a varhaté értéktél valéd

eltérécét mechecsiiliiik



alkalmazas CHT, azaz tetszéleges fiiggetlen, azonos eloszlasa
valvaltozok Gsszegének, atlaganak a varhaté értéktsl valéd
eltérését megbecsiiljiik.
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A standard normal
0, 2

is eloszlas eloszlisfiigevényének tiblizata
0,0 3 0 0, 08

0,8830
0,9015

0,8007 | 0,8925
0,9082 | 0,9099
0,9251
0,9382

0,9890
0,9916
0,9918 0,9936

0,9938

0,9970
0,9976 0,9978 0,9981
0,9982 0,9984 0,9986
0,9987 0,9989 [ 0,9989 0,9990
0,9991 0,9992 | 0,9992 0,9993
0,9994 0,9994 | 0,9994 95

0,9995 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996
0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997

0,999

3,4 | 0,9997 0,9998
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Példa

Egy binéris lizenetet (S = —1 v. 1) prébalunk kiildeni egy
zajos csatornan keresztiil. A zaj normalis eloszlasd = 0
varhato értékkel és o szorassal. A fogadri(\—/l-et implikal, ha az
érkezett érték-pdzitiv és +1-et ha negativ.

Hibarol akkor beszéliink, ha —1-et kiildenek, és a zaj akkora,
hogy pozitiv szam lesz beléle, azaz N+S = N —1 > 0 vagy ha
+1-et kiildenek és negativ szam érkezik: N +S = N + 1 < 0.
Mi a hiba valdsziniisége?




SIS
N—p 1—p
P(NZl)zl—P(N<1):1—P( < ):

o o
1
o

Normialis eIo*zIést’J zaj, 0 varhato

értékkel o Y szdrassal HhaNESE0
=2 zaos csatorna [evevs |
Jel N +S
= -1
S =+1 vagy -1ha N+ S <0

Hiba, amikor  Hiba, amikor
a-1-et a+l-et
kuldiink kuldink
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Centralis Hatareloszlas Tétel (CHT)

Legyenek X1, Xz, ... X, azonos eloszlasu, fiiggetlen valvaltozok g(;)
p véarhaté értékkel és o2 varianciaval. Ekkor %’\, >(\r Ko IS T5°(s.) =n
O(5w)=fa- 6

h
s

o

im P (22 < 5) = o(a)
n—00 \/EO' \_‘
STK}—'ODM‘“D NOLM LD,

Példa

Olyan ellenallasokkal dolgozunk, amelyek egymastdl fiiggetlen
ingadozasokat mutatnak 5502 varhaté értékkel és 3052 C55
szorassal, egyenletes eloszlasban. Adj becslést annak vszségére, /{/\

hogy 10 sorba kapcsolt ellenallas eredéje 5600Q-nal nagyobb! b =%

Ered6 ellenallas = Sy (- ?(x .
p (Sm —10-550 - 5600 — 10 - 550)
V10 - 30 V10 - 30

= 1—®(1.05) ~ 0.1469

dr. Keszthelyi Gabriella A4 Valésziniiségszamitas



BINOMIALIS ELOSZLAS

p rogzitett, n — oo

p— 0, n— o0
no—> )\ N
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Valvéltozdék transzforméacidja

X ~ Fx(x),Y = g(X), Y eloszlasa X-bsl?

Fe(y) = Py(Y < y) = Py(g(X) < y) = /{ o,

Példa: X ~ Uni(—1,1), Y = X

1 _
f(x) = 4 2 ha —1<x<1,
0 egyébként
1 1
Fx(X):§+§X —1l<x<l1

11
Fy(y) = P(e¥ <y) = P(X <logy) = Fx(logy) = 5+ logy
9 L@’-gcb'\mbéw

0 1
fr(y) = 6_yFY(y) = @Fxﬂog}’) = fx(log}’)}—/ = 2y

dr. Keszthelyi Gabriella A4 Valésziniiségszamitas



Lou, ST BUN ﬁ‘_'\"‘w }Tomf"

X ~ Uni(-1,1), Y = X? eosyTP.  uSceps AL erSDE T
FX(x):%%—% —l<x<l1 | 2% A
ow edPéGFY -5fC
FY(Y):P(X2§}’):P(_\/}7§)G\/}7): |-\\Y\“\’Y'h)'a_ﬂ
e G e S W,
-2 (3+307) 1=
0 1

fv(Y)Za—Fv(Y) —Fx(f) (f)f 4—0

O<y<l1 7_
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Ha g(X) = Y egy szigorh monoton ndvekedd fiiggvény,

akkor
g 1(x)
Fe(y) = / fe(x)dx = Fx(g ()
-1 9 -1 1
fr(y) = fx(g (y))@g (v) =1x(g (y))m

Ha g(X) = Y egy szigorh monoton csokkend fiiggvény,
akkor

dr. Keszthelyi Gabriella A4 Valésziniiségszamitas



Linearis trafd

Y=aX+b

FY(Y):P(YSy):P(aX+b§y):,D(X§y;b):

(2, ha a > 0,
B 1—FX(y%ab), haa<0

fr(y) =1 fx (15°)

Megjegyzés: ez torténik a normalis eloszlas standardizalasanal
is.
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Cauchy eloszlas

Legyen X az egyenletes szégsebességgel forgé mutaté altal
kimetszett pont a szamegyenesen. Mi X eloszldsa?

2 t 1 1
Fx) = PX < x) = T2Farctan() L1 onx)
T 2 0w
1 1
f = —
(x) w1+ x2 )
2 1 0 1 X 2 X
- ///‘rp\\ ettt pi2 ]K1 P>\ tan(x)
/; —f—] fi tan(x) i |
! J | | ™ \ //’ \ ) /
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Egy négyzet két atellenes oldalan kijeldliink egy-egy pontot, a6 } ¢ T\ et

tavolsaguk négyzetének eloszlasara vagyunk kivancsiak. -
d2:|a—Vb|2—|—1 & fy \\ \
Vd? —1=la— v C“*&\\\ x-t
\“. 4,1
|3 — Vb| < k A 4]
c=X-Y|<k d=Vc2+1 -l K=V~

x—k<y<x+k
Fc(k) = P(C < k) =
41—(L—ma;gt;fd
Fo(u) =P(Vc2+1<u) =
:P(c<\/ﬁ):

dr. Keszthelyi Gabriella A4 Valésziniiségszamitas
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