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Zarthelyi dolgozat
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdnak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az GUtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Egy urndban (kizarolag) kék, fehér és sarga golydk vannak, melyekb6l kihtizunk néhényat. Jelole rendre
K, F ill. S azokat az eseményeket, hogy a huzott golydk kozott van kék, fehér, ill. sarga. Fejezziik
ki a fenti harom esemény és a halmazmiiveletek segitségével a kivetkez6 eseményeket. A megadott
kifejezések helyességének indoklasa is sziikséges.

a) Minden kihuzott golyé azonos szinti.

b) A kihuzott golyok szinei kozt a lehetséges harombdl legalabb kettd eléfordul.
c¢) A kihtizott golydk szinei kozt a lehetséges harombdl pontosan kettd fordul eld.
Megoldas:

a)

(1 pont) Az, hogy minden kihtizott golyé azonos szinti, azt jelenti, hogy vagy csak kéket, vagy csak
fehéret, vagy pedig csak sargat huztunk.

(2 pont) Ebbdl az elsé eset tigy irhaté le, hogy hiztunk kéket, de nem hiztunk sem fehéret, sem sérgat,
azaz K N F NS teljesiil. A méasik két eset analég médon frhaté le: KNEFNSés KNFNS.

(1 pont) Mivel a fenti harom esetbél legalabb az egyik teljesiil, igy az unidjukat kell venni:
(KNFNS)YU(KNFNS)U(KNFNS).
b)

(2 pont) Ez éppen az a) részben latott esemény komplementere,

(1 pont) azaz

(KNFNS)UKNFNS)U(KNFNS)

Természetesen ez atalakithatd pl. a de Morgan-azonossagokkal:

(KNFNSN(KNFNS)N(KNFNS)=(KUFUS) N(KUFUS)N(KUFUS).
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Egy masik lehetséges feliras adodik a kovetkezd érvelésbol:

(2 pont) Ha legalabb kett& eléfordul a hizott szinek kozott, akkor ez a kettét haromféleképp valaszt-
hatjuk ki: vagy hiztunk kéket és fehéret (K N F'), vagy fehéret és sargat (F'N.S), vagy kéket és sargét
(KNS).

(1 pont) A harom esetbdl legaldbb az egyik fenndll, igy ismét az uniot kell venni:

(KNF)U(FNS)U(KNS).

c)
(2 pont) A b) részben latott eseménybdl ki kell vonni azt az eseményt, amikor mindhdrom szin el6fordul:
(1 pont)

(KNF)UFNS)UENS)\(KNFNS)

Egy masik lehetOség, hogy a metszetekben azt az eseményt is feltiintetjiik, amelyik nem kdvetkezik be:

(KNFNS)U(KNFNS)U(KNFEFNS)

2. Tegyiik az aldbbi 3 eseményt a bekdévetkezésiik valdszintisége szerint névekvd sorrendbe. Az vélaszt
részletes szamolassal tamasszuk alé. Kivételesen ne kerekitsiik az egyes valészintiségeket 4 tizedesjegyre,
hanem szamoljunk a feladat megoldasahoz sziikséges pontossaggal.

A: Egy 32 lapos megkevert magyarkartya-paklibél taldlomra htzva 8 lapot, kihizzuk az ésszes zold
lapot. (Egy magyarkértya-pakli 4 kiilonb6z6 szin mindegyikébél 8 darab lapot tartalmaz.)

B: Otés talalatunk lesz az 6téslotton. (Az 6toslottéon 90 szdmboél htiznak véletlenszertien 5 darabot.)
C': Tizszer egymés utan hatost dobunk egy szabalyos hat oldalti dobdkockaval.

Megoldas:

(1 pont) Egy 32 lapos paklibél (%) féleképp tudunk 8 lapot hiizni.

(1 pont) Ebbél egyféleképp fordulhat eld, hogy mind a 8 lap zdld,

(1 pont) igy
1 1

) ~ 10518300

P(A) = = 0,000 000095 072.

(1 pont) Az 6toslottéon 90 szamboél hiiznak 5 darabot, ezt (950)—féleképp tehetik.
(1 pont) A kihtizott szamotost egyféleképp talalhatjuk el,

(1 pont) igy az 6to6s valdszintisége

1 1

() T 43949268

P(B) = ~ 0,000 000 022 754.
D
(1 pont) Egyszer dobva egy kockaval 6 valoszintiséggel kapunk hatost.

(1 pont) Ezt egymés utan 10-szer fiiggetlentil megismételve az egyes hatosdobdsok valdszintiségei 6ssze-
szorzodnak,

(1 pont) igy
1\ 10 1
P(C)= (=) =-——— ~~0,000000016538.
() (6) 60466176

(1 pont) Mindezek alapjin P(C) < P(B) < P(A).
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3. Egy hdrom tagi matematikuscsalddban a fii megfigyelte, hogy mikor hazaér, az esetek 20%-dban
senki nincs otthon, az esetek 50%-aban csak az édesanyja, a maradék esetekben pedig mindkét sziildje.
Tudja, hogy édesanyja az esetek 80%-dban magara zarja az ajtot; ha mindketten otthon vannak,
akkor mér csak az esetek 40%-aban zarjdk be, de ha nincs otthon senki, szérakozottsdgbdl akkor is az
esetek 5%-dban nyitva marad az ajté. A fii egy délutdn hazaér, és zarva taldlja az ajtét. Mekkora a
valésziniisége, hogy nincs otthon senki?

Megoldas:
(0 pont) A rovidség kedvéért vezessiink be jeloléseket a kovetkezd eseményekre:

Z = {a fit zarva taldlja az ajtét}, S = {nincs otthon senki},
A = {csak az anya van otthon}, M = {mindkét sziil§ otthon van}.

(Ha nincs bevezetve kiilon jelolés az eseményekre, hanem szévegesen vannak koriilirva, nem jar pont-
levonés. )
(1 pont) A kérdéses valoszintiség: P(S | Z).
(1 pont) Az S, A, M események teljes eseményrendszert alkotnak,
(2 pont) ezért alkalmazhaté rajuk a Bayes-tétel:
P(Z | S)P(S)
(Z | S)P(S)+P(Z | A)P(A)+P(Z | M)P(M)"

B(S|2) =5

Ha esetleg a tétel nincs nevesitve, akkor is hivatkozni kell ra, hogy ez a formula az eléadds anyaganak
része. Az el6adasra valé hivatkozas nélkiil a formuldra nem jir pont. Ha valaki kiilon alkalmazza
az egyerii Bayes-tételt, majd utdna a teljes valészinliség tételét (mindketténél a tétel nevére vagy az
el6adasra hivatkozva), akkor is jar ez a két pont (egy-egy a két tétel alkalmazasaért). Hivatkozas nélkiil
ebben az esetben sem jar az adott pont. Kizdrdlag hibatlanul felirt formuld(k)ra adhat6 pont.

(2 pont) A feladat szovege alapjan

P(Z|S)=095  P(Z|A) =08  PZ|M) =04,

(2 pont) tovabba

P(S) =02, P(A)=05  P(M)=1-(0,2+0,5)=03.

(1 pont) Tehat behelyettesitve:

0,95-0,2

P(S|Z)= .
(512) 0,95-0,2+0,8-0,5+0,4-0,3

Ha a megoldé nem irja le altaldnos alakban a formulét, csak a behelyettesitett értéket, akkor a for-
muléért jaré 2 pontot is megkapja, amennyiben hivatkozik a tételre, és a behelyettesitett értékek
midegyikének jelentése pontosan tisztazott, valamint a helyettesités hibdtlan.

(1 pont) A miiveleteket elvégezve

0,19 0,19 19
P(S | Z) = ’ = = —2 ~0,2676.
(512) 0,19+04+0,12 0,71 71

4. Tegyiik fel, hogy egy szamitégépes program kockadobést szimuldl, valdjaban azonban nem egyenletesen
véletlenszeriien generalja a kimenetelét, hanem a 6-os valésziniisége csak 0,15, mig az tobbi 6t lehetséges
kimenetel mindegyike ugyanazon valészintiséggel adodik. Adjuk meg a program kimenetelének varhato
értékét és szorasat.

Megoldas:
(1 pont) Legyen X a generélt szdm.

(1 pont) A feladat szovege szerint P(X = 6) = 0,15, tovabba

PX=1)=P(X=2)=P(X=3)=P(X =4) =P(X =5) = z.
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(1 pont) Mivel ezen valésziniiségek osszege 1, igy
(1 pont) 5z 4 0,15 = 1, azaz =z = 0,17.
)
) =

(2 pont) A varhaté érték definicidja szerint

E(X)=1PX=1)+2-P(X=2)4+3-P(X=3)+4-P(X =4)+5-P(X =5)+6-P(X = 6)

=(1+2+3+4+5)-0,17+6-0,15 = 3,45.

(2 pont) A transzformalt varhaté értékére vonatkozé formula szerint E(X?) értéke

12.P(X=1)+22 P(X=2)+3* P(X =3) +4% - P(X =4) + 5% - P(X =5) + 6> - P(X = 6)
=(144+94+16+25)-0,17+36-0,15 = 14,75.
(Az el6adason tanult formula haszndlata az éllitasra val6 hivatkozds nélkiil csak 1 pontot ér. Termé-
szetesen ez a 2 pont megkaphaté a varhaté értéknek az X2 eloszlasabdl valé kiszamoldsaért is.)
(1 pont) D*(X) = E(X?) — E(X)? = 14,75 — 3,45% = 2,8475,
(1 pont) amibdl D(X) = /2,8475 ~ 1,6875.

5. Legyen X ~ Bin(n;p) egy binomidlis eloszlasi valésziniiségi valtozd. Hatdrozzuk meg a P(X > 3)
valosziniiséget, ha tudjuk, hogy E(X) =3 és D(X) =1,5.

Megoldas:

(1 pont) A binomidlis eloszlas varhaté értéke alapjan E(X) = np = 3.
9

(1 pont) Mivel D(X) = 1,5, igy D*(X) = 1,52 = T

9
(1 pont) A binomialis eloszlas szérasnégyzetére tanult képlet alapjan D?*(X) = 1= np(1l — p),

(1 pont) tehat
np(l—p) _3

(1—17):7:1-

(1 pont) Ebbél p =

| =

(1 pont) és n = P _ 9.
p

(2 pont) P(X >3) =1 -P(X <3)=P(X = 0) +P(X = 1) + P(X = 2)

(Ez a 2 pont akkor is jar, ha valaki nem tér a4t a komplementerre, hanem felirja 13 valdszintiség
osszegeként a kérdéses valoszintiséget. )

(1 pont) Az eloszlas stlyfuggvényének értékeire tanult képlet szerint ez az 6sszeg
12\ (1% 73\ [12) /1\! 73\ f12) /1\? 3\
0 4 4 1 4 4 2 4 4

(1 pont) ~ 0,3907

(Ha valaki a szérasnégyzet képletét a szorasra alkalmazza, akkor az elsé 6 pontbdl legfeljebb 1 pontot
kaphat, az utolsé 4-bdl pedig az els6 harmat megkaphatja, ha a formuldk paraméteresen fel vannak
irva helyesen.)

6. Az X ésY valoszinliségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az aldbbi tablazat, amelybol két érték
hidnyzik. Hatdrozzuk meg a hidnyzé értékeket, ha tudjuk, hogy az {X = 2} és {Y = 0} események
fiiggetlenek.

X
Y

0 1/10 | 1/5
2 1/4 [1/5
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Megoldas:

(0 pont) Vezessiink be valtozékat a hidnyzé mennyiségek jelolésére, legyen x = P(X = 2,Y = 0) és
y=P(X =0,Y = 2).

(1 pont) Az egyiittes eloszlas tdblazataban szerepld valésziniiségek Gsszege 1,

1 1 1 1
(1 pont) azazlz—+f—|—x—|—y+7+7:x+y+§7
10 5 4 5 4

1
(1 pont) ebbdl pedig y = 1%
(1 pont) Az {X =2} és {Y = 0} események fiiggetlenek, azaz
r=PX=2Y=0)=PX=2)P(Y =0) (1)

1
(1 pont) Itt P(X = 2) a 2 értékhez tartozd oszlopban szerepld valdszinliségek Osszege, vagyis x + 5

(1 pont) Hasonlbéan, P(Y = 0) a 0-hoz tartozé sorban 1év6 szamok Osszege, azaz

L1 L3
P I
10 5 10
. [ . 1 3 o 1 3
(1 pont) Ezt (1) jobb oldaldba behelyettesitve x = | = + =) + 0)=% + 3% + 5> 2287 az
1 3
2
_ - 2 —0
T 2:13 + 50
egyenlet megoldasat keresseiik,
(1 pont) ami a masodfoki egyenlet megolddképlete szerint
1 1_ 6 1 25 _ 24
o_2tViTs 2t Viw Taw _ 5E
b2 2 2 2
i két lehetsé 1d4 3 ¢ 2 _1
igy a két lehetséges megoldds r = — ésx = — = —.
&Y 868 THes 10 10 5
1 3
(1 pont) Az els6 megoldasbol azonban P(X =0,Y =2) =y = 1 10 < 0 kovetkezne, ami lehetetlen,

1 1 1 1
1 t’ th/t :7’ = —_-—— = —,
(1 pont) igy tehat x FSY=1"+=55



