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2. A z-transzformalt

2.1. Egy informacidéatviteli probléma

Legyen adott egy lizenetatviteli rendszeriink, amelyben az tizeneteket két alapjel — mondjuk a és
b — segitségével kodoljuk és tovabbitjuk. Egy tizenet formdja az a és b alapjelekbdl all6 valamely
véges hosszusagu sorozat. Példaul: abaabbb. Ilyen rendszerekre példa lehet a telegraf vagy a
bindrisan kédolt adatatviteli rendszerek (fax, internet, stb.).

A rendszerben az a alapjel atviteléhez ki, mig a b alapjel atviteléhez ko iddegységre van
sziikség (ky és ko pozitiv egész). Tegyiik fel a meghatdrozottsiag kedvéért, hogy ko > ky.

Kérdés: Hény olyan egymastdl kiilonbozé lizenet (jelsorozat) van amelyek atviteléhez pontosan
n idoegység kell?

Jelolje s, azon az egymastdl kiilonbo6zo tizeneteknek a szamat, amelyek pontosan n idoegység
alatt vihetok at. Ekkor s, teljesiti a

Sp = Sp—k; T Sn—kys n > ko (21)

rekurziv Osszefiiggést, mivel két eset van: ha az utolsé atvitt alapjel k; hosszu volt, akkor elétte
osszesen s,_, db kilonb6z6 n — ki hosszu jelsorozat lehet, ill. ha az utolsé atvitt alapjel ko
hosszu volt, akkor el6tte Gsszesen s,,_j, féle n — ko hosszu jelsorozat lehetett. Természetesen a
rekurziv képletiink akkor hatarozza meg egyértelmiien az (s,) sorozatot, ha megadjuk a sorozat
els6 ko db kezdeti értékét:

S0 = Up, S1 = U1, -y Sko—1 = Uky—1-

Specidlis eset: Legyen az a = - atviteléhez sziikséges id6 egy egység, k1 = 1 és az b = —
atviteléhez sziikséges id6 2 egység, azaz ko = 2. Ekkor

lehetséges sorozatok

_SwhoH3
SN R
|

Lathatd, hogy ebben az esetben az

Sp = Sp—1 1 Sp—2, 77,22,
S0 = 0, S§1 — 1

rekurzié adja a probléma megoldéasat.
Ilyen rekurziv sorozatok megoldasai keresésére a z-transzformélt mdédszert fogjuk alkalmazni.

2.2. A z-transzformalt

Tekitstink egy (x,,) valés vagy komplex szamokbdl all6 sorozatot. Ebben a fejezetben minden
sorozatrol feltessziik, hogy az indexe O-val indul, n = 0,1,2,.... (Ez az alkalmazdsokban nem
megszoritas, hiszen mindig at tudjuk dgy alakitani a sorozat képletét, hogy az indexe 0-val
kezd6djon.)
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2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (x,) sorozatnak létezik a z-transzformdltja a z € C
helyen, ha az
=z
n
X(Z) = 2_"
n=0

sor konvergens. Az x = (x,) sorozat z € C helyen vett z-transzformaltjit az
X(2), Z{aza}(2), Z{z}(2)

szimbolumokkal szokas jelolni.

Valos vagy komplex szamsorok konvergencidjanak ellendrzésére hasznalhatjuk példaul a gyok-
kritériumot. Ezt alkalmazva a fenti sorra kapjuk, hogy X(z) létezik, azaz a sor konvergens, ha
Tn

—| = lim Vel

Zn n—oo |z

n

lim
n—oo

<1,

és X (z) nem létezik, azaz a végtelen sor nem konvergens, ha

Tn va

Zn

n

Zl > 1.

lim
n—oo

Jelolje ezért
R = lim V/|zn|,
n—oo
feltéve, hogy a hatarérték létezik. Ekkor a fenti szdmolds azt adja, hogy X (z) konvergens, ha

|z| > R, és X (z) divergens, ha |z| < R. Az R szadmot a z-transzformélt konvergenciasugdrnak
nevezziik. Ha R = 0, akkor X (z) létezik minden z # O-ra.

Megjegyezziik, hogy ha a z-transzformalt véltozéjat helyettesitjik a w = 1/z 1j véltozéval,
akkor a

X(1/w) = anw"
n=0

hatvanysort kapjuk, amit a sorozat gemerdtorfiiggvényének hivunk. Lathatd, hogy a generator-
fliggvény és a z-transzformalt kozott igen szoros a kapcesolat. Kombinatorikaban példaul gyakran
hasznaljak a generdrotfiiggvényt kiillonb6zo feladatokban, de a differenciaegyenletek megoldasara
a z-transzformalt moddszert igen kényelmes hasznalni, hiszen ennek a Laplace-transzformélthoz
hasonl6 tulajdonsdgai vannak, ahogy ezt majd lathatjuk a fejezet soran.

2.2. Példa. Szdmitsuk ki az z,, = a”, (a # 0) sorozat z-transzformé&ltjat!
A z-transzformalt definicidjat és a geometriai sor Osszegképletét alkalmazva kapjuk |z| > |al-

ra, hogy
2 a" 2. sa\n 1 z
n=0 n=0 z
Valéban, a konvergenciasugar ebben az esetben R = lim, 1 V/|a”| = |al. O

2.3. Példa. Tekintsiik az x,, = 1 konstans sorozatot.
Ez az el6bbi sorozat specidlis esete (a = 1), ezért

Z{1}(2) = zil’ 2] > 1.
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2.4. Példa. Az egység impulzus sorozat vagy mas néven a Kronecker-delta sorozat definicidja:
adott k nemnegativ egészre 5,(Lk) legyen a kovetkezd

B[ 1 ha n=k
&)_{Q ha n# k.

Definicié alapjan
Z{5§Lk)}(z) = Z 5§Lk)z_" =zF z # 0.
n=0

Specidlisan, ha k = 0, akkor
Z{6OYz) =1, z#0.

O

2.5. Példa. Tekintsiik a Heaviside-sorozatot vagy egységugrds sorozatot, azaz valamely k pozitiv
egészre

k) _ J 0, ha n<k
Un " = { 1, ha n > k.
Ekkor minden |z| > 1-re
o0 o0 o0 ok Ak
Z{uPY(z) = Zu%k)z_" = Zz‘" =7k Zz‘" =1 L1
n=0 n=k n=0

2.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan M > 0 és a > 0 konstansok, hogy az (x,,) sorozatra
|z, < Ma™, mindenn =0,1,... -re.
Ekkor az (xy,) sorozatnak létezik a z-tanszformdltja minden |z| > a-ra.

Bizonyitas: Mivel a feltétel szerint

n o0 n
x a a
M <M||—| , és MZ — konvergens, ha |z| > a,
2™ ] ]
n=0
ezért a majordns kritérium alapjan a )~ z,z~" sor is abszolit konvergens, azaz a z-transzfor-
malt 1étezik. 0
Adott k > 0 egész, ay,...,ax valés konstansok, (b,,) valés sorozat. Az
Tp = Q1 Tp—1 + A2Tp—_9 + -+ + ApTp_p + bn, n="kk+1,... (2.2)

egyenletet k-adrendid konstans egyiitthatds linedris rekurziv differenciaegyenletnek hivjuk. Az
egyenlet egyértelmiien definidl egy (x,) sorozatot, ha megadjuk a sorozat elsé k darab tagjét:

T = UQy .+, L] = Uk—1, (2.3)

ahol ug, ..., ur_1 adott szamok.

A kovetkezd allitas értelmében a (2.2)—(2.3) rekurziv sorozat mindig exponencidlisan korlatos,
feltéve, hogy a (b,) sorozat is az. Ebb6l kovetkezik, hogy a (2.2) egyenlet megolddsdnak mindig
létezik a z-transzformaltja elég nagy |z|-re.

2.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (by) sorozat exponencidlisan korldtos, azaz léteznek olyan B > 0
és b > 1 szamok, hogy |b,| < Bb™ minden n = k,k + 1,... egész szaimra. Ekkor a (2.2)-(2.3)
rekurziv sorozat is exponencidlisan korldtos, azaz léteznek olyan M > 0 és a > 1 szdmok, hogy
|z, < Ma™, n=0,1,2,....
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2.3. A z-transzformalt tulajdonsagai

2.8. Tétel (Linearitds). Legyen X(z) az (x,) sorozat z-transzformdltja, amely konvergencia
sugara Ry és legyen Y (2) az (yn) sorozat z-transzformdltja, amely konvergencia sugara Rs.
Ekkor barmely a és b komplex szamokra

Z{axy, + by, }(z) = aX(z) + bY (2), |z] > max{Ri, Ra}.

Bizonyitas: Legyen |z| > max {R;, R2}. Ekkor

[eS) [ [
D lawn +byn)z "1 <> lallenz " 4+ bllynz "] < o,
n=0 n=0 n=0

tehat a bal oldalon &4ll6 z-transzformalt is 1étezik, és az értéke

o o o
Z{ax, + by, Hz) = Z(aazn +byn)z " =a Z Tnz "+ bz ynz " =aX(z) + bY (2).
n=0 n=0 n=0
O
2.9. Példa. Szamitsuk ki az x,, = sinan sorozat z-transzformaltjat!
Az Euler-formula szerint , .
etan _ o—ian
sinan = ————,
21
igy a z-transzformalt linearitasat hasznalva
Z{sinan} = = (Z{e""} — Z{e7""}) = L ==
2i 21 \z—ev  z—e7l0

1 22 — zeT® — 22 4 zelo _ zsina

22— (el e )z 41 22 —2zcosa+ 1’
Hasonléan megmutathatd, hogy

2
z% —zcosa
Z{cosan} = .
{ } 22 —2zcosa+ 1
O

Bizonyitas nélkiil tekintsiik a kovetkezd allitast:

2.10. Tétel (Unicitds tétel). Legyen az (x,) és (yn) két sorozat, amelyek X = Z{x,} és
Y = Z{yn} z-transzformdltjai konvergensek a |z| > Ry, illetve |z| > Ry tartomdnyokban. Ha
X(2) =Y(2), |z|>max{Ri,Ra}, akkor x,, =y,, mindenn =0,1,2,...-re.

A 2.10. Tétel szerint tehat a z-transzformadltnak egyértelmil inverz miivelete létezik, ame-
lyet inverz z-tranzformdltnak hivunk, és Z~1-gyel jeloliink. Azaz ha Z{x,}(z) = X(z), akkor
Z7HX) = z,.

A z-transzformalt linearitdsdbdl konnyen igazolhaté az alabbi tulajdonsag.

2.11. Tétel. Az inverz z-transzformdlt linedris, azaz minden a €s b konstansra

Z7HaX(2) +bY(2)} = aZ7H{X(2)} + b2 H{Y (2)}.
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2.12. Példa. Szamitsuk ki az

2’2—2’

X(z2)=—5——"—
(2) 224 2-20
fliggvény inverz z-transzformaltjt!

A nevezl szorzattd alakithatd, igy parcialis tortekre alakitjuk a kifejezést, de egy z szorzé-

tényezot el6szor kiemeliink:

22—2_Z21+11_gz+12
2242-20 “\3z45 32—-4) 3z45 3z-—4

ezért, 5 )
ZHUX(2)} = g(—5)" + 54"-

2.13. Példa. Szamitsuk ki az

422 + 2
X(Z):zz—z—l—l

fliggvény inverz z-transzformaltjat!
A nevez$ nem alakithaté szorzattd, igy a szinusz és koszinusz azonossagokra vezetjlik vissza
a szamolast:

422 +z 422 +z 42% + 2 B 4(22—2%)+3z
22—z41 z2—2z%+1_z2—2zcosg—|—1_z2—2zcos§+1
2 .

_ z —zcoig 23 z:smg7r 7

22 —2zcos T +1 22 —2zcos 5 +1

ezért

ZUX(2)} = 4cos(%n> + 2\/§sin<%n>.

2.14. Tétel (Eltolas). Legyen (x,) olyan sorozat, amelyet (teszéleges mddon) kiterjesztink

negativ indexekre is, legyen unk) az egységugrds sorozat. Legyen tovdbbd az X = Z{x,} z-
transzformdlt konvergencia sugara R, és legyen k > 0 rogzitett egész. Ekkor

(a) Z{u,(qk)xn_k} =27k X(2), |z| > R, (eltolds jobbra)
k=1

(b) Z{xpip} = 2"X(2) = 3 wp2F ™, |z| > R, (eltolds balra).
n=0

Bizonyitas: Az (a) rész kovetkezik a

o o0 o [o¢]
E u,(f):nn_kz_” = E Ty = E :Ejz_(”k) =7k E xjz !
n=0 n=k j=0 j=0

Osszefliiggésekbol, ahol a j = n — k helyettesitést hasznaltuk.
A (b) &llitas hasonléan addédik a j = n + k helyettesitéssel:

00 o) 00 k—1
E Tpakz = E ajjzk_] =k E izl — E xjz?
n=0 j=k §=0 §=0
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2.15. Tétel. Legyen a # 0 komplex szam. Ha az (xy,) sorozat X = Z{x,} z-transzformdltjanak
konvergencia sugara R, akkor
Z{a"w}(x) =X (2),  [:] > Rlal.

Bizonyitas: Egyszerli szamolassal kapjuk

Z{a"x,}(z) = ia”xnz_" = i‘% <§>_n =X (E) , ha ‘E‘ > R.
n=0 n=0

a

Az eltolési tétel lehetéséget ad differenciaegyenletek megolddsara.

2.16. Példa. Oldjuk meg az
Tntl = 3Ty — 1, o =1

differenciaegyenletet!
Vegyiik az egyenlet mindkét oldaldnak z-transzformaltjat

z
)
z—1

2X(z) — zzg = 3X(2) —

és hasznaljuk a kezdeti feltételt:

azaz

Inverz z-transzformaltat szamolva

o= ZA{zi3_u—wiwaﬁ}:ZA{zi3_Z<_

1 =z 1 =z 1 1
— -1J)Z Z S L
=2 {22—3+22—1} 3 T

1
z—1

=)

DO | =
N | —

2.17. Tétel. Ha az (x,) sorozat X = Z{x,} z-transzformdltjanak konvergencia sugara R, akkor
—2X'(2) = Z{nz, }(2), |z| > R,

altaldban,
(—1)FEXE () = Z{n(n+1)--- (n+k— Dz, }(2),  |z| >R

Bizonyitds: A z-transzformélt konvergenciasugara definici6jdbol kovetkezik, hogy a g(w) =

>0 o xpw™ hatvénysor konvergdl a |w| < 1/R tartomdnyon. Tudjuk, hogy egy hatvanyor
tagonként differencidlhaté a konvergenciatartomanyan beliil, azaz

o0
J(w) = annw"_l, |lw| < 1/R.
n=1
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Mivel g(w) = X (1/w), ezért

n=1
azaz
1X'<1> —inz w"
w w/) "
n=0
A z = 1/w helyettesitéssel kapjuk
o0
—2X'(2) = annz_” = Z{nzp}(2), |z| > R.
n=0
A mésodik allitas teljes indukciéval kénnyen igazolhato. O

2.18. Példa. Szamitsuk ki az x,, = n sorozat z-transzformaltjat!
A 2.17. Tételt alkalmazva

Z{n}:Z{n-l}:—zi< 2 )Z_Zl-(z—l)—z-lz 2

dz \z—1 (z—1)2 (z—1)%
([l
2.19. Példa. Szamitsuk ki az x,, = n? sorozat z-transzformaltjat!
A 2.17. Tételt alkalmazva djra

d 2 1-(z—1)2—2-2(z—1) 2(z+1)

Zn*t=Zn-n}=—2—(— ) =-— = :

{7y =Z{n-nj=—= ((z 1)2> ‘ (z— 1)1 (z—1)3
O

2.20. Példa. Oldjuk meg az
Tnia — ATny + 4z, = ul?, 20=0, x1=0

kezdeti érték feladatot!
z-transzformaltat szamolva

22X (2) — 22w — 22y — 42X (2) + dzwo + 4X (2) =

amibdl a kezdeti feltételeket is haszndalva kovetkezik
1 1 z

X(z) = 2(22 —4z+4)(z — 1) :;m

Szamitsuk ki el0szor

“Nepen) - 7 e 5))
i

1
= 2" —-2"+1
5 n +

= onlp —on 1.
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Ezért az jobbra eltolédsi tételt haszndlva
zp=ulP) (2" (n—2) - 272+ 1).

A Z7YX(z)} inverz z-ztanszforméltat kiszdmolhatjuk tigy is, hogy kiindulunk az

X(o) = 1 (1111 11,
AR 12 22 4(2—=2)2 2z-2 z-1

alakbol. Ezért

1 1 1 1
zn = —=00 — 5550) + g2 - 52" + 1.

Ellenérizhetd, hogy a fenti két képlet ugyanazt a sorozatot generélja. O

Bizonyitas nélkiil tekintsiik az aldbbi eredményt.

2.21. Tétel (Kezdeti- és végérték tétel). Legyen X = Z{x,}. Ekkor
(a) Kezdeti érték dllitds:
lim X(z) = o,

|z]—+o0

(b) Végérték allitas:

i _an = e~ DX(2)

(feltéve, hogy ez a hatarérték létezik).

2.22. Definicié. Az z = (z,,) és y = (yn) sorozatok konvolicidja alatt azt az x * y-nal jeldlt
sorozatot értjik, amely altalanos tagja a kovetkezo Osszefiiggéssel definialt:

n
(x*y)nzzxn—jyj, n=20,1,2,....
7=0

Egyszerli szdmolas mutatja, hogy
n
@Y= Tjyn—y, n=01,2....
§=0

Szokas egyszerlien az x, * y, jelolést is haszndlni a konvolicids sorozat n-edik tagjara.
Konnyen ellenérizhetok a konvolicié alabbi tulajdonsdgai:

2.23. Allitas. Minden x,y,w sorozatra teljestil
(a) kommutativitds: x*y =y * x,
(b) asszociativitds: (x *y) * w = x * (y * w),
(c¢) disztributivitds: (z+y)*w =z *w + y * w,

(d) ©+xO =0, ahol O, =0 az azonosan nulla sorozat.

2.24. Tétel (Konvolicios tétel). Ha x = (z,) és y = (yn) két sorozat, amelyek X = Z{x,}
és'Y = Z{yn} z-transzformaltjainak a konvergencia sugara Ry, illetve Ro, akkor azok kon-
volicidjdnak z-transzformdltja is létezik, €s

Z{xxy}(z) = X (2)Y (2), |z| > max{R1, Rs}.



30 MAM143A elbadasjegyzet, 2008/2009

2.4. Alkalmazas

Térjiink vissza a 2.1. szakaszban definidlt informécidatviteli probléma specidlis esetéhez:

2.25. Példa. Szamoljuk ki az
Sp = Sp—1+ Sn—2, n =2,

S0 = 0, S1 — 1
rekurziv Osszefliggéssel definialt (s,,) sorozat képletét!
A z-transzformalt kényelmes alkalmazdsdhoz irjuk &t a rekurziv egyenletet az

Sn+2 = Sn+1 + Sn, n >0

alakba. Legyen S = Z{s,}. Ekkor mindkét oldal z-transzforméltjat véve és alkalmazva az
eltolasi tételt kapjuk, hogy

228(2) — 2250 — 281 = 25(2) — 280 + S(2),
ahova a kezdeti értékeket behelyettesitve
(22 —2—-1)8(2) = 2,

azaz
z

S(z) = ———.
(2) 22—2z-1

S(z) inverz z-transzformaltjanak meghatérozasdhoz parcidlis tortekre bontunk, de gy, hogy egy
z szorzétényez6t meghagyunk a szamlaloban:

z z A i B
= =z
22—2-1 (2—21)(z — 22) z—2 z—2)’

ahol
_1+V5 _1-5
21 = 2 ) 2 = 2 .
Fzt végigszamolva kapjuk
1 1
A=— és B=—-——
V5 V5

és igy

1 z z
S(Z)_%<Z—Z1_Z—Z2

Ennek inverz z-transzformaltjat véve

1 145\ 1 [1=vB)" B
SH_E<T> —ﬁ< 5 > , n=20,1,2....

2.26. Példa. Oldjuk meg az

Tn4l1l — 4yn = 17 Yn+1 — Tn = 07 To = 17 Yo = -1
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differenciaegyenlet-rendszert! Az egyenletek mindkét oldaldnak z-transzformaltjat véve

z
2X(2) —zzg —4Y (2) = o
2Y(2) —zy0 — X(2) = 0,
igy a kezdeti feltételeket hasznélva
z
X(z) —4Y = —
2X(z) (2) z+ po—

2Y(z) = X(2) = —=z.

Az algebrai egyenletrendszert megoldva kapjuk

X - 22 :Z<4 111 >

(z—=1)(z+2) 32+2 3z-1
22 2 1 11
Y(2) = —— = (-2 - ,
(2) (z—1)(z+2) Z( 3z+2 32—1>
Ezért a megoldas
_4( 2 1 B 2( 2 1
T3 37 T3 3



