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3.2 A Fourier–transzformáció értelmezése . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.3 Az inverziós tétel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.4 Plancherel tétele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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4.4 A hővezetési egyenlet fundamentális megoldásai . . . . . . . . . . 74
4.5 A Schrödinger–egyenlet fundamentális megoldásai . . . . . . . . . 75

4.6 A hullámegyenlet fundamentális megoldásai . . . . . . . . . . . . 76

4.7 A Laplace–egyenlet fundamentális megoldásai . . . . . . . . . . . 77
4.8 Szoboljev–terek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79



TARTALOM 3
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1 FÜGGVÉNYTEREK

1.1 Folytonos függvények terei

Ha X topologikus tér, akkor C(X) jelöli az X-en értelmezett összes komplex
értékű folytonos függvények halmazát. A C(X) tér a pontonkénti vektortér
műveletekkel és a pontonkénti szorzással egységelemes komplex algebra.

Ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor bármely X-beli K kompakt
halmaz és C(X)-beli f esetén legyen

pK(f) = sup
x∈K

|f(x)| .

Ekkor a {pK} szeminorma-család a C(X) téren lokálisan konvex Haussdorff–féle
vektor-topológiát indukál. Ebben egy (fi)i∈I (általánośıtott) függvénysorozat
pontosan akkor konvergál a C(X)-beli f függvényhez, ha az (fi)i∈I függ-
vénysorozat az X minden kompakt részhalmazán egyenletesen konvergál az
f függvényhez. Ha X σ-kompakt, azaz megszámlálható sok kompakt halmaz
egyeśıtése, akkor C(X) Fréchet–tér.

Ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor a C(X) egy Λ : C(X) → C

lineáris funkcionálja pontosan akkor folytonos, ha az X bármely K kompakt
részhalmaza esetén van olyan CK szám, hogy

|Λ(f)| ≤ CK pK(f)

teljesül a C(X) minden f eleme esetén. Ez pontosan akkor teljesül, ha az X-en
létezik olyan µ kompakt tartójú reguláris komplex Borel–mérték, hogy

Λ(f) =

∫

X

f dµ

fennáll minden C(X)-beli f függvényre. Ilyen módon C(X) duális tere azono-
śıtható a C(X)-en értelmezett összes kompakt tartójú reguláris komplex Borel–
mértékek Mc(X) terével.

Ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor C0(X) jelöli a C(X) tér vég-
telenben eltűnő függvényeinek halmazát, tehát az olyan f : X → C folytonos
függvények halmazát, melyeknél bármely ε > 0 esetén van olyan X-beli K
kompakt részhalmaz, hogy |f(x)| < ε, ha x nem tartozik K-hoz.

Ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor C00(X) jelöli a C(X) tér
kompakt tartójú függvényeinek halmazát, tehát az olyan f : X → C folytonos
függvények halmazát, melyeknek

supp f = {x ∈ X : f(x) 6= 0}cl

tartója az X-nek kompakt részhalmaza.
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Ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, K pedig az X kompakt részhal-
maza, akkor CK(X) jelöli a C(X) tér mindazon kompakt tartójú függvényeinek
halmazát, melyeknek tartója aK kompakt halmaz részhalmaza. Nyilván CK(X)
a C(X) tér zárt altere.

Mivel bármely végtelenben eltűnő, komplex értékű folytonos függvény kor-
látos, a C0(X) tér f függvényeire a

‖f‖∞ = sup
x∈X

|f(x)|

kifejezés normát értelmez. Könnyű látni, hogy C0(X) az ‖f‖∞ normával Ba-
nach–tér. Ebben C00(X) nem feltétlenül zárt altér, CK(X) viszont zárt altér az
X bármely K kompakt részhalmaza esetén.

Ha X kompakt Haussdorff–tér, akkor a C(X) = C00(X) = C0(X) tér a pon-
tonkénti vektortér műveletekkel, a pontonkénti szorzással, a konjugálással és az
‖f‖∞ normával kommutat́ıv, egységelemes C∗-algebra.

Ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, K pedig az X kompakt részhalma-
za, akkor a CK(X) tér topologikusan izomorf a C(K) Banach–térrel.

1.2 Differenciálható függvények terei

Legyen n pozit́ıv egész szám, Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza,
valamint p nem negat́ıv egész. Ekkor Cp(Ω) jelöli az Ω-n értelmezett összes
komplex értékű, p-szer folytonosan differenciálható függvények halmazát. A
Cp(Ω) tér a pontonkénti vektortér műveletekkel és a

qs,K(ϕ) = sup
|α|≤s

sup
x∈K

|∂αϕ(x)|

szeminorma-család által indukált topológiával lokálisan konvex topologikus vek-
tortér. Itt s ≤ p egész, α egy Nn-beli multi-index, melyre α = (α1, α2, . . . , αn)
esetén |α| = α1 + α2 + · · · + αn, és K az Ω tetszőleges kompakt részhalmaza.

Vegyük észre, hogy a p = 0 esetben C0(Ω) jelentése ugyanaz, mint C(Ω)-
é. A Cp(Ω) tér elemeit szokás egyszerűen Cp-függvényeknek nevezni Ω-n,
természetesen C0-függvény helyett C-függvényt ı́rva.

Az Rn tér bármely Ω nem üres, nýılt részhalmaza esetén van az Ω kom-
pakt részhalmazainak olyan (Km)m∈N sorozata, melynek egyeśıtése Ω, s melynél
Km+1 részeKm belsejének. Egy ilyen sorozatot az Ω egy kompakt kimeŕıtésének
mondunk. Ha rögźıtünk egy kompakt kimeŕıtést, akkor legyen

qs,m(ϕ) = sup
|α|≤s

sup
x∈Km

|∂αϕ(x)| ,

tehát a korábbi jelöléssel qs,m = qs,Km
. Könnyű látni, hogy a (qs,m)s≤p,m∈N

szeminorma-család ugyanazt a topológiát indukálja Cp(Ω)-n, mint az eredeti



6 1 FÜGGVÉNYTEREK

(qs,K)s≤p család, ahol K végigfutja Ω összes kompakt részhalmazait. Az ily
módon értelmezett (qs,m)s≤p,m∈N szeminorma-család által indukált topológiával
Cp(Ω) szeparábilis Fréchet–tér. A Cp(Ω) térben az (fn)n∈N sorozat pontosan ak-
kor konvergál a Cp(Ω)-beli f függvényhez, ha a (∂αfn)n∈N sorozat az Ω minden
kompakt részhalmazán egyenletesen konvergál a ∂αf függvényhez, minden olyan
α multi-index esetén, melyre |α| ≤ p.

1.3 Az E(Ω), DK(Ω) és D(Ω) tér

Ebben a szakaszban n egy pozit́ıv egész számot jelöl, Ω pedig az Rn tér nem
üres, nýılt részhalmaza.

Az Ω-n értelmezett összes komplex értékű, végtelen sokszor differenciálható
függvények E(Ω) halmazán a fentiekben értelmezett (qs,m)s≤p,m∈N szeminorma-
család lokálisan konvex Haussdorff–topológiát indukál. Az E(Ω) tér Fréchet–
tér, melyben az (fn)n∈N sorozat pontosan akkor konvergál az E(Ω)-beli f
függvényhez, ha a (∂αfn)n∈N sorozat az Ω minden kompakt részhalmazán egyen-
letesen konvergál a ∂αf függvényhez, minden α multi-index esetén. Az előző
szakaszban használt jelölés analógiájára néha szokás E(Ω) helyett C∞(Ω)-t ı́rni,
sőt, az E(Ω)-beli függvényeket szokás röviden C∞-függvényeknek nevezni Ω-n.

Ha K az Ω kompakt részhalmaza, akkor jelölje DK(Ω) az Ω-n értelmezett
összes komplex értékű, végtelen sokszor differenciálható, K-beli tartójú függ-
vények halmazát. Nyilván DK(Ω) az E(Ω) tér zárt altere. Mivel rögźıtett
(Km)m∈N kompakt kimeŕıtés esetén az Ω minden kompakt részhalmaza egyben
részhalmaza valamely Km-nek is, ı́gy az E(Ω), továbbá bármely K kompakt
halmaz esetén a DK(Ω) topológiája független a (Km)m∈N kompakt kimeŕıtés
választásától. A DK(Ω) térben az (fn)n∈N sorozat pontosan akkor konvergál
a DK(Ω)-beli f függvényhez, ha a (∂αfn)n∈N sorozat az Ω-n egyenletesen kon-
vergál a ∂αf függvényhez, minden α multi-index esetén.

Ha K végigfutja az Ω összes kompakt részhalmazait, akkor a megfelelő
DK(Ω) terek egyeśıtését jelölje D(Ω). Tehát D(Ω) az Ω-n értelmezett összes
komplex értékű, végtelen sokszor differenciálható, kompakt tartójú függvények
halmaza, mely nyilván komplex lineáris tér. Elemeit tesztfüggvényeknek ne-
vezzük. Az alábbiakban D(Ω)-n is lokálisan konvex vektortopológiát fogunk
értelmezni. Egyáltalán nem nyilvánvaló az, hogy bármely nem üres, nýılt Ω
halmaz esetén D(Ω) nem csak az azonosan nulla függvényből áll.

1.3.1 Lemma. Legyen 0 < a < b. Ekkor létezik olyan g : R → R végtelen
sokszor differenciálható függvény, hogy g(x) = 0, ha x < a, és g(x) = 1, ha
x > b.

Bizonýıtás. Válasszunk olyan δ0, δ1, . . . pozit́ıv számokat, hogy
∑∞

i=0 δi = b−a,
továbbá legyen

mn =
2n

δ1δ2 . . . δn
, n = 1, 2, . . . .
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Legyen f0 olyan folytonos, monoton függvény, hogy f0(x) = 0, ha x < a, és
f0(x) = 1, ha x > a+ δ0; legyen továbbá

fn(x) =
1

δn

∫ x

x−δn

fn−1(t)dt n = 1, 2, . . . .

Differenciálással és indukcióval könnyű megmutatni, hogy fn n-szer differen-

ciálható, és |f (n)
n | ≤ mn. Ha n > r, akkor

f (r)
n (x) =

1

δn

∫ δn

0

f
(r)
n−1(x− t)dt,

melyből ismét indukcióval adódik, hogy

|f (r)
n | ≤ mr (n ≥ r).

A középértéktétel és a fentiek alapján

|f (r)
n − f

(r)
n−1| ≤ mr+1δn (n ≥ r + 2).

Mivel
∑∞

i=0 δn < +∞, ezért tetszőleges r esetén az (f
(r)
n )n∈N függvényso-

rozat egyenletesen konvergens. Ezért az (fn)n∈N függvénysorozat egyenletesen
konvergál egy g függvényhez, mely végtelen sokszor differenciálható, |g(r)| ≤ mr,
ha r = 1, 2, . . . , és g(x) = 0, ha x < a, valamint g(x) = 1, ha x > b.

1.3.2 Lemma. Legyen 0 < a < b. Ekkor létezik olyan ϕ : Rn → R végtelen
sokszor differenciálható függvény, hogy ϕ(x) = 1, ha ‖x‖ ≤ a, és ϕ(x) = 0, ha
‖x‖ > b.

Bizonýıtás. Az előző lemmában szereplő g függvénnyel legyen

ϕ(x) = 1 − g(‖x‖2).

1.3.1 Tétel. Legyen Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, Γ pedig az Ω nýılt
lefedése. Ekkor létezik a D(Ω) térben olyan (ψi)i∈N sorozat, mely nem negat́ıv
függvényekből áll, és teljesülnek a következők:

(i) minden ψi tartója része valamely Γ-beli halmaznak;

(ii)
∑∞

i=1 ψi(x) = 1, ha x az Ω tetszőleges eleme;

(iii) az Ω minden K kompakt részhalmaza esetén van olyan m pozit́ıv egész
szám és K-t tartalmazó W nýılt halmaz, hogy

ψ1(x) + ψ2(x) + · · · + ψm(x) = 1,

ha x a W eleme.
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Bizonýıtás. Legyen S az Ω egy megszámlálható, sűrű részhalmaza. Legyen
{B1, B2, . . . } mindazon zárt gömbök sorozata, melyeknél a Bi gömb pi közép-
pontja S-beli, sugara az ri racionális szám, sBi része valamely Γ-beli halmaznak.
Legyen Vi a pi középpontú, ri

2 sugarú nýılt gömb.

Az 1.3.2 lemma alapján létezik olyan ϕi a D(Ω)-ban, mely nem negat́ıv, a
Vi-ben 1, a Bi-n ḱıvül pedig 0. Legyen ψ1 = ϕ1, és

ψi+1 = (1 − ϕ1)(1 − ϕ2) . . . (1 − ϕi)ϕi+1 (i = 1, 2, . . . ).

Nyilván ψi = 0 a Bi-n ḱıvül, ezért teljesül az első feltétel. Indukcióval
könnyen igazolhatjuk a

ψ1 + ψ2 + · · · + ψi = 1 − (1 − ϕ1)(1 − ϕ2) . . . (1 − ϕi)

összefüggést. Mivel ϕi = 1 a Vi-n, ezért

ψ1 + ψ2 + · · · + ψm(x) = 1,

ha x a V1∪V2∪· · ·∪Vm halmaz eleme, amiből a második tulajdonság következik.
Végül, ha K az Ω kompakt részhalmaza, akkor valamely m-re K részhalmaza a
V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vm halmaznak, amiből a harmadik feltétel következik.

A (ψi)i∈N sorozatot a Γ lefedés alá rendelt lokálisan véges egységfelbontásnak
nevezzük.

1.4 A D(Ω) tér topológiája

Ebben a szakaszban Ω az Rn tér egy nem üres, nýılt részhalmazát jelöli, ahol
n rögźıtett, pozit́ıv egész.

A D(Ω) térben a következő módon értelmezünk lokálisan konvex vektor-
topológiát: a 0 környezetbázisát a D(Ω) tér mindazon nem üres, konvex,
körszerű W részhalmazai alkotják, melyekre a DK(Ω) ∩W a DK(Ω)-ban nýılt,
az Ω minden K kompakt részhalmaza esetén. Ez a topológia a DK(Ω) terek
topológiáinak indukt́ıv limesze. A D(Ω) topológiájának bármely DK(Ω)-ra való
szűḱıtése éppen DK(Ω) korábban értelmezett topológiája. A D(Ω) térben a
(ϕk)k∈N sorozat akkor és csak akkor konvergál a D(Ω)-beli ϕ függvényhez, ha
van az Ω-nak olyanK kompakt részhalmaza, hogy ϕk és ϕ a DK(Ω)-hoz tartozik,
hacsak k = 1, 2, . . . , és ϕk → ϕ a DK(Ω)-ban. A D(Ω) tér nem Fréchet–tér.

Röviden összefoglaljuk, hogy ha adott a D(Ω) térben tesztfüggvények egy
(ϕk)k∈N sorozata, akkor ez a sorozat mikor konvergál a D(Ω) tér topológiája
értelmében a D(Ω)-beli ϕ tesztfüggvényhez. A fentiek alapján ez azt jelenti,
hogy

(i) van olyan K kompakt részhalmaza Ω-nak, hogy a (ϕk)k∈N sorozat és ϕ
egyaránt a DK(Ω) térhez tartozik, azaz, van olyan pozit́ıv R szám, hogy
‖x‖ > R esetén ϕk(x) = 0 és ϕ(x) = 0 teljesül k = 0, 1, . . . esetén;
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(ii) a (ϕk)k∈N sorozat a DK(Ω) tér topológiája értelmében konvergál a ϕ függ-
vényhez, azaz, a (∂αϕk)k∈N sorozatok minden α multi-index esetén az
Ω összes kompakt részhalmazán egyenletesen konvergálnak ∂αϕ-hez. Ez
utóbbi nyilván egyenértékű azzal, hogy ezek a függvénysorozatok az Ω
halmazon egyenletesen konvergálnak a megfelelő deriválthoz, hiszen az
összes szóbanforgó függvények eltűnnek K-n ḱıvül. Ez a feltétel tehát még
részletesebben kifejtve azt jelenti, hogy bármely α multi-index és bármely
ε > 0 esetén van olyan N , hogy

∣

∣∂αϕk(x) − ∂αϕ(x)
∣

∣ < ε

teljesül az Ω halmaz minden x eleme, és minden k ≥ N esetén.

Megjegyezzük, hogy mivel a D(Ω) tér nem metrizálható, ı́gy topológiája nem
ı́rható le sorozatokkal; erre a célra általánośıtott sorozatokat kell használni. Az
általánośıtott sorozatokkal kapcsolatos legfontosabb tudnivalókat a Függelékben
foglaltuk össze.

1.4.1 Példa. Legyen ϕ tetszőleges tesztfüggvény Rn-en és tekintsük a következő
sorozatokat: bármely Rn-beli x és k = 1, 2, . . . esetén legyen

(i)

ϕk(x) =
1

k
ϕ(x) ,

(ii)

ϕk(x) =
1

k
ϕ(kx) ,

(iii)

ϕk(x) =
1

k
ϕ
(x

k

)

.

Most megvizsgáljuk, hogy van-e ezek között olyan, amely a D(Rn) térben kon-
vergens.

Az első esetben nyilván ϕk tartója része ϕ tartójának, továbbá bármely α
multi-index esetén

∂α ϕk =
1

k
∂α ϕ ,

ezért a (ϕk)k=1,2,... sorozat D(Rn)-ben konvergál az azonosan nulla függvényhez.

A második esetben, ha ϕ tartója része az ‖x‖ ≤ r gömbnek, akkor ϕk tartója
része az, ‖x‖ ≤ 1

k r gömbnek, ı́gy a ϕk függvény tartója része az ‖x‖ ≤ r
gömbnek k = 1, 2, . . . esetén. Másrészt, bármely α multi-index esetén

∂α ϕk = k|α|−1∂α ϕ ,

ezért, ha ϕ nem azonosan nulla, akkor a (ϕk)k=1,2,... sorozat D(Rn)-ben nem
konvergens.
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Végül a harmadik esetben, ha ϕ(x0) 6= 0 valamely x0 6= 0 esetén, akkor
ϕk(kx0) 6= 0, ha k = 1, 2, . . . , ı́gy a ϕk függvények tartói nem foglalhatók
bele egy közös kompakt halmazba. Ezért, ha ϕ nem azonosan nulla, akkor a
(ϕk)k=1,2,... sorozat D(Rn)-ben nem konvergens.

1.5 Az S(Rn) tér

Ebben a pontban n egy pozit́ıv egész számot jelöl. Ha ϕ : Rn → C végtelen
sokszor differenciálható függvény, és bármely s,m nem negat́ıv egészek esetén

ps,m(ϕ) = sup
|α|≤s

sup
x∈Rn

(

1 + ‖x‖2
)m|∂αϕ(x)| < +∞

teljesül, akkor ϕ-t gyorsan csökkenő függvénynek nevezzük. Az összes gyorsan
csökkenő függvények S(Rn) halmaza lineáris tér, s ezen a {ps,m : s ≥ 0, m ≥ 0}
szeminorma-család lokálisan konvex Haussdorff–féle topológiát indukál, mellyel
S(Rn) Fréchet–tér. Könnyen belátható, hogy a ϕ : Rn → C végtelen sok-
szor differenciálható függvény pontosan akkor gyorsan csökkenő, ha bármely de-
riváltjának bármely polinommal való szorzata korlátos, és egy gyorsan csökkenő
függvény bármely deriváltjának bármely polinommal való szorzata integrálható.

Nyilvánvaló, hogy D(Rn) az S(Rn) részhalmaza. Mivel bármely D(Rn)-
beli ϕ, és s,m nem negat́ıv egészek esetén qs,m(ϕ) ≤ ps,0(ϕ), és bármely nem
negat́ıv s,m esetén van olyan C > 0 állandó, valamint olyan m0 nem negat́ıv
egész, hogy ps,m(ϕ) ≤ Cqs,m0(ϕ), ezért bármely Rn-beli K kompakt halmaz
esetén az S(Rn) topológiájának DK(Rn)-re való szűḱıtése megegyezik DK(Rn)
topológiájával.

Megjegyezzük, hogy az S(Rn) tér topológiája a következő szeminorma-
családdal is indukálható:

qN (ϕ) = sup
|α|≤N

sup
x∈Rn

(

1 + ‖x‖2
)N |∂αϕ(x)| , (1)

ahol N = 0, 1, 2, . . . . Az is világos, hogy qN valójában minden N nem negat́ıv
egész esetén norma.

1.5.1 Lemma. A D(Rn) sűrű S(Rn)-ben.

Bizonýıtás. Legyen ϕ az S(Rn) tetszőleges eleme, ψ pedig olyan D(Rn)-beli
függvény, mely 1-el egyenlő az egységgömbön. Legyen

ϕk(x) = ϕ(x)ψ
(x

k

)

(k = 1, 2, . . . ).

Nyilván ϕk a D(Rn)-hez tartozik, ha k = 1, 2, . . . . Megmutatjuk, hogy
ϕk → ϕ az S(Rn) térben, ha k → ∞. Legyen P tetszőleges polinom, α pedig
tetszőleges multi-index. Ekkor

P (x)∂α(ϕ− ϕk)(x) = P (x)
∑

β≤α

cα,β∂
α−βϕ(x)

1

k|β|
∂β

(

1 − ψ
)

(x

k

)

.
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Nyilvánvaló, hogy ∂β(1 − ψ(x
k )) = 0, ha ‖x‖ ≤ k. Másrészt,

lim
x→∞

P (x) · ∂α−βϕ(x) = 0,

ha β ≤ α, ı́gy a fenti összeg k → ∞ esetén az Rn-en egyenletesen konvergál
0-hoz. Ezért ϕk → ϕ az S(Rn) térben, ha k → ∞.

1.6 Az L
p tér

Ha (X,A, µ) mértéktér, akkor 1 ≤ p < +∞ esetén jelöli Lp(X) mindazon
f : X → C mérhető függvények halmazát, melyekre

‖f‖p =

(
∫

|f |pdµ
)

1
p

< +∞

teljesül. Azonośıtva a majdnem mindenütt egyenlő függvényeket, a vektortér-
műveletekkel és a ‖, ‖p normával Lp(X) Banach–tér. Továbbá, L∞(X) jelenti
a lényegében korlátos f : X → C mérhető függvények halmazát az

‖f‖∞ = ess sup |f |

normával. Az L∞(X) tér ugyancsak Banach–tér.

A későbbiekben leggyakrabban X = Ω az Rn tér egy nýılt részhalmaza lesz,
µ pedig az n-dimenziós Lebesgue–mérték valamilyen pozit́ıv konstansszorosa.
Speciálisan, mn fogja jelölni az n-dimenziós Lebesgue–mérték (2π)−

n
2 -szeresét.

Ha 1 ≤ p ≤ +∞, és Ω az Rn egy nýılt részhalmaza, akkor Lp
loc(Ω) mindazon

f : Ω → C mérhető függvények halmazát jelenti, melyeknek az Ω minden K
kompakt részhalmazára való szűḱıtése beletartozik Lp(K)-ba.

Az Lp(X) tér valós értékű függvényeinek halmazát Lp(X,R) jelöli.

1.7 Konvolúció

Ebben a szakaszban n egy pozit́ıv egész számot jelöl.

1.7.1 Tétel. (Általánośıtott Young–egyenlőtlenség) Legyen (X,A, µ) mértéktér,
1 ≤ p ≤ +∞ és C > 0. Ha K : X ×X → C mérhető függvény, melyre

∫

|K(x, y)|dµ(y) ≤ C majdnem minden X-beli x esetén,

és
∫

|K(x, y)|dµ(x) ≤ C majdnem minden X-beli y esetén,

akkor bármely Lp(X)-beli f esetén az X-beli x-re

Tf(x) =

∫

K(x, y)f(y)dµ(y)
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módon értelmezett Tf függvény az Lp(X)-hez tartozik, és

‖Tf‖p ≤ C‖f‖p

teljesül.

Bizonýıtás. Ha p = +∞, akkor az álĺıtás nyilvánvaló.

Legyen 1 ≤ p < +∞, és q olyan, hogy 1
p + 1

q = 1. Az 5.7.2 Hölder–egyenlőt-
lenség alapján

|Tf(x)| ≤
(

∫

|K(x, y)|dµ(y)

)
1
q
(

∫

|K(x, y)||f(y)|pdµ(y)

)
1
p

≤

≤ C
1
q

(
∫

|K(x, y)||f(y)|pdµ(y)

)
1
p

teljesül minden X-beli x-re. Mindkét oldalt p-edik hatványra emelve és x szerint
integrálva az 5.7.4 Fubini–tétel alapján a következőt kapjuk:

∫

|Tf(x)|pdµ(x) ≤ C
p

q

∫ ∫

|K(x, y)||f(y)|pdµ(y)dµ(x) ≤

≤ C
p

q
+1

∫

|f(y)|pdµ(y),

majd p-edik gyököt vonva az adódik, hogy:

‖Tf‖p ≤ C
1
p
+ 1

q ‖f‖p = C · ‖f‖p.

Ezért Tf(x) majdnem minden X-beli x-re véges, ı́gy a tételt bebizonýıtottuk.

Legyenek f, g az L1
loc(R

n) tér elemei. Ha valamely Rn-beli x esetén az
y 7→ f(x− y)g(y) függvény integrálható, akkor az

f ∗ g(x) =

∫

f(x− y)g(y) dmn(y)

defińıcióval értelmezzük f és g konvolúcióját az x pontban. Ekkor nyilvánvalóan
f ∗ g(x) = g ∗ f(x).

1.7.2 Tétel. (Young–egyenlőtlenség) Legyen 1 ≤ p ≤ +∞. Ha f az L1(Rn)-
nek, g pedig az Lp(Rn)-nek eleme, akkor majdnem minden Rn-beli x esetén
létezik f ∗ g(x), továbbá az f ∗ g : x 7→ f ∗ g(x) módon értelmezett f ∗ g függvény
Lp(Rn)-hez tartozik, és

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1 · ‖g‖p.

Bizonýıtás. Az álĺıtás az imént tárgyalt általánośıtott Young–egyenlőtlenségből
a K(x, y) = f(x− y) választással adódik.
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A tétel álĺıtását szimbolikusan L1 ∗Lp ⊆ Lp alakban fejezhetjük ki. Speciá-
lisan L1 ∗ L1 ⊆ L1, tehát az L1 tér a konvolúcióra nézve zárt.

1.7.3 Tétel. Az L1(Rn) tér a vektortér-műveletekkel, a konvolúcióval, és a ‖, ‖1

normával kommutat́ıv Banach–algebra.

Bizonýıtás. A konvolúció asszociativitása az 5.7.4 Fubini–tétel következménye.

Az 5.7.2 Hölder–egyenlőtlenség alapján, ha 1 ≤ p ≤ +∞, és q olyan, hogy
1
p + 1

q = 1, akkor bármely Lp(Rn)-beli f és Lq(Rn)-beli g esetén az f ∗g függvény

L∞(Rn)-hez tartozik, és

‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p · ‖g‖q.

1.8 Approximat́ıv egységek

Ebben a szakaszban n egy pozit́ıv egész számot jelöl.

Az L1(Rn) konvolúcióalgebra nem egységelemes. Legyen ω a D(Rn)-ben
olyan nem negat́ıv függvény, melyre

∫

ω = 1, továbbá bármely Rn-beli x esetén
legyen

ωε(x) = ε−nω
(x

ε

)

.

Ekkor az {ωε} függvényhalmazt approximat́ıv egységnek nevezzük.

Ha ε helyett j = 1, 2 . . . esetén 1
j -t ı́runk, akkor

ωj(x) = jnω(jx),

és az (ωj)j∈N függvénysorozatot is approximat́ıv egységnek szokás nevezni. Ez
nem fog félreértést okozni, mert a szövegből mindig ki fog derülni, hogy melyik
változatról van szó. Vegyük észre, hogy valójában az {ωε} függvényhalmaz is
egy ”sorozat”: egy általánośıtott sorozat a pozit́ıv valós számok olyan módon
iránýıtott halmazán, melynél a rendezést a ”kisebb vagy egyenlő” reláció ı́rja le.
Ezért {ωε} helyett célszerűbb az (ωε)ε>0 jelölést használni.

Ha y az Rn tetszőleges eleme, akkor a τy eltolásoperátort a

τyf(x) = f(x− y)

formulával értelmezzük tetszőleges f : Rn → C függvény és Rn-beli x mellett.
Ugyancsak értelmezzük az f̌ függvényt f̌(x) = f(−x) módon.

1.8.1 Tétel. Legyen 1 ≤ p < +∞, és f az Lp(Rn) tetszőleges eleme. Ekkor

lim
x→0

‖τxf − f‖p = 0.
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Bizonýıtás. Ha g kompakt tartójú, folytonos, komplex értékű függvény Rn-en,
akkor x→ 0 esetén τxg egyenletesen konvergál g-hez. Ha ‖x‖ ≤ 1, akkor τxg és
g tartói egy közös kompakt halmazban vannak, ı́gy ‖τxg − g‖p → 0, ha x → 0.
Legyen most f az Lp(Rn) tetszőleges eleme, ε > 0, s válasszunk olyan g kompakt
tartójú, folytonos függvényt, melyre ‖f − g‖p <

ε
3 . Ekkor ‖τxf − τxg‖p <

ε
3 , ı́gy

‖τxf − f‖p ≤ ‖τxf − τxg‖p + ‖τxg − g‖p + ‖g − f‖p < ‖τxg − g‖p +
2ε

3
.

Ha ‖x‖ elég kicsi, akkor ‖τxg − g‖p <
ε
3 , ı́gy

‖τxf − g‖p < ε.

A tétel p = +∞ esetén nem érvényes, mert limx→0 ‖τxf−f‖∞ = 0 ekvivalens
f egyenletes folytonosságával.

1.8.2 Tétel. Legyen (ωε)ε>0 approximat́ıv egység, s valamely 1 ≤ p < +∞
esetén legyen f az Lp(Rn) tetszőleges eleme. Ekkor

lim
ε→0+

‖f ∗ ωε − f‖p = 0.

Bizonýıtás. Először legyen p = 1. Integráltranszformáció seǵıtségével könnyű
látni, hogy

∫

ωε = 1, ha ε > 0. Ezért majdnem minden Rn-beli x-re

(f ∗ ωε)(x) − f(x) =

∫

[

f(x− y) − f(x)
]

ωε(y) dmn(y) =

=

∫

[

f(x− εy) − f(x)
]

ω1(y) dmn(y),

amiből

‖f ∗ ωε − f‖1 ≤
∫

‖τεyf − f‖1 · ω1(y) dmn(y)

következik. Mivel ‖τεyf − f‖1 ≤ 2‖f‖1, és ε→ 0+ esetén ‖τεyf − f‖1 → 0, ı́gy
az álĺıtás az 5.7.1 Lebesgue–tételből következik.

Legyen most 1 < p < +∞. Jegyezzük meg, hogy ha egy Lp(Rn)-beli h
függvényre ‖h‖∞ ≤M teljesül, akkor

‖h‖p
p =

∫

|h|p dmn ≤Mp−1

∫

|h| dmn ,

s ezért

‖h‖p ≤M
p−1

p ‖h‖
1
p

1 .

Visszatérve az álĺıtás bizonýıtásához, legyen f az Lp(Rn) tetszőleges eleme
és δ > 0. Válasszunk egy olyan folytonos, kompakt tartójú g függvényt Rn-en,
melyer ‖f − g‖p < δ teljesül. Ez lehetséges, hiszen a kompakt tartójú folytonos
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függvények sűrűk Lp(Rn)-ben. Legyen M olyan szám, melyre ‖g‖∞ < M/2.
Ekkor ‖g ∗ ωε‖∞ ≤ M/2, ı́gy az előbbi észrevétel alkalmazható, s azt kapjuk,
hogy

‖f ∗ ωε − f‖p ≤ ‖f ∗ ωε − g ∗ ωε‖p + ‖g ∗ ωε − g‖p + ‖g − f‖p ≤

≤ ‖f − g‖p ‖ωε‖1 + ‖f − g‖p +M
p−1

p ‖g ∗ ωε − g‖
1
p

1 ≤

≤ 2δ +M
p−1

p |g ∗ ωε − g‖1 ,

ami 2δ-hoz tart ε → 0+ esetén. Ebből álĺıtásunk következik, s a tételt bebi-
zonýıtottuk.

A megfelelő tétel L∞(Rn)-ben a következőképpen hangzik:

1.8.3 Tétel. Legyen (ωε)ε>0 approximat́ıv egység, és f az L∞(Rn) tetszőleges
eleme, mely egyenletesen folytonos az Rn tér valamely V részhalmazán. Ekkor
ε→ 0+ esetén f ∗ ωε a V -n egyenletesen konvergál f -hez.

Bizonýıtás. Legyen δ > 0, és W az Rn olyan kompakt részhalmaza, hogy
∫

Rn\W |ω1| < δ. Ekkor

sup
x∈V

|f ∗ ωε(x) − f(x)| ≤ sup
x∈V,y∈W

|f(x− εy) − f(x)|
∫

W

|ω1| + 2‖f‖∞ · δ.

A jobboldal első tagja egyenletesen konvergál 0-hoz, ha ε → 0+, mı́g a máso-
dikban δ tetszőlegesen kicsi.

1.8.4 Tétel. Legyen 1 ≤ p ≤ +∞, és f az Lp(Rn) tetszőleges eleme. Ha ϕ az
S(Rn) egy eleme, akkor f ∗ϕ az E-hez tartozik, és bármely α multi-index esetén

∂α(f ∗ ϕ) = f ∗ ∂αϕ.

Bizonýıtás. Ha ϕ az S(Rn)-hez tartozik, akkor bármely α multi-index esetén
∂αϕ az Lq(Rn) eleme, ahol 1

p + 1
q = 1. Az 5.7.2 Hölder–egyenlőtlenség miatt az

f ∗ ∂αϕ(x) =

∫

f(y)∂αϕ(x − y)dmn(y)

integrál Rn-en abszolút és egyenletesen konvergens, tehát az 5.7.1 Lebesgue–
tétel alapján az integrálás a differenciálással felcserélhető.

Ugyanez a tétel érvényes, ha f az Lp
loc(R

n) térhez, ϕ pedig D(Rn)-hez tar-
tozik.

A konvolúció tartójára nyilván érvényes a következő:

supp (f ∗ g) ⊆ supp f + supp g.

1.8.5 Tétel. Ha Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza, és 1 ≤ p < +∞,
akkor D(Ω) sűrű Lp(Ω)-ban.
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Bizonýıtás. Legyen f egy kompakt tartójú függvény Lp(Ω) -ban, melynek tar-
tója K. Tegyük fel, hogy f az egész Rn-en értelmezve van úgy, hogy Ω-n ḱıvül
eltűnik. Legyen

d = dist (K,Rn\Ω) > 0,

és (ωε)ε>0 olyan approximat́ıv egység, melyre az ω1 tartója az origó nýılt, d
sugarú gömbjében van. Ekkor f ∗ ωε tartója az Ω kompakt részhalmaza, ı́gy ez
a függvény D(Ω)-hoz tartozik minden 0 < ε ≤ 1 esetén, ha ω1 végtelen sokszor
differenciálható. Nyilván f ∗ ωε → f az Lp(Ω)-ban, ha ε → 0+, másrészt, a
kompakt tartójú függvények sűrűk Lp(Ω)-ban, s ezzel a tételt igazoltuk.

1.8.6 Tétel. (DuBois–Reymond–lemma) Legyen f az L1
loc(Ω) tetszőleges eleme.

Ha
∫

Ω fϕ = 0 minden D(Ω)-beli ϕ esetén, akkor f majdnem mindenütt 0.

Bizonýıtás. Mivel Ω σ-kompakt, ı́gy elég megmutatni, hogy f az Ω minden
kompakt részhalmazán majdnem mindenütt 0. Ez viszont az előző tétel követ-
kezménye.

1.9 Feladatok

1. Bizonýıtsuk be, hogy ha X topologikus tér, akkor C(X) a pontonkénti
vektortér műveletekkel és a pontonkénti szorzással egységelemes komplex
algebra.

2. Bizonýıtsuk be, hogy ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor az 1.1
szakaszban értelmezett {pK} szeminorma-család a C(X) téren lokálisan
konvex, Haussdorff–féle vektor-topológiát indukál, mellyel C(X) Fréchet–
tér.

3. Bizonýıtsuk be, hogy ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor a
C(X) térben egy (fn)n∈N függvénysorozat pontosan akkor konvergál a
C(X)-beli f függvényhez, ha az (fn)n∈N függvénysorozat az X minden
kompakt részhalmazán egyenletesen konvergál az f függvényhez.

4. Bizonýıtsuk be, hogy ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor C(X)
duális tere topologikusan izomorf az C(X)-en értelmezett összes kompakt
tartójú reguláris komplex Borel–mértékek Mc(X) terével.

5. Bizonýıtsuk be, hogy ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, K pedig az
X kompakt részhalmaza, akkor CK(X) a C(X) tér zárt altere.

6. Bizonýıtsuk be, hogy haX lokálisan kompakt Haussdorff–tér, akkor C0(X)
az ‖f‖∞ normával Banach–tér, melyben C00(X) nem feltétlenül zárt altér,
viszont CK(X) zárt altér, az X bármely K kompakt részhalmaza esetén.

7. Bizonýıtsuk be, hogy ha X kompakt Haussdorff–tér, akkor a C(X) tér
a pontonkénti vektortér műveletekkel, a pontonkénti szorzással, a kon-
jugálással és a ‖f‖∞ normával kommutat́ıv, egységelemes C∗-algebra.
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8. Bizonýıtsuk be, hogy ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, K pedig
az X kompakt részhalmaza, akkor a CK(X) tér izomorf a C(K) Banach–
térrel.

9. Bizonýıtsuk be, hogy ha Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, p pedig
nem negat́ıv egész, akkor a Cp(Ω) tér a pontonkénti vektortér művele-
tekkel és a 1.2 szakaszban definiált qs,K szeminorma-család által indukált
topológiával lokálisan konvex topologikus vektortér.

10. Bizonýıtsuk be, hogy ha Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, akkor Ω-nak
létezik kompakt kimeŕıtése.

11. Bizonýıtsuk be, hogy ha Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, (Km)m∈N

pedig az Ω egy kompakt kimeŕıtése, akkor az Ω bármely kompakt részhal-
maza része valamelyik Km halmaznak.

12. Bizonýıtsuk be, hogy a (qs,m)s≤p,m∈N szeminorma-család ugyanazt a
topológiát indukálja Cp(Ω)-n, mint a (qs,K)s≤p család, ahol K végigfutja
Ω összes kompakt részhalmazait.

13. Bizonýıtsuk be, hogy a (qs,m)s≤p,m∈N szeminorma-család által indukált
topológiával Cp(Ω) szeparábilis Fréchet–tér.

14. Bizonýıtsuk be, hogy a (qs,m)s≤p,m∈N szeminorma-család által indukált
topológiával Cp(Ω) nem lokálisan korlátos, ı́gy nem normálható.

15. Bizonýıtsuk be, hogy a (qs,m)s≤p,m∈N szeminorma-család által indukált
topológiával a Cp(Ω) térben az (fn)n∈N sorozat pontosan akkor konvergál
az Cp(Ω)-beli f függvényhez, ha a (∂αfn)n∈N sorozat az Ω minden kom-
pakt részhalmazán egyenletesen konvergál a ∂αf függvényhez, minden
olyan α multi-index esetén, melyre |α| ≤ p.

16. Bizonýıtsuk be, hogy (qs,m)s∈N,m∈N szeminorma-család által indukált
topológiával E(Ω) szeparábilis Fréchet–tér.

17. Bizonýıtsuk be, hogy ha Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, akkor
D(Ω) egy részhalmaza akkor és csak akkor korlátos, ha valamely Ω-beli K
kompakt halmaz esetén része DK(Ω)-nak, és abban korlátos.

18. Bizonýıtsuk be, hogy ha Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, akkor D(Ω)
nem metrizálható, ı́gy nem Fréchet–tér.

19. Bizonýıtsuk be, hogy a (ps,m)s∈N,m∈N szeminorma-család által indukált
topológiával S(Rn) szeparábilis Fréchet–tér.

20. Bizonýıtsuk be, hogy Rn-en egy végtelen sokszor differenciálható függvény
pontosan akkor gyorsan csökkenő, ha bármely deriváltjának bármely poli-
nommal való szorzata korlátos.

21. Bizonýıtsuk be, hogy Rn-en egy gyorsan csökkenő függvény bármely de-
riváltjának bármely polinommal való szorzata integrálható.
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22. Bizonýıtsuk be, hogy a (ps,m)s∈N,m∈N és a (qN )N∈N szeminorma-családok
ugyanazt a topológiát indukálják S(Rn)-en.

23. Bizonýıtsuk be, hogy az Rn tér x elemén

ω(x) =

{

exp
(

− 1
1−‖x‖2

)

ha ‖x‖ < 1,

0 ha ‖x‖ > 1

módon értelmezett ω függvény végtelen sokszor differenciálható.

24. Legyen (ωε)ε>0 approximat́ıv egység Rn-en, Ω pedig az Rn nýılt részhal-
maza. Bizonýıtsuk be a következőket:

(i) ha f lokálisan integrálható Rn-en, akkor f ∗ ωε végtelen sokszor dif-
ferenciálható;

(ii) ha f tartója Ω-ban van, akkor elég kis ε esetén f ∗ ωε a D(Ω)-hoz
tartozik;

(iii) ha f az Lp(Rn)-hez tartozik (1 ≤ p < +∞), akkor f ∗ ωε is, és

‖f ∗ ωε‖p ≤ ‖f‖p, lim
ε→0+

‖f ∗ ωε − f‖p = 0 ;

(iv) ha f folytonos, akkor
lim

ε→0+
f ∗ ωε = f

az Rn minden kompakt részhalmazán egyenletesen.

25. Legyen Ω az Rn nýılt részhalmaza, K pedig az Ω kompakt részhalmaza.
Bizonýıtsuk be, hogy van olyan ϕ : Rn → [0, 1] végtelen sokszor differen-
ciálható függvény, mely a K-n azonosan 1, Ω-n ḱıvül pedig eltűnik.
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2 DISZTRIBÚCIÓK

2.1 A D(Ω) tér lineáris leképezései

Ebben a szakaszban Ω az Rn egy nem üres, nýılt halmazát jelöli, ahol n
rögźıtett, pozit́ıv egész.

2.1.1 Tétel. Legyen Y lokálisan konvex topologikus vektortér, Λ : D(Ω) → Y
lineáris leképezés. Ekkor a következő feltételek egyenértékűek:

(i) Λ folytonos;

(ii) Λ korlátos;

(iii) ha D(Ω)-ban ϕi → 0, akkor Y -ban Λϕi → 0;

(iv) ha K az Ω kompakt részhalmaza, akkor Λ-nak DK(Ω)-ra való szűḱıtése
folytonos.

Bizonýıtás. Ismeretes (ld. 5.6 szakasz), hogy lokálisan konvex topologikus vek-
torterek közti folytonos lineáris leképezések korlátosak, ı́gy az első feltételből
következik a második.

Tegyük fel, hogy Λ korlátos, és ϕi → 0 a D(Ω)-ban. Ekkor ϕi → 0 valamely
DK(Ω)-ban, ahol K az Ω kompakt részhalmaza, továbbá Λ-nak DK(Ω)-ra való
szűḱıtése korlátos. Ezért Λ-nak DK(Ω)-ra való szűḱıtése folytonos, ı́gy Λϕi → 0
az Y -ban, azaz, a második feltételből következik a harmadik.

Tegyük fel most, hogy teljesül (iii), és legyen (ϕi)i∈N egy sorozat DK(Ω)-
ban, ahol K az Ω egy kompakt részhalmaza, továbbá ϕi → 0 a DK(Ω)-ban.
Ekkor ϕi → 0 a D(Ω)-ban, ı́gy (iii) miatt Λϕi → 0 az Y -ban. Mivel DK(Ω)
metrizálható, ı́gy (iv) következik.

Végül legyen U az Y -ban a 0 egy konvex, körszerű környezete, és legyen
V = Λ−1(U). Ekkor V konvex és körszerű. A V akkor és csak akkor nýılt
D(Ω)-ban, ha DK(Ω)∩V nýılt DK(Ω)-ban az Ω mindenK kompakt részhalmaza
esetén. Ezért (iv)-ből következik (i), s a tételt igazoltuk.

2.1.2 Tétel. Legyen Λ : D(Ω) → C lineáris funkcionál. Ekkor a következő
feltételek egyenértékűek:

(i) Λ folytonos;

(ii) az Ω bármely K kompakt részhalmaza esetén van olyan s nem negat́ıv
egész, és C valós konstans, hogy

|Λϕ| ≤ Cqs,K(ϕ)

teljesül a DK(Ω) minden ϕ eleme esetén.
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Bizonýıtás. Az álĺıtás pontosan az előbbi tételben szereplő (i) és (iv) feltételek
ekvivalenciájával egyenértékű, ha figyelembe vesszük a DK(Ω) tereken a qs,K

szeminormák által indukált topológia defińıcióját.

2.2 Disztribúciók fogalma, jelölések

Legyen n pozit́ıv egész, Ω pedig az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza. A
D(Ω) tér folytonos lineáris funkcionáljait disztribúcióknak, vagy általánośıtott
függvényeknek nevezzük Ω-n, illetve egyszerűen disztribúcióknak. A 2.1.1 tétel
alapján a D(Ω) tér egy lineáris funkcionálja pontosan akkor disztribúció, ha az Ω
bármely K kompakt részhalmaza esetén a DK(Ω) térre való szűḱıtése folytonos.
Ez az u : D(Ω) → C lineáris funkcionál esetén akkor és csak akkor teljesül, ha
az Ω bármely K kompakt részhalmazához van olyan N nem negat́ıv egész, és
C valós szám, hogy

|u(ϕ)| ≤ CqN,K(ϕ)

teljesül bármely DK(Ω)-beli ϕ mellett. Ha létezik olyan N nem negat́ıv egész,
hogy az előbbi egyenlőtlenség ezzel az N -el minden Ω-beli K kompakt hal-
maz esetén fennáll (esetleg más és más C konstansokkal), akkor azt mond-
juk, hogy u véges rendű, s a legkisebb ilyen N -t az u disztribúció rendjének
nevezzük. Az Ω összes disztribúcióinak halmazát D′(Ω) jelöli. Az u disztribúció
ϕ tesztfüggvényen felvett értékét szokás 〈u, ϕ〉, illetve 〈u(x), ϕ(x)〉 módon is
jelölni.

Legyen f lokálisan integrálható függvény Ω-n, és bármely ϕ tesztfüggvény
esetén legyen

uf (ϕ) =

∫

f ϕ.

Ekkor

|uf (ϕ)| ≤
∫

|f | · q0,K(ϕ)

teljesül a DK(Ω) minden ϕ elemére az Ω minden K kompakt részhalmaza
esetén. Ezért uf 0-adrendű disztribúció. Az 1.8.6 DuBois–Reymond–lemmából
következik, hogy ha g is lokálisan integrálható függvény Ω-n, akkor uf = ug pon-
tosan akkor teljesül, ha f majdnem mindenütt egyenlő g-vel. Ezért - a majdnem
mindenütt egyenlő függvényeket azonośıtva - az uf disztribúciót azonośıtjuk f -
el. Ha u olyan disztribúció, melyhez létezik lokálisan integrálható f úgy, hogy
u = uf , akkor u-t reguláris disztribúciónak nevezzük. Ilyenkor szokás azt is
mondani, hogy az u disztribúció függvény. Ellenkező esetben u-t szinguláris
disztribúciónak nevezzük.

A reguláris disztribúció fogalmához kapcsolódik disztribúciók egy további
lehetséges jelölése. Ha u egy disztribúció, akkor u helyett szokás néha u(x)-
et ı́rni, különösen az olyan kifejezésekben, amikor valamilyen formulával ad-
juk meg az x 7→ ϕ(x) tesztfüggvényt, melyben az x változót jelölő szimbólum
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is szerepel. Ilyenkor az u(ϕ), illetve 〈u, ϕ〉 jelölések mellett használatos az
〈u(x), ϕ(x)〉 ı́rásmód is. Ez olyankor különösen hasznos, amikor ϕ egynél több
változótól függ, s változóit valamilyen szempont szerint megkülönböztetjük. Ha
például ϕ egy tesztfüggvény Rm ×Rn-en, u pedig egy disztribúció Rn-en, akkor
〈u(x), ϕ(x, y)〉 azt jelenti, hogy az u disztribúciót az y 7→ ϕ(x, y) tesztfüggvényre
alkalmaztuk valamely rögźıtett Rm-beli x mellett. Ez a jelölés különösen gyakori
olyankor, amikor u = uf reguláris disztribúció, s ilyenkor u(x) valójában f(x)
helyett áll.

A 0-adrendű disztribúciókat Radon–mértékeknek nevezzük Ω-n. Könnyen
látható, hogy a Radon–mértékek egyértelműen kiterjeszthetők az Ω-n ér-
telmezett, komplex értékű, kompakt tartójú, folytonos függvények C00(Ω)
terének folytonos, lineáris funkcionáljaivá. Másszóval, a C00(Ω) tér µ lineáris
funkcionálja pontosan akkor Radon–mérték, ha az Ω bármely K kompakt
részhalmaza esetén van olyan C valós szám, hogy ha ϕ a K-n értelmezett,
komplex értékű, folytonos függvény, akkor

|µ(ϕ)| ≤ C sup
x∈K

|ϕ(x)|.

Radon–mértékre példa az Ω halmaz bármely x pontja esetén az x ponthoz
tartozó δx Dirac–disztribúció, mely a ϕ tesztfüggvényen a

δx(ϕ) = ϕ(x)

értéket veszi fel. A δ0 disztribúciót δ-val jelöljük. Könnyű belátni, hogy bármely
Ω-beli x esetén a δx disztribúció szinguláris. Az előbbieket figyelembe véve
gyakori a δ(x) jelölés használata is. Ha u Radon–mérték, akkor az előző sza-
kaszban alkalmazott jelölés következő változata is használatos: 〈u, ϕ〉 helyett
szokás a

∫

ϕdu =

∫

ϕ(x) du(x)

ı́rásmódok bármelyikét alkalmazni.

2.2.1 Példa. Tekintsük R-en az f(x) = 1
x módon (majdnem mindenütt)

értelmezett mérhető függvényt. Ez a függvény nem lokálisan integrálható, ı́gy
nem definiál reguláris disztribúciót. Tekintsük ugyanakkor a következő módon
értelmezett u funkcionált:

u(ϕ) =
1√
2π

lim
ε→0+

(
∫ −ε

−∞

ϕ(x)

x
dx +

∫ +∞

ε

ϕ(x)

x
dx

)

, (2)

hacsak ϕ a D(R) eleme. A jobboldalon álló kifejezést - az 1√
2π

szorzó nélkül -

szokás a ϕ függvény Cauchy–féle főérték-értelemben vett integráljának nevezni,
s a következő módon jelölni:

V p

∫

ϕ(x)

x
dx .
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A ”Vp” a francia ”valeur principale” kifejezés rövid́ıtése, melynek jelentése:
főérték.

Először megmutatjuk, hogy a (2)-ben szereplő határérték minden D(R)-beli
ϕ esetén létezik. Tegyük fel, hogy ϕ(x) = 0, ha |x| > R. Helyetteśıtéssel
könnyen kapjuk, hogy

∫ ε

−∞

ϕ(x)

x
dx+

∫ +∞

ε

ϕ(x)

x
dx =

∫ R

ε

ϕ(x) − ϕ(−x)
x

dx . (3)

Legyen (εn)n∈N pozit́ıv tagú nullsorozat, ekkor

∣

∣

∣

∣

∫ R

εn

ϕ(x) − ϕ(−x)
x

dx−
∫ R

εm

ϕ(x) − ϕ(−x)
x

dx

∣

∣

∣

∣

≤

≤
∣

∣

∣

∣

∫ εm

εn

|ϕ(x) − ϕ(−x)|
x

dx

∣

∣

∣

∣

≤ |εn − εm| 2 sup
x∈R

|ϕ′(x)| ,

amiből a (3)-ban, s ı́gy a (2)-ben szereplő határérték létezése nyilván következik.

Most azt mutatjuk meg, hogy a (2) formulával értelmezett u disztribúció.
Mivel linearitása nyilvánvaló, elég a folytonosságot igazolni. Legyen (ϕn)n∈N

nullsorozat D(R)-ben, ekkor van olyan R > 0 szám, hogy ϕn(x) = 0, ha

|x| > R (n = 0, 1, . . . ), továbbá a (ϕ
(k)
n )n∈N függvénysorozatok egyenletesen

konvergálnak 0-hoz R-en. Ebből a fentiekhez hasonló számı́tással azt kapjuk,
hogy

∣

∣

∣

∣

∫ R

ε

ϕn(x) − ϕn(−x)
x

dx

∣

∣

∣

∣

≤ (R − ε) 2 sup
x∈R

|ϕn
′(x)| ,

s a jobboldal minden ε > 0 esetén egyenletesen 0-hoz konvergál, amiből u
folytonossága következik.

Az ilyen módon értelmezett u disztribúciót a következő módon szokás jelölni:
P 1

x . Tehát bármely ϕ tesztfüggvény esetén

〈

P 1

x
, ϕ(x)

〉

=
1√
2π

V p

∫

ϕ(x)

x
dx .

2.2.2 Példa. A δ disztribúció általánośıtása a felületi δ disztribúció. Legyen
S szakaszonként sima felület Rn-ben, µ : S → C pedig folytonos függvény. A
µ δS disztribúciót Rn-en a következő módon értelmezzük: minden D(Rn)-beli ϕ
tesztfüggvény esetén legyen

〈µ δS , ϕ〉 =

∫

S

µ(x)ϕ(x) dS(x) ,

ahol az integrálás a felsźın szerinti integrált jelenti az S felületen. A µ δS diszt-
ribúciót µ sűrűségű egyszerű rétegnek nevezzük az S felületen. Könnyű látni,
hogy suppµ δS ⊆ S.
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Egy fontos speciális eset a következő: jelöljük Rn+1 = R×Rn-ben a pontok
koordinátáit (t, x1, x2, . . . , xn) módon, és legyen S a t = 0 śık. Az S felületen
adott, µ sűrűségű egyszerű réteget, tehát a µ δS disztribúciót szokás µ(x)δ(t)
módon is jelölni, azaz bármely D(R × Rn)-beli ϕ tesztfüggvény esetén

〈µ(x)δ(t), ϕ(t, x)〉 =

∫

Rn

µ(x)ϕ(0, x) dx .

Az n = 1 esetben az |x| = R egyenlőséggel jellemzett SR ”gömbfelületen ”
definiált δSR

disztribúciót szokás δ(R− |x|) módon jelölni, azaz bármely D(R)-
beli ϕ tesztfüggvény esetén

〈δ(R− |x|), ϕ(x)〉 = ϕ(R) + ϕ(−R) .

2.3 Disztribúciók differenciálása

Ha α egy multi-index, u pedig egy disztribúció D′(Ω)-ban, akkor a D(Ω) tér
ϕ elemén a

(∂αu)(ϕ) = (−1)|α|u(∂αϕ)

formula egy ∂αu lineáris funkcionált értelmez. Ha az Ω halmaz K kompakt
részhalmaza esetén minden DK(Ω)-beli ϕ mellett

|u(ϕ)| ≤ CqN,K(ϕ)

teljesül, akkor ugyanezen ϕ-re

|(∂αu)(ϕ)| ≤ CqN,K(∂αϕ) ≤ CqN+|α|,K(ϕ)

is fennáll, ı́gy ∂α disztribúció.

Vegyük észre, hogy a

∂α∂βu = ∂α+βu = ∂β∂αu

egyenlőség minden u disztribúció és bármely α, β multi-indexek esetén fennáll,
hiszen a ∂α és ∂β differenciáloperátorok felcserélhetők D(Ω)-n.

Ha P tetszőleges, n-változós, komplex együtthatós polinom, u pedig egy
disztribúció, akkor a P (∂)u disztribúciót értelemszerűen, az u különböző rendű
deriváltjainak a P együtthatóival vett lineáris kombinációjaként értelmezzük.
Ugyanilyen módon kapjuk a P (D)u disztribúció jelentését.

Ha f lokálisan integrálható függvény Ω-n, akkor tetszőleges α multi-index
esetén a ∂αuf disztribúciót az f disztribúció-értelemben vett α-adik deriváltjának
nevezzük. Ezt szokás ∂αf -el is jelölni.
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2.3.1 Tétel. Legyenek n,N pozit́ıv egészek, Ω az Rn nem üres, nýılt részhal-
maza, f : Ω → C függvény, melynek legfeljebb N -edrendű parciális deriváltjai
folytonosak, P pedig N -edfokú, n-változós, komplex együtthatós polinom. Ekkor
P (∂)uf = uP (∂)f .

Bizonýıtás. Elegendő a P (ξ1, ξ2, . . . , ξn) = ξk (k = 1, 2, . . . , n) esettel foglalkoz-
ni, ekkor azonban az álĺıtás parciális integrálással következik.

2.3.1 Példa. Legyen

H(x) =

{

1 hax ≥ 0,

0 hax < 0.

A H függvényt Heaviside–féle függvénynek nevezzük. A H nyilván lokálisan in-
tegrálható. Most kiszámı́tjuk a disztribúció-értelemben vett deriváltját. Legyen
ϕ tesztfüggvény R-en, melyre ϕ(x) = 0, ha x ≥ K. Ekkor

H ′(ϕ) = −H(ϕ′) = −
∫ +∞

−∞
H(x)ϕ′(x)dm1(x) = −

∫ K

0

ϕ′(x)dm1(x) =

= − 1√
2π

[ϕ(x)]K0 =
1√
2π
ϕ(0) =

1√
2π
δ(ϕ).

Így a Heaviside–függvény disztribúció-értelemben vett deriváltja a Dirac–diszt-
ribúció 1√

2π
-szerese.

2.4 Disztribúciók szorzása függvénnyel

Legyen n pozit́ıv egész, Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza, u egy
disztribúció Ω-n, f pedig végtelen sokszor differenciálható, komplex értékű
függvény Ω-n, tehát E(Ω) egy eleme. Ha ϕ egy tesztfüggvény Ω-n, akkor fϕ is
az, s az

(fu)(ϕ) = u(fϕ)

egyenlőség egy lineáris funkcionált értelmez D(Ω)-n. Annak igazolásához, hogy
fu disztribúció Ω-n, szükségünk van a Leibniz–formulára.

2.4.1 Tétel. (Leibniz–formula) Legyen n pozit́ıv egész, Ω az Rn nýılt részhal-
maza, α egy multi-index, f, g pedig E(Ω) beli függvények. Ekkor

∂α(fg) =
∑

β≤α

cα,β(∂α−βf)(∂βg),

ahol a cα,β számok f -től és g-től független, pozit́ıv egészek.

Bizonýıtás. A bizonýıtás a jól ismert

(fg)′ = f ′g + fg′

azonosság iterálásával adódik.
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Visszatérve annak igazolásához, hogy fu disztribúció Ω-n, ha tehát K az Ω
egy kompakt részhalmaza, akkor van olyan N nem negat́ıv egész, és C valós
szám, hogy

|u(ϕ)| ≤ CqN,K(ϕ)

teljesül a DK(Ω) minden ϕ eleme mellett. A Leibniz–formula szerint van olyan
f -től, K-tól és N -től függő C′ valós szám, hogy

qN,K(fϕ) ≤ C′qN,K(ϕ)

is fennáll, minden DK(Ω)-beli ϕ mellett. Ezért az ilyen ϕ-k esetén

|(fu)(ϕ)| ≤ CC′qN,K(ϕ).

Ez azt jelenti, hogy fu disztribúció az Ω-n.

A következő tétel a 2.4.1 tétel analógja.

2.4.2 Tétel. (Leibniz–formula) Legyen n pozit́ıv egész, Ω az Rn nýılt részhal-
maza, α egy multi-index, f egy E(Ω) beli függvény, u pedig egy disztribúció Ω-n.
Ekkor

∂α(fu) =
∑

β≤α

cα,β(∂α−βf)(∂βu),

ahol a cα,β számok f -től és u-tól független, pozit́ıv egészek.

Bizonýıtás. A bizonýıtás pusztán formális számolás. Az Rn bármely y eleme
esetén legyen hy a

hy(x) = exp(y · x)
egyenlőséggel definiált függvény. Itt x az Rn tetszőleges eleme, ( · ) pedig a belső
szorzat Rn-ben. Ekkor ∂αhy = yαhy. Ha a 2.4.1 tételben szereplő Leibniz–
formulát f = hy és g = hz választással alkalmazzuk, akkor bármely Rn-beli y, z
esetén kapjuk az

(y + z)α =
∑

β≤α

cα,βy
α−βzβ

azonosságot. Itt a cα,β számok f -től és u-tól független, pozit́ıv egészek. Speci-
álisan,

yα = [z + (−z + y)]α =
∑

β≤α

cα,βz
α−β

∑

γ≤β

cβ,γ(−1)|β−γ|zβ−γyγ =

=
∑

γ≤α

(−1)γ|zα−γyγ
∑

γ≤β≤α

(−1)|β|cα,βcβ,γ .

Ezért

∑

γ≤β≤α

(−1)|β|cα,βcβ,γ =

{

(−1)|α| ha γ = α,

0 egyébként.
(4)
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Alkalmazzuk a 2.4.1 tételben szereplő Leibniz–formulát α ∼ β, f ∼ ϕ vala-
mint g ∼ ∂α−βf választással, majd használjuk fel (4)-et, ekkor a

∑

β≤α

(−1)|β|cα,β∂
β(ϕ∂α−βf) = (−1)|α|f∂αϕ

azonosságot kapjuk. Ebből az álĺıtás adódik, hiszen

∂α(fu)(ϕ) = (−1)|α|(fu)(∂αϕ) = (−1)|α|u(f∂αϕ) =

=
∑

β≤α

(−1)|β|cα,βu
(

∂β(ϕ∂α−βf)
)

=

=
∑

β≤α

cα,β(∂βu)(ϕ∂α−βf) =
∑

β≤α

cα,β

[

(∂α−βf)(∂βu)
]

(ϕ).

2.4.1 Példa. Legyen x0 tetszőleges valós szám, és tegyük fel, hogy az f : R → C

függvény folytonosan differenciálható a ] − ∞, x0] és az [x0,+∞[ interval-
lumokon, továbbá legyen

[f ]x0 = f(x0 + 0) − f(x0 − 0)

az f függvény ugrása az x0 pontban. Megmutatjuk, hogy ekkor

uf
′ = uf ′ +

1√
2π

[f ]x0 δx0 .

Valóban, ha ϕ tetszőleges tesztfüggvény R-en, melynek tartója a ]−R,R[ inter-
vallumban van, ahol |x0| < R, akkor

〈uf
′, ϕ〉 = −〈uf , ϕ

′〉 = −
∫ R

−R

f(x)ϕ′(x) dm1(x) =

= −
∫ x0

−R

f(x)ϕ′(x) dm1(x) −
∫ R

x0

f(x)ϕ′(x) dm1(x) =

= − 1√
2π

[f(x)ϕ(x)]x0

−R − 1√
2π

[f(x)ϕ(x)]Rx0
+

∫ R

−R

f ′(x)ϕ(x) dm1(x) =

= − 1√
2π
f(x0 − 0)ϕ(x0) +

1√
2π
f(x0 + 0)ϕ(x0) +

∫ R

−R

f ′(x)ϕ(x) dm1(x) =

= 〈uf ′ , ϕ〉 +
1√
2π

[f ]x0〈δx0 , ϕ〉 = 〈uf ′ +
1√
2π

[f ]x0 δx0 , ϕ〉 .
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2.5 Differenciáloperátorok

Legyen n pozit́ıv egész, Ω pedig az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza.
A ∂k (k = 1, 2, . . . , n) parciális differenciáloperátorok nyilván a D(Ω) tér
korlátos lineáris operátorai, csakúgy, mint ezek ∂α = ∂α1

1 ∂α2
2 . . . ∂αn

n szorzatai,
tetszőleges α = (α1, α2, . . . , αn) multi-index esetén. A ∂ vektor-differenciálope-
rátor defińıciója: ∂ = (∂1, ∂2, . . . , ∂n). Ha P tetszőleges, n változós, komplex
együtthatós polinom, akkor a P (∂) operátor jelentése világos: a P polinomban
az

xα = xα1
1 xα2

2 . . . xαn

n

monomot formálisan a
∂α1
1 ∂α2

2 . . . ∂αn
n

operátorral helyetteśıtjük. A ∂k operátorok mellett bevezetjük a

Dk =
1

i
∂k (k = 1, 2, . . . , n)

differenciáloperátorokat, melyek használata esetenként áttekinthetőbb formu-
lákhoz vezet. Ekkor D = (D1, D2, . . . , Dn). Ha P tetszőleges n-változós, komp-
lex együtthatós polinom, akkor a P (D) operátor jelentése hasonló a P (∂) ope-
rátoréhoz.

Legyen N pozit́ıv egész, és minden olyan α multi-index esetén, melyre
|α| ≤ N legyen fα az E(Ω) tetszőleges eleme, tehát Ω-n N -szer folytonosan
differenciálható függvény. Tegyük fel, hogy létezik legalább egy olyan α, melyre
|α| = N és fα nem azonosan nulla. Tekintsük ezek után D′(Ω)-n a következő
lineáris differenciáloperátort: legyen minden D′(Ω)-beli u disztribúció és Ω-beli
x esetén

P (x,D)u =
∑

|α|≤N

fα(x)Dαu ,

illetve, szimbolikusan

P (x,D) =
∑

|α|≤N

fα(x)Dα .

Az N számot a P (x,D) operátor rendjének nevezzük. A

∑

|α|=N

fα(x)Dα

operátor a P (x,D) operátor főrésze, az Ω-beli x és Rn-beli y esetén

p(x, y) =
∑

|α|≤N

fα(x) yα

módon értelmezett p : Ω×Rn → C függvény pedig a P (x,D) operátor karakte-
risztikus polinomja. Ez egy N -edfokú homogén polinom az y = (y1, y2, . . . , yn)
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változókban, melynek együtthatói E(Ω)-beli függvények. A p függvényt szokás
a P (x,D) operátor főszimbólumának nevezni.

A P (x,D) operátort elliptikusnak nevezzük, ha p(x, y) 6= 0 hacsak x az
Ω tetszőleges eleme, y pedig az Rn nullától különböző eleme. Ezek szerint a
P (x,D) operátor ellipticitása csupán a főrésztől függ.

A P (x,D) operátort állandó együtthatósnak nevezzük, ha az fα függvények
minden α esetén állandók. Ilyenkor P (x,D) helyett a fentiekben már alkalma-
zott P (D) ı́rásmódot alkalmazzuk.

2.5.1 Példa. Legyen n = 1, a komplex szám, és jelölje L a d
dx − a közönséges,

elsőrendű, lineáris, állandó együtthatós differenciáloperátort. A megfelelő
P (x,D) operátor: P (x,D) = iD− a. Az L operátor karakterisztikus polinomja
p(x, y) = iy, hacsak x, y az R elemei. Az L operátor tehát elliptikus.

Ha m pozit́ıv egész, a0, a1, . . . , am−1 pedig komplex számok, akkor az

L =
dm

dxm
+ am−1

dm−1

dxm−1
+ · · · + a1

d

dx
+ a0

differenciáloperátor elnevezése: közönséges, m-edrendű, lineáris, állandó együtt-
hatós differenciáloperátor. A megfelelő P operátor

P (x,D) = imDm + am−1i
m−1Dm−1 + · · · + a1iD + a0 ,

a karakterisztikus polinom pedig

p(x, y) = imym ,

azaz, az L operátor elliptikus.

Tekintsük most R2-en a ∂
∂x + i ∂

∂y differenciáloperátort. Ezt Cauchy–

Riemann–operátornak nevezzük. A megfelelő P (x,D) operátor a következő
alakú: P (x1, x2) = iD1 − D2, mı́g az operátorhoz tartozó karakterisztikus
polinom p(x1, x2, y1, y2) = iy1 − y2, hacsak x1, x2, y1, y2 az R tetszőleges ele-
mei. A Cauchy–Riemann–operátor tehát elliptikus. Természetesen a Cauchy–
Riemann–operátor értelmezhető R2 bármely nem üres, nýılt részhalmazán, s
azon is elliptikus.

Legyen most n pozit́ıv egész. Az Rn tér Ω nem üres, nýılt részhalmazán
értelmezett

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ · · · + ∂2

∂x2
n

másodrendű, lineáris, állandó együtthatós differenciáloperátort Laplace–operá-
tornak nevezzük Ω-n. A megfelelő P (x,D) differenciáloperátor alakja tehát
P (x,D) = −(D2

1 +D2
2 + · · · +D2

n). A Laplace–operátor karakterisztikus poli-
nomja

p(x, y) = −‖y‖2 ,
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hacsak x az Ω-nak, y az Rn-nek tetszőleges eleme. A Laplace–operátor tehát az
Rn tér bármely Ω nem üres, nýılt részhalmazán elliptikus.

Az R × Rn tér elemeit (t, x1, x2, . . . , xn) módon jelölve a

∂

∂t
− ∆x

másodrendű, lineáris, állandó együtthatós differenciáloperátort az Rn bármely
Ω, nem üres, nýılt részhalmazán hővezetési operátornak nevezzük. Itt ∆x a

∆x =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ · · · + ∂2

∂x2
n

operátort jelöli. A hővezetési operátornak megfelelő P (t, x,Dt, Dx) operátor

P (t, x,Dt, Dx) = iDt +D2
1 +D2

2 + · · · +D2
n ,

a karakterisztikus polinom pedig

p(t, x, s, y) = ‖y‖2 .

A hővezetési operátor tehát nem elliptikus.

Az R × Rn téren az
1

i

∂

∂t
− ∆x

másodrendű, lineáris, állandó együtthatós differenciáloperátort Schrödinger–
operátornak nevezzük, a

∂2

∂t2
− ∆x

ugyancsak másodrendű, lineáris, állandó együtthatós differenciáloperátort pedig
hullámoperátornak. Ezek egyike sem elliptikus.

2.6 Topológia a disztribúciók terén

Legyen n pozit́ıv egész, Ω pedig az Rn nem üres, nýılt részhalmaza. A D′(Ω)
teret a gyenge*-topológiával látjuk el, melyet rajta, mint a CD(Ω) alterén a
szorzattopológia indukál. Így például, ha (uk)k∈N disztribúciók egy sorozata Ω-
n, akkor ez a sorozat pontosan akkor konvergál az u disztribúcióhoz, ha bármely
D(Ω)-beli ϕ tesztfüggvény esetén az

(

uk(ϕ)
)

k∈N
komplex számsorozat u(ϕ)-hez

konvergál. Érvényes a következő tétel:

2.6.1 Tétel. Legyen α multi-index, f pedig az E(Ω) egy eleme. Ekkor az

u 7→ ∂αu és u 7→ fu

leképezések a D′(Ω) tér folytonos lineáris operátorai.
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Bizonýıtás. A linearitás mindkét esetben nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy a D′(Ω)-
beli disztribúciók (uk)k∈N sorozata az u disztribúcióhoz konvergál. Ekkor bár-
mely ϕ tesztfüggvény esetén a

(

uk(∂αϕ)
)

k∈N
számsorozat u(∂αϕ)-hez konvergál,

ı́gy
∂αuk(ϕ) = (−1)|α|uk(∂αϕ) → (−1)|α|u(∂αϕ) = ∂αu(ϕ),

tehát u 7→ ∂αu folytonos leképezés.

Ugyancsak bármely ϕ tesztfüggvény esetén az
(

uk(fϕ)
)

k∈N
számsorozat

u(fϕ)-hez konvergál, ı́gy

fuk(ϕ) = uk(fϕ) → u(fϕ) = fu(ϕ),

tehát az u 7→ fu leképezés folytonos.

2.7 Disztribúciók lokális egyenlősége

Legyen n pozit́ıv egész, Ω pedig az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza.
Legyenek u1, u2 disztribúciók Ω-n, Ω0 pedig az Ω egy nem üres, nýılt részhal-
maza. Akkor mondjuk, hogy az u1 és u2 disztribúciók az Ω0 halmazon egyenlők,
ha bármely D(Ω0)-hoz tartozó ϕ tesztfüggvényen u1(ϕ) = u2(ϕ). Ha az u
disztribúció az Ω0-on 0, akkor azt mondjuk, hogy eltűnik Ω0-on. Ha például f
egy lokálisan integrálható függvény Ω-n, akkor uf akkor és csak akkor tűnik el
Ω0-on, ha f az Ω0-on majdnem mindenütt nulla.

2.7.1 Tétel. Legyen Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, Γ pedig az Ω egy
nýılt lefedése. Legyen minden Γ-beli ω esetén uω egy disztribúció ω-n úgy, hogy
ha a Γ-beli ω1, ω2 esetén ω1∩ω2 6= ∅, akkor u1 = u2 az ω1∩ω2 halmazon. Ekkor
egyértelműen létezik olyan u disztribúció az Ω-n, hogy u = uω teljesül az ω-n,
minden Γ-beli ω esetén.

Bizonýıtás. Legyen (ψi)i∈N a Γ lefedés alá rendelt lokálisan véges egységfelbon-
tás, ami az 1.3.1 tétel alapján létezik. Minden i-re legyen ωi a Γ-nak egy olyan
eleme, mely tartalmazza ψi tartóját.

Ha ϕ tesztfüggvény Ω-n, akkor ϕ =
∑∞

i=0 ψiϕ. Ebben az összegben csak
véges sok tag különbözik 0-tól, mert ϕ tartója kompakt. Világos, hogy az

u(ϕ) =
∞
∑

i=1

uωi
(ψϕ) (5)

módon értelmezett u függvény lineáris funkcionál D(Ω)-n.

Tegyük fel, hogy ϕj → 0 a D(Ω)-ban. Ekkor van olyan K kompakt halmaz
Ω-ban, mely tartalmazza minden ϕj tartóját. Az 1.3.1 tétel alapján van olyan
m pozit́ıv egész szám, hogy

u(ϕj) =
m

∑

i=1

uωi
(ψϕj) (6)
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teljesül egy K-t tartalmazó nýılt halmazon, ha j = 1, 2, . . . . Mivel ψiϕj → 0 a
D(ωi)-ben, ha j → ∞, ezért (5) miatt u(ϕj) → 0. Tehát a 2.1.1 tétel alapján u
disztribúció Ω-n.

A második álĺıtás bizonýıtásához legyen ϕ egy tesztfüggvény ω-n. Ekkor ψiϕ
tesztfüggvény ωi ∩ ω-n, ı́gy a tétel feltétele miatt uωi

(ψiϕ) = uω(ψiϕ). Tehát

u(ϕ) =

∞
∑

i=1

uω(ψiϕ) = u
(

∞
∑

i=1

ψiϕ
)

= uω(ϕ),

és ezért u = uω az ω-n.

A most bizonýıtottakból az egyértelműség is következik, hiszen u-nak telje-
śıtenie kell (4)-et.

2.8 Disztribúció tartója

Legyen n pozit́ıv egész, Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza, u pedig egy
disztribúció az Ω-n. Az u tartójának nevezzük az Ω mindazon nýılt részhalmazai
egyeśıtésének Ω-ra vonatkozó komplementerét, melyeken az u eltűnik. Ezt a
halmazt suppu-val jelöljük. Az 1.3.1 tétel alapján minden disztribúció eltűnik
tartója komplementerén.

2.8.1 Tétel. Legyen Ω az Rn nem üres, nýılt részhalmaza, u pedig egy disztri-
búció Ω-n. Ekkor

(i) Ha az Ω valamely ϕ tesztfüggvényének tartója nem metszi az u tartóját,
akkor u(ϕ) = 0.

(ii) Ha u tartója üres, akkor u = 0.

(iii) Ha az E(Ω)-beli ψ függvény 1-el egyenlő valamely, az u tartóját tartalmazó
nýılt halmazon, akkor ψu = u.

(iv) Ha u tartója kompakt, akkor u véges rendű: létezik olyan C > 0 szám és
N nem negat́ıv egész, hogy

|u(ϕ)| ≤ CqN,K(ϕ)

teljesül minden Ω-beli K kompakt halmaz, és minden DK(Ω)-beli ϕ esetén.
Továbbá, az u egyértelműen kiterjeszthető E(Ω) folytonos lineáris funkci-
onáljává.

Bizonýıtás. Az első két álĺıtás nyilvánvaló. A harmadik álĺıtásban, ha ϕ egy
tesztfüggvény Ω-n, akkor a ϕ− ψϕ függvény tartója nem metszi u tartóját, ı́gy
az első álĺıtás alapján készen vagyunk. Végül az (iv) bizonýıtásához legyen u
tartója kompakt. Az 1.3.1 tétel alapján van olyan ψ tesztfüggvény Ω-n, melyre
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teljesül (iii). Rögźıtsünk egy ilyen ψ-t, melynek tartója legyen K. Ekkor van
olyan C1 konstans és N nem negat́ıv egész, hogy

|u(ϕ)| ≤ C1qN,K(ϕ)

teljesül minden DK(Ω)-beli ϕ-re. A Leibniz–formula szerint van olyan C2 szám,
hogy

qN,K(ψϕ) ≤ C2qN,K(ϕ)

fennáll minden D(Ω)-beli ϕ-re. Ezért

|u(ϕ)| = |u(ψϕ)| ≤ C1qN,K(ψϕ) ≤ C1C2qN,K(ϕ)

érvényes minden D(Ω)-beli ϕ mellett. Mivel u(ϕ) = u(ψϕ) teljesül minden
D(Ω)-beli ϕ esetén, ezért az E(Ω)-beli f -ekre

u(f) = u(ψf) (7)

módon adott formula nyilván az u egy kiterjesztését értelmezi E(Ω)-ra. Ez a
kiterjesztés folytonos, mert ha fi → 0 az E(Ω)-ban, akkor az fi-k deriváltjai az
Ω kompakt részhalmazain egyenletesen konvergálnak 0-hoz i→ ∞ esetén, ezért
a Leibniz–formula alapján ψfi → 0 a D(Ω)-ban, ı́gy u(fi) → 0.

Ha f az E(Ω) tetszőleges eleme, K0 pedig az Ω egy kompakt részhalmaza,
akkor van olyan ϕ tesztfüggvény Ω-n, mely f -el egyenlő K0-on. Ezért D(Ω) sűrű
E(Ω)-ban, s ı́gy u-nak legfeljebb egy folytonos kiterjesztése lehet E(Ω)-ra.

Megjegyezzük, hogy (i)-ben lényeges, hogy ϕ nem csak u tartóján, hanem
egy u tartóját tartalmazó nýılt halmazon is eltűnik.

Az (ii)-t figyelembe véve a második legegyszerűbb eset az, amikor egy diszt-
ribúció tartója egyetlen pontból áll. Az ilyen disztribúciók teljesen léırhatók.

2.8.1 Lemma. Legyen n pozit́ıv egész, X komplex vektortér, továbbá legyenek
Λ1,Λ2, . . . ,Λn,Λ lineáris funkcionálok X-en. Jelölje N a Λ1,Λ2, . . . ,Λn funk-
cionálok nulltereinek metszetét. Ekkor a következő feltételek egyenértékűek:

(i) Vannak olyan α1, α2, . . . , αn komplex számok, hogy

Λ = α1Λ1 + α2Λ2 + · · · + αnΛn.

(ii) Van olyan γ < +∞, hogy minden X-beli x esetén

|Λ(x)| ≤ γ max
1≤i≤n

|Λi(x)| .

(iii) Λ(x) = 0 minden N -beli x esetén.
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Bizonýıtás. Világos, hogy (i)-ból következik (ii), és (ii)-ből következik (iii). Te-
gyük fel, hogy teljesül (iii). Legyen π : X → Cn a

π(x) =
(

Λ1(x),Λ2(x), . . . ,Λn(x)
)

módon értelmezve, hacsak x az X eleme. Ha π(x) = π(x′), akkor (iii) miatt
Λ(x) = Λ(x′). Ezért Λ = F ◦ π, valamely F : Cn → C függvénnyel. Ez az
F lineáris funkcionál Cn-en, ı́gy léteznek olyan αi (i = 1, 2, . . . , n) komplex
számok, hogy

F (z1, z2, . . . , zn) = α1z1 + α2z2 + · · · + αnzn

teljesül minden Cn-beli z1, z2, . . . , zn esetén. Ezért

Λ(x) = F
(

π(x)
)

= F
(

Λ1(x),Λ2(x), . . . ,Λn(x)
)

=

n
∑

i=1

αiΛi(x)

hacsak x az X eleme, s ez éppen (i).

2.8.2 Tétel. Legyen n pozit́ıv egész, Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza,
u pedig egy disztribúció Ω-n, melynek tartója az Ω-beli p pontból álló egypontos
halmaz. Ha u rendje N , akkor vannak olyan cα (|α| ≤ N) kostansok, hogy

u =
∑

|α|≤n

cα ∂
αδp. (8)

Megford́ıtva, minden (8) t́ıpusú disztribúció tartója a {p} halmaz, ha nem min-
den cα nulla.

Bizonýıtás. Világos, hogy minden (8) alakú disztribúció tartója {p}, feltéve,
hogy a cα számok nem mindegyike nulla.

A tétel nem triviális részének igazolásához tegyük fel, hogy p = 0. Ezzel nem
korlátozzuk az általánosságot. Legyen ϕ egy tesztfüggvény Ω-n, melyre minden
|α| ≤ N estén teljesül, hogy

(∂αϕ)(0) = 0. (9)

Először azt fogjuk megmutatni, hogy ekkor u(ϕ) = 0.

Ha η > 0, akkor van olyan K kompakt gömb az Ω-ban, melynek az origó a
középpontja, hogy

|∂αϕ| ≤ η (10)

a K-n, ha |α| = N . Azt álĺıtjuk, hogy

|∂αϕ(x)| ≤ ηnN−|α||x|N−|α|, (11)

hacsak x a K eleme és |α| ≤ N .
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Ha |α| = N , akkor ez éppen (10). Legyen 1 ≤ i ≤ N , és tegyük fel, hogy
(11)-et igazoltuk már minden olyan α-ra, melynél |α| = i. Legyen β olyan
multi-index, hogy |β| = i− 1. A ∂βϕ gradiense a

grad∂βϕ = (∂1∂
βϕ, ∂2∂

βϕ, . . . , ∂n∂
βϕ) (12)

vektor. Az indukciós feltevésből következően

|grad∂βϕ)(x)| ≤ n · ηnN−i|x|N−i, (13)

hacsak x a K eleme, és mivel ∂βϕ(0) = 0, a középérték–tétel alapján (11)
érvényes β-val α helyett. Ezzel (11)-et igazoltuk.

Most válasszunk egy olyan D(Rn)-beli ψ függvényt, mely 1-el egyenlő a 0
valamely környezetében, s melynek tartója az Rn tér B zárt egységgömbjében
van. Legyen

ψr(x) = ψ

(

x

r

)

, (14)

hacsak r > 0 és x az Rn eleme. A ψr tartója rB-ben van, mely elég kis r esetén
része K-nak. A Leibniz–formula alapján

∂α(ψrϕ)(x) =
∑

β≤α

cα,β(∂α−βψ)

(

x

r

)

(∂βϕ)(x)r|β|−|α| . (15)

A (11)-ből következik, hogy elég kis r esetén

qN,K(ψrϕ) ≤ ηCqN,K(ψ), (16)

ahol C az n-től és N -től függő állandó.

Mivel u rendje N , ezért van olyan C1 konstans, hogy |u(ϕ)| ≤ C1qN,K(ψ)
minden DK(Rn)-beli ψ tesztfüggvény mellett. Mivel ψr = 1 az u tartójának egy
környezetében, ezért (16), és a 2.8.1. Tétel (iii) álĺıtása következtében

|u(ϕ)| = |u(ψrϕ)| ≤ C1qN,K(ψrϕ) ≤ ηCC1qN,K(ψ).

Mivel η tetszőleges volt, ezért u(ϕ) = 0, ha (9) teljesül. Másrészt, a

(∂αδ)ϕ = (−1)|α|δ(∂αϕ) = (−1)|α|(∂αϕ)(0) (17)

egyenlőség alapján ez azt jelenti, hogy u eltűnik a ∂αδ (|α| ≤ N) funkcionálok
nulltereinek metszetén, s ezért tételünk álĺıtása következik a 2.8.1. tételből.
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2.9 Disztribúciók konvolúciója

Az 1.7 szakaszban már bevezettük a konvolúciót függvényekre. Ha tehát
f, g olyan komplex értékű függvények Rn-en, amelyeknek létezik a konvolúciója,
akkor

(f ∗ g)(x) =

∫

Rn

f(y)g(x− y)dmn(y)

érvényes minden Rn-beli x esetén. Vegyük észre, hogy

f ∗ g =

∫

f · τxǧ.

Ennek alapján célszerű bármely D′(Rn)-beli u disztribúció, D(Rn)-beli ϕ
tesztfüggvény, és Rn-beli x esetén az u és ϕ konvolúcióját

(u ∗ ϕ)(x) = u(τxϕ̌) (18)

módon értelmezni, hiszen ekkor bármely f lokálisan integrálható függvény ese-
tén uf ∗ ϕ = uf∗ϕ teljesül.

Ugyancsak célszerű értelmezni bármely D′(Rn)-beli u disztribúció és Rn-beli
x esetén a τxu disztribúciót

(τxu)(ϕ) = u(τ−xϕ) (19)

módon bármely D(Rn)-beli ϕ-re, illetve az ǔ disztribúciót

ǔ(ϕ) = u(ϕ̌) (20)

módon, ugyancsak tetszőleges ϕ tesztfüggvény esetén. Könnyű látni, hogy τxu
és ǔ valóban folytonos lineáris funkcionálok a D(Rn) téren.

2.9.1 Tétel. Legyen n pozit́ıv egész, u egy disztribúció, ϕ, ψ pedig tesztfüggvé-
nyek Rn-en. Ekkor

(i) minden Rn-beli x esetén

τx(u ∗ ϕ) = (τxu) ∗ ϕ = u ∗ (τxϕ);

(ii) az u ∗ ϕ az E-hez tartozik, és

∂α(u ∗ ϕ) = (∂αu) ∗ ϕ = u ∗ (∂αϕ)

teljesül minden α multi-index esetén;

(iii)

u ∗ (ϕ ∗ ψ) = (u ∗ ϕ) ∗ ψ.
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Bizonýıtás. Minden Rn-beli y esetén

(

τx(u ∗ ϕ)
)

(y) = (u ∗ ϕ)(y − x) = u(τy−xϕ̌), (21)
(

(τxu) ∗ ϕ
)

(y) = (τxu)(τyϕ̌) = u(τy−xϕ̌), (22)
(

u ∗ (τxu)
)

(y) = u(τy(τxϕ)̌) = u(τy−xϕ̌) (23)

teljesül, ami (i)-t adja.

Ha u-t a
τx

(

(∂αϕ)̌
)

= (−1)|α|∂α(τxϕ̌) (24)

azonosság mindkét oldalára alkalmazzuk, akkor az (ii) egy részét kapjuk, neve-
zetesen

(

u ∗ (∂αϕ)
)

(x) =
(

(∂αu) ∗ ϕ
)

(x).

Az (ii) további részének bizonýıtásához legyen e egy egységvektor Rn-ben, és
bármely r > 0 szám esetén legyen

ηr = r−1(τ0 − τre). (25)

Ekkor (i)-ből
ηr(u ∗ ϕ) = u ∗ (ηrϕ). (26)

Ha r → 0, akkor ηrϕ→ ∂eϕ a D(Rn)-ben, ahol ∂e az e irányban vett iránymenti
deriváltat jelöli. Ezért bármely Rn-beli x mellett

τx
(

(ηrϕ)̌
)

→ τx(∂eϕ)̌

a D(Rn)-ben, s ı́gy

lim
r→0

(

u ∗ (ηrϕ)
)

(x) =
(

u ∗ (∂eϕ)
)

(x). (27)

A (26) és (27) alapján
∂e(u ∗ ϕ) = u ∗ (∂eϕ), (28)

ı́gy a (28) ismételt alkalmazásával (ii)-t kapjuk.

Az (iii) bizonýıtásához a

(ϕ ∗ ψ)̌ (t) =

∫

Rn

ψ̌(s)(τs ϕ̌)(t)dmn(s) (29)

azonosságból indulunk ki. Legyen K1, illetve K2 a ϕ̌, illetve ψ̌ tartója, továbbá
K = K1 + K2. Ekkor (29) a következő, DK(Rn)-értékű integrál (ld. az 5.7
szakasz 5.7.3 tételét):

(ϕ ∗ ψ)̌ =

∫

K2

ψ̌(s)τs(ϕ̌) dmn(s), (30)

amiből
(u ∗ (ϕ ∗ ψ))(0) = u((ϕ ∗ ψ)̌ ) =
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=

∫

K2

ψ̌(s)u(τsψ̌) ds =

∫

Rn

ψ(−s)(u ∗ ϕ)(s) dmn(s),

vagyis

(u ∗ (ϕ ∗ ψ))(0) = ((u ∗ ϕ) ∗ ψ)(0) (31)

adódik.

Ahhoz, hogy (31)-et 0 helyett x-re kapjuk meg, alkalmazzuk (31)-et τ−xψ-re
a ψ helyett, és használjuk fel (i)-t. Ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

Az approximat́ıv egységek szerepét viláǵıtja meg a következő tétel.

2.9.2 Tétel. Legyen (ωj)j∈N approximat́ıv egység Rn-en, u egy disztribúció, ϕ
pedig egy tesztfüggvény. Ekkor

(i) limj→∞ ϕ ∗ ωj = ϕ a D(Rn)-ben,

(ii) limj→∞ u ∗ ωj = u a D′(Rn)-ben.

Bizonýıtás. Az 1.8.3 tétel alapján f ∗ ωj → f az Rn minden kompakt részhal-
mazán, ha f az Rn-en folytonos, komplex értékű függvény. Ha itt f = ∂αϕ,
akkor látjuk, hogy ∂α(ϕ∗ωj) → ∂αϕ egyenletesen. Ugyanakkor az összes ϕ∗ωj

tartója benne van egy kompakt halmazban, hiszen az ωj függvények tartói a
{0}-ra húzódnak össze. Ebből (i) következik. Továbbá, a 2.9.1 tétel (i) és (iii)
álĺıtásaiból következik (ii), ugyanis

u(ϕ̌) = (u ∗ ϕ)(0) = lim
j→∞

(u ∗ (ωj ∗ ϕ))(0) =

= lim
j→∞

((u ∗ ωj) ∗ ϕ)(0) = lim
j→∞

(u ∗ ωj)(ϕ̌).

2.9.3 Tétel. Legyen n pozit́ıv egész, és minden D′(Rn)-beli u disztribúció esetén

Lϕ = u ∗ ϕ, (32)

hacsak ϕ D(Rn)-beli tesztfüggvény.

(i) Ekkor L a D(Rn)-nek E-be való folytonos, lineáris leképezése, melyre min-
den Rn-beli x esetén teljesül

τxL = Lτx. (33)

(ii) Megford́ıtva, ha L a D(Rn)-ből C(Rn)-be képező folytonos, lineáris leképe-
zés, melyre fennáll (33), akkor egyértelműen létezik olyan u disztribúció,
hogy fennáll (32).
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Bizonýıtás. Először (i)-t bizonýıtjuk. Mivel τx(u ∗ ϕ) = u ∗ (τxϕ), ezért (32)-
ből következik (33). Az L folytonosságának bizonýıtásához elég megmutatni,
hogy az L-nek minden DK(Rn) térre való szűḱıtése folytonos leképezés E-be,
hacsak K az Rn kompakt részhalmaza. Mivel ezek a terek Fréchet–terek, ı́gy a
5.6.5 zárt gráf tétel alkalmazható. Tegyük fel, hogy ϕi → ϕ a DK(Rn)-ban, és
u ∗ ϕi → f az E-ben. Azt kell igazolni, hogy f = u ∗ ϕ.

Legyen x az Rn egy eleme. Ekkor τxϕ̌i → τxϕ̌ a D(Rn)-ben, ezért

f(x) = lim
i→∞

(u ∗ ϕi)(x) = lim
i→∞

u(τxϕ̌i) = u(τxϕ̌) = (u ∗ ϕ)(x).

Az (ii) bizonýıtásához legyen u(ϕ) = (Lϕ̌)(0), hacsak ϕ D(Rn)-beli. Mivel
ϕ 7→ ϕ̌ a D(Rn)-n folytonos, lineáris operátor, a ϕ 7→ ϕ(0) pedig a C(Rn)-
en folytonos, lineáris funkcionál, ezért u folytonos D(Rn)-n, azaz disztribúció.
Mivel L teljeśıti (33)-t, ı́gy

(Lϕ)(x) = (τ−xLϕ)(0) = (Lτ−xϕ)(0) =

= u((τ−xϕ)̌) = u(τxϕ̌) = (u ∗ ϕ)(0).

Az u egyértelműsége nyilvánvaló, ugyanis, ha u olyan disztribúció, hogy u∗ϕ = 0
minden ϕ tesztfüggvény esetén, akkor

u(ϕ̌) = (u ∗ ϕ)(0) = 0,

hacsak ϕ tesztfüggvény, ezért u = 0.

Tegyük fel, hogy u kompakt tartójú disztribúció. A 2.8.1 tétel alapján u
egyértelműen kiterjeszthető E folytonos, lineáris funkcionáljává, melyet a fél-
reérthetőség veszélye nélkül ugyancsak u-val jelölünk. Ekkor a korábbiakhoz
hasonló módon értelmezzük u és tetszőleges E-beli ϕ konvolúcióját az

(u ∗ ϕ)(x) = u(τxϕ̌)

formulával minden Rn-beli x esetén.

2.9.4 Tétel. Legyen n pozit́ıv egész, u kompakt tartójú disztribúció Rn-en, ϕ
az E egy eleme, ψ pedig egy tesztfüggvény. Ekkor

(i)
τx(u ∗ ϕ) = (τxu) ∗ ϕ = u ∗ (τxϕ),

ha x az Rn eleme;

(ii) u ∗ ϕ az E-hez tartozik, és

∂α(u ∗ ϕ) = (∂αu) ∗ ϕ = u ∗ (∂αϕ);

(iii) u ∗ ψ a D(Rn)-hez tartozik;
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(iv) u ∗ (ϕ ∗ ψ) = (u ∗ ϕ) ∗ ψ = (u ∗ ψ) ∗ ϕ.
Bizonýıtás. Az (i) és (ii) bizonýıtása teljesen hasonló a 2.9.1 tétel megfelelő
álĺıtásainak bizonýıtásához, ı́gy azokat nem ismételjük. meg. Az (iii) bizonýı-
tásához legyen K, illetve H az u, illetve a ψ tartója, ekkor τxψ̌ tartója x −H .
Ezért

(u ∗ ψ)(x) = u(τxψ̌) = 0,

ha K nem metszi x −H-t, azaz, ha x nem tartozik K + H-hoz. Így az u ∗ ψ
tartója a K +H kompakt halmaznak részhalmaza.

A (iv) igazolásához legyen W egy K-t tartalmazó korlátos, nýılt halmaz, és
válasszunk a D(Rn)-ben olyan ϕ0 függvényt, hogy ϕ̌0 = ϕ̌ teljesüljön a W +H-
ban. Ekkor (ϕ ∗ ψ)̌ = (ϕ0 ∗ ψ)̌ teljesül W -ben, ı́gy

(

u ∗ (ϕ ∗ ψ)
)

(0) =
(

u ∗ (ϕ0 ∗ ψ)
)

(0). (34)

Ha −s a H-ban van, akkor τsϕ̌ = τsϕ̌0 érvényes W -ben, tehát u ∗ ϕ = u ∗ ϕ0

teljesül a −H halmazban. Ebből
(

(u ∗ ϕ) ∗ ψ
)

(0) =
(

(u ∗ ϕ0) ∗ ψ
)

(0) (35)

adódik. Mivel az u ∗ ψ tartója K +H-ban van, ezért
(

(u ∗ ψ) ∗ ϕ
)

(0) =
(

(u ∗ ψ) ∗ ϕ0

)

(0). (36)

A jobboldalak egyenlők a 2.9.1 tétel alapján, ı́gy a baloldalak is egyenlők. Ez
azt mutatja, hogy az (iv)-ben szereplő konvolúciók egyenlők az origóban. Az
általános esetet eltolással kapjuk, csakúgy, mint a 2.9.1 tétel végén.

Legyenek u, v disztribúciók, és tegyük fel, hogy legalább az egyiknek kom-
pakt a tartója. Ekkor bármely ϕ tesztfüggvény esetén legyen

Lϕ = u ∗ (v ∗ ϕ). (37)

Vegyük észre, hogy ha a v tartója kompakt, akkor v ∗ ϕ tesztfüggvény, ezért az
u ∗ (v ∗ ϕ) értelmezve van, és Lϕ az E-hez tartozik, mı́g ha u tartója kompakt,
akkor u ∗ (v ∗ ϕ) azért van értelmezve, mert v ∗ ϕ az E-hez tartozik, melyre u
egyértelműen kiterjeszthető, s ekkor ismét Lϕ az E-hez tartozik.

Ha ϕi → 0 a D(Rn)-ben, akkor a 2.9.3 tétel (i) álĺıtása miatt v ∗ ϕ̌i → 0 az
E-ben, továbbá, ha v tartója kompakt, akkor v ∗ ϕ̌i → 0 a D(Rn)-ben. Ezért
mindkét esetben (Lϕ̌i)(0) → 0, s ı́gy a ϕ 7→ (Lϕ̌)(0) funkcionál disztribúció,
melyet u ∗ v-vel fogunk jelölni, és az u és v disztribúciók konvolúciójának
nevezzük. A 2.9.3 tétel (ii) részének bizonýıtásából látható, hogy u ∗ v és L
a következő kapcsolatban állnak egymással:

Lϕ = (u ∗ v) ∗ ϕ, (38)

bármely ϕ tesztfüggvény esetén. Másszóval, az u ∗ v disztribúciót az

(u ∗ v) ∗ ϕ = u ∗ (v ∗ ϕ) (39)

egyenlőség jellemzi, mely minden ϕ tesztfüggvény esetén fennáll.
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2.9.5 Tétel. Legyen n pozit́ıv egész, u, v, w disztribúciók Rn-en, Su, Sv, Sw pe-
dig rendre a tartóik.

(i) Ha u és v valamelyikének tartója kompakt, akkor u ∗ v = v ∗ u.

(ii) Ha Su és Sv valamelyike kompakt, akkor

Su∗v ⊆ Su + Sv.

(iii) Ha u, v és w közül legalább kettőnek a tartója kompakt, akkor

(u ∗ v) ∗ w = u ∗ (v ∗ w) .

(iv) Ha α multi-index, akkor

∂αu = (∂αδ) ∗ u.

Speciálisan, u = δ ∗ u.

(v) Ha u és v valamelyikének a tartója kompakt, akkor bármely α multi-index
esetén

∂α(u ∗ v) = (∂αu) ∗ v = u ∗ (∂αv).

Bizonýıtás. Az (i) bizonýıtásához legyenek ϕ, ψ tesztfüggvények. A 2.9.1 tétel
(iii) álĺıtásából következik, hogy

(u ∗ v) ∗ (ϕ ∗ ψ) = u ∗
(

v ∗ (ϕ ∗ ψ)
)

=

= u ∗
(

(v ∗ ϕ) ∗ ψ
)

= u ∗
(

ψ ∗ (v ∗ ϕ)
)

,

hiszen a függvények konvolúciója kommutat́ıv. Ha Sv kompakt, akkor ismét al-
kalmazzuk a 2.9.1 tétel (iii) álĺıtását, ha pedig Su kompakt, akkor a 2.9.4 tétel
(iv) részét. Mindkét esetben azt kapjuk, hogy

(u ∗ v)(ϕ ∗ ψ) = (u ∗ ψ) ∗ (v ∗ ϕ). (40)

Mivel ϕ ∗ ψ = ψ ∗ ϕ, ugyanezzel a számı́tással

(v ∗ u) ∗ (ϕ ∗ ψ) = (v ∗ ϕ) ∗ (u ∗ ψ) (41)

adódik. A (40) és (41) jobboldalai egyenlők, hiszen függvények konvolúciói. Így

(

(u ∗ v) ∗ ϕ
)

∗ ψ =
(

(v ∗ u) ∗ ϕ
)

∗ ψ. (42)

Ha kétszer alkalmazzuk a 2.9.3 tétel bizonýıtásának végén használt egyértelmű-
ségre vonatkozó érvelést, akkor u ∗ v = v ∗ u adódik.

Az (ii) bizonýıtásához legyen ϕ egy tesztfüggvény, ekkor egyszerű számolás-
sal kapjuk, hogy

(u ∗ v)(ϕ) = u((v ∗ ϕ̌)̌ ). (43)
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Az (i) alapján nem korlátozzuk az általánosságot, ha feltételezzük, hogy v
tartója kompakt. A 2.9.4 tétel (iii) álĺıtásának bizonýıtása mutatja, hogy a
v ∗ ϕ̌ tartója Sv −Sϕ-ben van, ahol Sϕ a ϕ tartója. A (43) miatt (u ∗ v)(ϕ) = 0,
ha Su nem metszi Sϕ − Sv-t, azaz, ha Sϕ nem metszi Su + Sv-t.

Most (iii)-t igazoljuk. Az (ii)-ből következik, hogy az (u ∗ v) ∗ w és az
u ∗ (v ∗w) disztribúciók mindegyike értelmezve van, ha az Su, Sv, Sw halmazok
közül legfeljebb egy nem kompakt. Ha ϕ egy tesztfüggvény, akkor a defińıcióból
azonnal következik, hogy

(

u ∗ (v ∗ w)
)

∗ ϕ = u
(

(v ∗ w) ∗ ϕ
)

= u ∗
(

v ∗ (w ∗ ϕ)
)

. (44)

Ha Sw kompakt, akkor

(

(u ∗ v) ∗w
)

∗ ϕ = (u ∗ v) ∗ (w ∗ ϕ) = u ∗
(

v ∗ (w ∗ ϕ)
)

, (45)

hiszen w ∗ ϕ tesztfüggvény, a 2.9.5 tétel (iii) álĺıtása alapján. Az (44) és (45)
összehasonĺıtásából kapjuk (iii)-t, ha Sw kompakt.

Ha Sw nem kompakt, akkor Su kompakt, s az előző eset alapján a kommu-
tativitás felhasználásával azt kapjuk, hogy

u ∗ (v ∗ w) = u ∗ (w ∗ v) = (w ∗ v) ∗ u =

= w ∗ (v ∗ u) = w ∗ (u ∗ v) = (u ∗ v) ∗ w.

Az (iv) bizonýıtásához legyen ϕ egy tesztfüggvény, ekkor δ ∗ ϕ = ϕ, ugyanis

(δ ∗ ϕ)(x) = δ(τxϕ̌) = (τxϕ̌)(0) = ϕ̌(−x) = ϕ(x),

minden Rn-beli x esetén. Így (iii), valamint a 2.9.3 tétel (ii) álĺıtása alapján

(∂αu) ∗ ϕ = u ∗ ∂αϕ = u ∗ ∂α(δ ∗ ϕ) = u ∗ (∂αδ) ∗ ϕ.

Végül, a (v) az (iv), (iii) és (i) következménye:

∂α(u ∗ v) = (∂αδ) ∗ (u ∗ v) =
(

(∂αδ) ∗ u
)

∗ v = (∂αu) ∗ v,

és
(

(∂αδ) ∗ u
)

∗ v = (u ∗ ∂αδ) ∗ v = u ∗ (∂αδ) ∗ v = u ∗ ∂αv.

A 2.5 szakaszban bevezettük a Dk = 1
i ∂k (k = 1, 2, . . . , n) differenciálope-

rátorokat. Könnyű látni, hogy ha a fentiekben a ∂k operátorokat Dk-ra cse-
réljük, akkor álĺıtásaink és formuláink - esetleg értelemszerű változtatásokkal -
érvényben maradnak.
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2.10 Feladatok

1. Bizonýıtsuk be, hogy ha ϕ tetszőleges tesztfüggvény R-en, η pedig olyan
tesztfüggvény R-en, mely a 0 valamely környezetében 1-el egyenlő, ak-
kor bármely pozit́ıv egész n esetén van olyan ψ tesztfüggvény R-en, hogy
minden R-beli x esetén fennáll

ϕ(x) = η(x)
n−1
∑

k=0

xk

k!
ϕ(k)(0) + xn ψ(x) .

2. Legyen ϕ tesztfüggvény R-en. Bizonýıtsuk be, hogy akkor és csak akkor
létezik olyan ψ tesztfüggvény R-en, hogy ϕ = ψ′, ha

∫ +∞
−∞ ϕ = 0.

3. Bizonýıtsuk be, hogy ha ϕ0 olyan tesztfüggvény R-en, melyre fennáll
∫ +∞
−∞ ϕ0 = 1, akkor az R-en bármely ϕ tesztfüggvény előálĺıtható

ϕ(x) = ϕ0(x)

∫ +∞

−∞
ϕ+ ψ′(x)

alakban, ahol ψ alkalmas tesztfüggvény R-en.

4. Bizonýıtsuk be, hogy a Dirac–disztribúció szinguláris disztribúció.

5. Bizonýıtsuk be, hogy az x 7→ ln |x| függvény R-en lokálisan integrálható.

6. Bizonýıtsuk be, hogy az x 7→ ln |x| függvény disztribúció-értelemben vett
deriváltja P 1

x .

7. Bizonýıtsuk be, hogy a P 1
x disztribúció szinguláris disztribúció.

8. Bizonýıtsuk be, hogy ha Ω az Rn nýılt részhalmaza, f : Ω → C pedig
folytonos függvény, akkor supp f = suppuf .

9. Bizonýıtsuk be, hogy ha (ωε)ε>0 approximat́ıv egység Rn-ben, akkor a
D′(Rn)-ben ωε → δ teljesül ε→ 0+ esetén.

10. Bizonýıtsuk be, hogy ha fε az alábbi R-en lokálisan integrálható függvé-
nyek bármelyikét jelöli, akkor D′(R)-ben fε → δ teljesül ε→ 0+ esetén.

(i)

fε(x) =
1√
2ε
e−

x2

4ε ;

(ii)

fε(x) =

√

2

π

1

x
sin

x

ε
;

(iii)

fε(x) =

√

2

π

ε

x2 + ε2
;
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(iv)

fε(x) =

√

2

π

1

x2
sin2 x

ε
.

11. Bizonýıtsuk be, hogy a
∑+∞

k=−∞ akδk sor tetszőleges komplex ak együtt-
hatók esetén D′(R)-ben konvergens.

12. Bizonýıtsuk be, hogy disztribúciók bármely D′(Rn)-ben konvergens sora
tagonként differenciálható.

13. Legyen (ak)k∈Z komplex számsorozat, melyhez van olyan m nem negat́ıv
egész, s vannak olyan A,B valós számok, hogy

|ak| ≤ A|k|m +B

teljesül minden k egész szám esetén. Bizonýıtsuk be, hogy ekkor a
∑+∞

k=−∞ ake
ikx trigonometrikus sor D′(R)-ben konvergens.

14. Bizonýıtsuk be, hogy D′(R)-ben érvényes a következő:

+∞
∑

k=−∞
eikx =

+∞
∑

k=−∞
δk .

15. Bizonýıtsuk be, hogy D′(R)-ben fennállnak a Szohockij–féle formulák:

lim
ε→0+

1

x+ iε
= −i

√

π

2
δ(x) + P 1

x
,

és

lim
ε→0+

1

x− iε
= i

√

π

2
δ(x) + P 1

x
.

(A két határérték szokásos jelölése: 1
x+i0 , illetve 1

x−i0 .)

16. Bizonýıtsuk be, hogy ha m pozit́ıv egész szám, akkor az

xm u = 0

egyenletnek eleget tevő minden u disztribúció a következő alakú:

u =

m−1
∑

k=0

ckδ
(k) ,

ahol c0, c1, . . . , cm−1 tetszőleges komplex számok.

17. Határozzuk meg az alábbi egyenletek összes u disztribúció-megoldásait:

(i) xu′ = 1 ;

(ii) xu′ = P 1
x ;
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(iii) x2 u′ = 1 ;

(iv) sinx · u′ = 0 .

18. Bizonýıtsuk be, hogy ha u kompakt tartójú disztribúció Rn-en, akkor u∗1
állandó.

19. Legyen bármely α > 0 és valós x esetén

fα(x) =
1

α
e−

x2

2α2 , gα(x) =

√

2

π

α

α2 + x2
.

Bizonýıtsuk be, hogy bármely α, β > 0 esetén

fα ∗ fβ = f√
α2+β2 és gα ∗ gβ = gα+β .

20. Számı́tsuk ki D′(R)-ben aH∗H konvolúciót, aholH a Heaviside–függvény.

21. Legyen minden R-beli x esetén f(x) = e−|x|. Számı́tsuk ki D′(R)-ben az
uf ∗ uf konvolúciót.

22. Legyen minden R-beli x esetén f(x) = H(R − |x|), ahol R > 0, H pedig
a Heaviside–függvény. Számı́tsuk ki D′(R)-ben az uf ∗ uf konvolúciót.

23. Legyen a > 0, minden R-beli x, t esetén f(t, x) = H(at − |x|), továbbá
jelölje v a H(t) · δ(x) disztribúciót R2-en, ahol H a Heaviside–függvényt
jelöli. Számı́tsuk ki D′(R2)-ben az uf ∗ v konvolúciót.

24. Legyen a > 0, minden R-beli x, t esetén f(t, x) = H(at − |x|), továbbá
jelölje v a H(t) · δ′(x) disztribúciót R2-en, ahol H a Heaviside–függvényt
jelöli. Számı́tsuk ki D′(R2)-ben az uf ∗ v konvolúciót.
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3 FOURIER–TRANSZFORMÁCIÓ

3.1 Jelölések

A továbbiakban n mindig egy pozit́ıv egész számot jelöl, s multi-index alatt
mindig n-dimenziós multi-indexet értünk. Mint korábban, az Rn téren mn fogja
jelölni a normált Lebesgue–mértéket:

dmn(x) = (2π)−
n
2 dx.

Az Lp tereket Rn-en ezzel a mértékkel normáljuk:

‖f‖p =

{
∫

Rn

|f |pdmn

}
1
p

, (1 ≤ p <∞).

Az Rn-en értelmezett f, g komplex értékű függvények konvolúciója tehát

(f ∗ g)(x) =

∫

Rn

f(x− y)g(y)dmn(y)

módon van értelmezve, feltéve, hogy az integrál létezik.

Bármely Rn-beli t esetén az et karaktert az

et(x) = eitx = exp{i(t1x1 + t2x2 + · · · + tnxn)}

egyenlőség értelmezi, ahol x az Rn tetszőleges eleme. Minden et kieléǵıti az

et(x+ y) = et(x)et(y)

függvényegyenletet, ahol t, x, y azRn tetszőleges elemei. Tehát et az Rn ad-
dit́ıv csoportjának az egységnyi abszolút értékű komplex számok multiplikat́ıv
csoportjába való homomorfizmusa.

3.2 A Fourier–transzformáció értelmezése

Az L1(Rn)-beli f függvény Fourier–transzformáltja az f̂ : Rn → C függvény,
melyet az

f̂(t) =

∫

Rn

fe−tdmn

egyenlőség értelmez az Rn minden t eleme esetén. Az f 7→ f̂ leképezést Fourier–
transzformációnak nevezzük. Vegyük észre, hogy

f̂(t) = (f ∗ et)(0)

minden Rn-beli t esetén fennáll.
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Ha α egy multi-index, akkor a 2.5 szakasz jelöléseinek megfelelően legyen

Dα = (i)−|α|∂α =

(

1

i

∂

∂x1

)α1
(

1

i

∂

∂x2

)α2

. . .

(

1

i

∂

∂xn

)αn

.

A Dα operátorok használata egyszerűśıti a formulákat. Például,

Dαet = tαet,

ahol, mint korábban, az Rn-beli t = (t1, t2, . . . , tn) esetén tα = tα1
1 tα2

2 . . . tαn .
Ha P egy n változós, komplex együtthatós polinom, és minden Rn-beli ξ mellett

P (ξ) =
∑

α

cαξ
α,

akkor a P (D) és P (−D) differenciáloperátorokat

P (D) =
∑

α

cαD
α, P (−D) =

∑

α

(−1)|α|cαD
α

módon értelmeztük. Következésképpen

P (D)et = P (t)et

teljesül minden Rn-beli t esetén.

A következő tétel álĺıtásai egyszerű számolással következnek a defińıciókból.

3.2.1 Tétel. Legyenek f, g az L1(Rn) elemei, x, t pedig Rn-beli. Ekkor

(i) (txf )̂ = e−xf̂ ;

(ii) (exf )̂ = τxf̂ ;

(iii) (f ∗ g)̂ = f̂ ĝ;

(iv) ha λ > 0, és h(x) = f(x/λ), akkor ĥ(t) = λnf̂(λt).

3.2.2 Tétel. (i) Ha P egy polinom, g az S(Rn) tér egy eleme, α pedig egy
multi-index, akkor az

f 7→ Pf, f 7→ gf, f 7→ Dαf

leképezések az S(Rn)-nek S(Rn)-be való folytonos, lineáris leképezései.

(ii) Ha f az S(Rn) egy eleme, P pedig egy n-változós, komplex együtthatós
polinom, akkor

(

P (D)f
)

ˆ= P f̂ és (Pf )̂ = P (−D)f̂ .

(iii) A Fourier–transzformáció S(Rn)-nek S(Rn)-be való folytonos, lineáris
leképezése.
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Bizonýıtás. Ha f az S(Rn) egy eleme, akkor Dαf is, és a Leibniz–formula
alapján Pf és gf is. A három leképezés linearitása nyilvánvaló, folytonosságuk
pedig a 5.6.5 zárt gráf tétel következménye. Ez bizonýıtja (i)-t.

Ha f az S(Rn) eleme, akkor P (D)f is, és

(

P (D)f
)

∗ et = f ∗ P (D)et = f ∗ P (t)et = P (t)[f ∗ et].

Ezen függvények 0-beli értékeit kiszámı́tva kapjuk (ii) első részét, nevezetesen

(

P (D)f
)

(̂t) = P (t)f̂(t),

hacsak t az Rn egy eleme. Ha t = (t1, t2, . . . , tn), és t′ = (t1 + ε, t2, . . . , tn), ahol
ε 6= 0, akkor

f̂(t′) − f̂(t)

iε
=

∫

Rn

x1f(x)
e−ix1ε − 1

ix1ε
e−ixtdmn(x).

A 5.7.1 Lebesgue–tétel alkalmazható, hiszen x1f integrálható, s azt kapjuk,
hogy

−1

i

∂

∂t1
f̂(t) =

∫

Rn

x1f(x)e−ixtdmn(x).

Ez éppen (ii) második része P (x) = x1 esetén. Az általános esetet ebből iterá-
cióval kapjuk.

Legyen f az S(Rn) eleme, és g(x) = (−1)|α|xαf(x), ha x az Rn tetszőleges

eleme. Ekkor g az S(Rn)-hez tartozik. Az (ii) alapján ĝ = Dαf̂ , és

P ·Dαf̂ = P · ĝ = (P (D)g)̂ ,

mely korlátos, hiszen P (D)g az L1(Rn)-hez tartozik. Ezért f̂ az S(Rn) eleme.

Ha fi → f az S(Rn)-ben, akkor fi → f az L1(Rn)-ben, s ezért f̂i(t) → f̂(t)

teljesül minden Rn-beli t esetén. Az f 7→ f̂ leképezés folytonossága ezek után a
5.6.5 zárt gráf tételből adódik, amivel (iii)-t is igazoltuk.

3.2.3 Tétel. (Riemann–Lebesgue–lemma) Ha f az L1(Rn)-hez tartozik, akkor

f̂ folytonos, és eltűnik a végtelenben, továbbá ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

Bizonýıtás. Mivel |et(x)| = 1, ezért ha f az L1(Rn)-ben van, t pedig Rn-beli,
akkor

|f̂(t)| ≤ ‖f‖1. (46)

Mivel D(Rn) ⊆ S(Rn), ezért S(Rn) sűrű L1(Rn)-ben. Minden L1(Rn)-beli

f -hez vannak olyan S(Rn)-beli fi függvények, hogy ‖f − fi‖1 → 0. Mivel f̂i az

S(Rn)-hez tartozik, ami C0(R
n) része, a (46) alapján az következik, hogy f̂i → f̂

teljesül az Rn-en egyenletesen, s ezzel a bizonýıtást befejeztük.
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3.3 Az inverziós tétel

3.3.1 Lemma. Legyen bármely Rn-beli x esetén

φn(x) = exp(−1

2
‖x‖2).

Ekkor φn az S(Rn)-hez tartozik, φ̂n = φn, és

φn(0) =

∫

Rn

φ̂ndmn.

Bizonýıtás. Világos, hogy φn az S(Rn)-hez tartozik. Mivel φ1 kieléǵıti R-en az

y′ + xy = 0 (47)

differenciálegyenletet, a 3.2.2 tétel (ii) álĺıtása alapján φ̂1 is kieléǵıti ugyanezt
az egyenletet. Másrészt,

φ̂1(0) =

∫

Rn

φ1dm1 = (2π)−
1
2

∫ +∞

−∞
exp(−1

2
x2)dx = 1,

továbbá φ1(0) = 1, ezért φ̂1 = φ1. Vegyük figyelembe a

φn(x) = φ1(x1)φ1(x2) . . . φ1(xn)

egyenlőséget, ahol x = (x1, x2, . . . , xn) az Rn tetszőleges eleme, melyből

φ̂n(t) = φ̂1(t1)φ̂1(t2) . . . φ̂1(tn)

következik bármely Rn-beli t = (t1, t2, . . . , tn) mellett, s ı́gy φ̂n = φn teljesül

minden n pozit́ıv egész esetén. Mivel φ̂n(0) =
∫

φndmn, ezért a tétel bizonýıtá-
sát befejeztük.

3.3.1 Tétel. (Inverziós tétel)

(i) Ha g az S(Rn) tetszőleges eleme, akkor

g(x) =

∫

Rn

ĝ(t)ex(t) dmn(t) (48)

minden Rn-beli x esetén fennáll.

(ii) A Fourier–transzformáció az S(Rn)-nek S(Rn)-re való folytonos, lineáris,
kölcsönösen egyértelmű, 4 periódusú leképezése, melynek inverze is folyto-
nos.

(iii) Ha f és f̂ integrálhatók, akkor

f(x) =

∫

Rn

f̂(t)ex(t) dmn(t)

majdnem minden Rn-beli x esetén teljesül.
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Bizonýıtás. Ha f és g integrálhatók, akkor a 5.7.4 Fubini–tételt alkalmazhatjuk
az

∫

Rn

∫

Rn

f(x)g(y)e−ixydmn(x)dmn(y)

kettős integrálra, amiből az
∫

Rn

f̂gdmn =

∫

Rn

f ĝdmn (49)

egyenlőség adódik. Az (i) bizonýıtásához legyenek g, φ az S(Rn) elemei, és
minden Rn-beli x, valamint λ > 0 esetén legyen f(x) = φ(x/λ). A 3.2.1 tétel
(iv) álĺıtása alapján (49) a következő alakot ölti:

∫

Rn

g(t)λnφ̂(λt)dmn(t) =

∫

Rn

φ

(

y

λ

)

ĝ(y)dmn(y),

vagy
∫

Rn

g

(

t

λ

)

φ̂(t)dmn(t) =

∫

Rn

φ

(

y

λ

)

ĝ(y)dmn(y). (50)

Ha λ → ∞, akkor g(t/λ) → g(0) és φ(y/λ) → φ(0), ı́gy a 5.7.1 Lebesgue–tétel
alkalmazható az (50)-ben szereplő két integrálra. Ebből

g(0)

∫

Rn

φ̂ dmn = φ(0)

∫

Rn

ĝ dmn (51)

adódik minden S(Rn)-beli g, φ esetén. Ha most φ a 3.3.1-ben szereplő φn, akkor
a (48) inverziós formula x = 0 esetre vonatkozó részét kapjuk. Ebből az általános
eset a 3.2.1 tétel (i) álĺıtása alapján

g(x) = (τ−xg)(0) =

∫

Rn

(τ−xg)̂ dmn =

∫

Rn

ĝexdmn

módon következik.

Az (ii) bizonýıtásához vezessük be ideiglenesen a Φg = ĝ jelölést. A (48)
inverziós formula mutatja, hogy Φ kölcsönösen egyértelmű S(Rn)-en, hiszen
ĝ = 0-ból nyilván g = 0 következik. Ugyancsak adódik, hogy

Φ2g = ǧ, (52)

ahol ǧ(x) = g(−x), s ezért Φ4g = g. Ebből következik, hogy Φ az S(Rn)-t
S(Rn)-re képezi. A Φ folytonosságát már a 3.2.2 tételben igazoltuk, ebből Φ−1

folytonossága Φ−1 = Φ3 alapján következik.

Az (iii) bizonýıtásához térjünk vissza a (49) azonossághoz, ahol g az S(Rn)
egy eleme. Ha a (48) inverziós formulát (49)-ba helyetteśıtjük, majd alkalmaz-
zuk a Fubini–tételt, akkor azt kapjuk, hogy

∫

Rn

f0 ĝ dmn =

∫

Rn

f ĝ dmn , (53)
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ahol

f0(x) =

∫

Rn

f̂(t)ex(t) dmn(t)

bármely Rn-beli x esetén. Az (ii) alapján a ĝ alakú függvények kimeŕıtik S(Rn)-
t, s mivel D(Rn) az S(Rn) része, ı́gy (53)-ből

∫

Rn

(f0 − f)φdmn = 0 (54)

következik minden D(Rn)-beli φ-re. Mivel D(Rn) sűrű C00-ban, ezért f0−f = 0
az Rn-en majdnem mindenütt.

3.3.2 Tétel. Ha f, g tetszőleges S(Rn)-beli függvények, akkor

(i) f ∗ g az S(Rn)-hez tartozik, és

(ii) (fg)̂ = f̂ ∗ ĝ.

Bizonýıtás. A 3.2.1 tétel (iii) álĺıtása alapján az előző tétel jelöléseit használva

Φ(f ∗ g) = Φf · Φg. (55)

Ha f, g helyére az f̂ , ĝ függvényeket helyetteśıtjük, akkor

Φ(f̂ ∗ ĝ) = Φ2f · Φ2g = f̌ ǧ = (fg)̌ = Φ2(fg) (56)

adódik. Ha (56) mindkét oldalára alkalmazzuk Φ−1-et, akkor (ii)-t kapjuk. Mi-

vel fg az S(Rn)-hez tartozik, ı́gy (ii)-ből következik, hogy f̂ ∗ ĝ is S(Rn)-beli, s
ebből (i) adódik, hiszen a Fourier–transzformáció szürjekt́ıv.

3.4 Plancherel tétele

3.4.1 Tétel. (Plancherel) Egyértelműen létezik az L2(Rn)-nek önmagára való

olyan Ψ lineáris izometriája, melynél minden S(Rn)-beli f mellett Ψf = f̂
teljesül.

Bizonýıtás. Ha f, g az S(Rn)-hez tartoznak, akkor az inverziós tételből

∫

Rn

fgdmn =

∫

Rn

g(x)dmn(x)

∫

Rn

f̂(t)eixtdmn(t) =

=

∫

Rn

f̂(t)dmn(t)

∫

g(x)eixtdmn(x)

adódik. Az utóbbi integrál éppen ĝ(t) komplex konjugáltja. Ebből a Parseval–
formulát kapjuk: ha f, g az S(Rn)-hez tartoznak, akkor

∫

Rn

f g dmn =

∫

Rn

f̂ ĝ dmn. (57)
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Ha g = f , akkor

‖f‖2 = ‖f̂‖2 (58)

adódik tetszőleges S(Rn)-beli f mellett.

Megjegyezzük, hogy S(Rn) ugyanazért sűrű L2(Rn)-ben, amiért L1(Rn)-

ben. Ezért (58) azt mutatja, hogy az L2-metrikára nézve az f 7→ f̂ leképezés az
L2(Rn) sűrű alterének, S(Rn)-nek önmagára való izometrikus leképezése. Ebből

elemi módon következik, hogy az f 7→ f̂ leképezés egyértelműen kiterjeszthető
egy Ψ : L2(Rn) → L2(Rn) folytonos leképezéssé, mely lineáris és szürjekt́ıv.

Az f 7→ f̂ leképezés L2(Rn)-re való fenti kiterjesztését szokás Fourier–
Plancherel–transzformációnak nevezni. Megjegyezzük, hogy az (57) Parseval–
formula tetszőleges L2(Rn)-beli f és g esetén érvényes.

Az a tulajdonság, amit a Plancherel–tétel a Fourier–transzformációról kife-
jez, hogy tudniillik az L2-tér lineáris izometriája, a Fourier–transzformáció leg-
fontosabb és legmélyebb tulajdonsága.

3.5 Temperált disztribúciók

Mindenekelőtt a következő tételt igazoljuk.

3.5.1 Tétel. Az identikus leképezés D(Rn)-ből S(Rn)-be folytonos.

Bizonýıtás. Az identikus leképezés folytonosságának igazolásához vegyük észre
azt, hogy D(Rn)-nek egy topologikus vektortérbe való leképezése pontosan ak-
kor folytonos, ha annak minden DK(Rn) altérre való szűḱıtése folytonos, ahol K
az Rn tetszőleges kompakt részhalmaza. Ha K egy ilyen kompakt részhalmaz,
akkor a DK(Rn)-n S(Rn) által indukált topológia pontosan megegyezik saját
topológiájával, hiszen nyilván az (1 + ‖x‖2)N függvények mind korlátosak K-n.
Ezért az identikus leképezés DK(Rn)-ból S(Rn)-be folytonos (valójában home-
omorfizmus), s ebből az álĺıtás következik.

Jelölje i : D(Rn) → S(Rn) az identikus leképezést, L pedig legyen az S(Rn)
egy folytonos lineáris funkcionálja. Az uL = L◦ i formula a fentiek miatt D(Rn)
egy folytonos lineáris funkcionálját értelmezi, azaz, egy disztribúciót. Mivel
D(Rn) sűrű S(Rn)-ben az 1.5.1 lemma szerint, különböző L funkcionálokból
különböző u disztribúciók származnak. Másszóval, ez a formula vektortér-
izomorfizmus az S(Rn) tér S′ duálisa és disztribúciók egy bizonyos vektortere
között. Az ilyen disztribúciókat temperált disztribúcióknak nevezzük. Egy dis-
ztribúció pontosan akkor temperált, ha folytonosan kiterjeszthető S(Rn)-re. Ha
tehát a temperált disztribúciókat azonośıtjuk S(Rn)-re való kiterjesztésükkel,
akkor azt mondhatjuk, hogy a temperált disztribúciók pontosan S(Rn) folytonos
lineáris funkcionáljai, azaz, az S′ duális tér elemei. A ”temperált” jelző egy
növekedési feltételre utal a végtelenben, amint azt a következő példák mutatják.
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3.5.1 Példa. Minden kompakt tartójú disztribúció temperált. Legyen ugyanis
K az u disztribúció kompakt tartója, rögźıtsünk egy olyan ψ tesztfüggvényt,
amely azonosan 1 valamely K-t tartalmazó nýılt halmazon és legyen

ũ = u(ψ f),

ha f az S(Rn) eleme. Ha fi → 0 az S(Rn)-ben, akkor Dαfi → 0 az Rn-
en egyenletesen, minden α multi-index esetén. Ezért Dα(ψ fi) → 0 az Rn-en
egyenletesen, minden α multi-index esetén, tehát ψ fi → 0 a D(Rn)-ben. Ezért
ũ folytonos S(Rn)-en. Mivel ũ(ϕ) = u(ϕ), ha ϕ a D(Rn)-hez tartozik, ezért ũ
az u kiterjesztése.

3.5.2 Példa. Legyen µ egy olyan pozit́ıv Borel–mérték Rn-en, melyre

∫

Rn

(1 + ‖x‖2)−k dµ(x) < +∞ (59)

teljesül valamely pozit́ıv egész k mellett. Ekkor µ temperált disztribúció, ami
azt jelenti, hogy az

u(f) =

∫

Rn

f dµ

formula az S(Rn) tér folytonos lineáris funkcionálját értelmezi. Tegyük fel ugya-
nis, hogy fi → 0 az S(Rn)-ben. Ekkor az

εi = sup
x∈Rn

(1 + ‖x‖2)k|fi(x)|

jelöléssel nyilván εi → 0. Mivel |u(fi)| az (59)-ben szereplő integrálnak legfel-
jebb εi-szerese, ezért u(fi) → 0, tehát u folytonos S(Rn)-en.

3.5.3 Példa. Legyen 1 ≤ p < +∞, N pozit́ıv egész, g : Rn → C pedig olyan
mérhető függvény, melyre

∫

Rn

|(1 + ‖x‖2)−Ng(x)|p dmn(x) = C < +∞

teljesül. Ekkor g temperált disztribúció. Legyen ugyanis

u(f) =

∫

Rn

fg dmn ,

ha f az S(Rn) eleme. Tegyük fel először, hogy p > 1, s legyen q a p-hez konjugált
kitevő, ekkor a 5.7.2 Hölder–egyenlőtlenség szerint

u(f) ≤ C1/p

(
∫

Rn

|(1 + ‖x‖2)Nf(x)|q dmn(x)

)1/q

≤ (60)

≤ C1/p B1/q sup
x∈Rn

|(1 + ‖x‖2)Mf(x)| ,
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ahol M elég nagy ahhoz, hogy
∫

Rn

(1 + ‖x‖2)(N−M)q dmn(x) = B < +∞

teljesüljön. A (60) egyenlőtlenség mutatja, hogy u folytonos S(Rn)-en. A p = 1
eset még egyszerűben tárgyalható.

3.5.4 Példa. Az előző példa mutatja, hogy bármely 1 ≤ p ≤ +∞ mellett min-
den Lp(Rn)-beli függvény temperált disztribúció. Ilyen például minden poli-
nom, és minden olyan mérhető függvény, mely abszolút értékben polinommal
majorálható.

3.5.2 Tétel. Ha α multi-index, P polinom, g gyorsan csökkenő függvény, u
pedig temperált disztribúció, akkor Dαu, Pu és gu temperált disztribúciók.

Bizonýıtás. Az álĺıtások a 3.2.2 tétel alapján a következő defińıciókból adódnak:

(Dαu)(f) = (−1)|α|u(Dαf) ,

(Pu)(f) = u(Pf) ,

(gu)(f) = u(gf) .

Bármely u temperált disztribúció esetén legyen

û(ϕ) = u(ϕ̂) ,

ha ϕ tetszőleges tesztfügggvény. Mivel ϕ 7→ ϕ̂ folytonos lineáris leképezés
S(Rn)-en, u pedig folytonos lineáris funkcionál S(Rn)-en, ezért û folytonos
lineáris funkcionál S(Rn)-en, azaz, temperált disztribúció, melyet az u temperált
disztribúció Fourier–transzformáltjának nevezünk. Megjegyezzük, hogy ezzel az
elnevezéssel kapcsolatban meg kell vizsgálni a következő problémát: láttuk, hogy
minden integrálható függvény temperált disztribúció, ı́gy egy ilyen függvénynek
kétféle értelemben létezik Fourier–transzformáltja. Azt kellene tudni, hogy ha
tehát f az L1(Rn) egy eleme, akkor a f̂ -nek megfelelő reguláris disztribúció
éppen (uf )̂ . Ez azonban ı́gy van, hiszen

(uf )̂ (ϕ) = uf (ϕ̂) =

∫

f̂ϕ = (uf̂)(ϕ)

teljesül minden ϕ gyorsan csökkenő függvényre. Ugyanez a kérdés a Fourier–
Plancherel–transzformációval kapcsolatban is feltehető, hiszen a négyzetesen in-
tegrálható függvények is temperált disztribúciók, s a válasz hasonlóan, pozit́ıv
értelemben adható meg, amint az könnyen látható.

3.5.3 Tétel. A Fourier–transzformáció S′ önmagára való kölcsönösen egyér-
telmű, folytonos, lineáris, 4 periódusú leképezése, melynek inverze is folytonos.
Továbbá, ha u temperált disztribúció, P pedig egy polinom, akkor

(

P (D)u
)

ˆ= P û, és (Pu)̂ = P (−D)û .
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Bizonýıtás. Legyen W a 0 környezete S′-ben. Ekkor vannak olyan f1, f2, . . . , fk

függvények S(Rn)-ben, hogy

{u ∈ S′ : |u(fi)| < 1 ha i = 1, 2, . . . , k} ⊆W .

Legyen
V = {u ∈ S′ : |u(f̂i)| < 1 ha i = 1, 2, . . . , k} .

Ekkor V a 0 környezete S′-ben, s mivel

û(f) = u(f̂) (61)

teljesül minden S(Rn)-beli f és S′-beli u esetén, ebből látható, hogy û a W -hez
tartozik, ha u V -beli. Ez mutatja a Φ leképezés folytonosságát, ahol Φ(u) =
û, ha u temperált disztribúció. Mivel Φ 4 periódusú S(Rn)-en, (61) mutatja,
hogy 4 periódusú S′-n is, tehát Φ4(u) = u teljesül minden S′-beli u mellett.
Ezért Φ kölcsönösen egyértelmű, s mivel Φ−1 = Φ3, ı́gy Φ−1 folytonos. A
további álĺıtások a 3.2.2 és 3.5.2 tételekből, valamint a következő számı́tásokból
következnek:

(

P (D)u
)

(̂ϕ) =
(

P (D)u
)

(ϕ̂) = u
(

P (−D)ϕ̂
)

=

= u
(

(Pϕ)̂
)

= û(Pϕ) = (P û)(ϕ) ,

és
(

P (−D)û
)

(ϕ) = û
(

P (D)ϕ
)

= u
(

(P (D)ϕ)̂
)

=

= u(Pϕ̂) = (Pu)(ϕ̂) = (Pu)̂ (ϕ) ,

melyek minden S(Rn)-beli ϕ esetén fennállnak.

3.5.5 Példa. Tekintsük Rn-en az f(x) = 1 függvényt, ha x az Rn tetszőleges
eleme. Az f függvény - mint polinom - temperált disztribúció. Fourier–transz-
formáltja:

1̂(ϕ) = 1(ϕ̂) =

∫

Rn

1 · ϕ̂ dmn =

∫

Rn

ϕ̂ dmn = ϕ(0) = δ(ϕ) ,

az inverziós tétel miatt, ahol δ a Dirac–disztribúció. Hasonlóan

δ̂(ϕ) = δ(ϕ̂) = ϕ̂(0) =

∫

Rn

ϕdmn = 1(ϕ) .

Azt kaptuk tehát, hogy

1̂ = δ, és δ̂ = 1 .

Ha P tetszőleges polinom Rn-en, akkor az előző tétel alapján
(

P (D)δ
)

ˆ= P, és P̂ = P (−D)δ .

Figyelembe véve a 2.8.2 tételt és ezeket a formulákat azt mondhatjuk, hogy egy
disztribúció akkor és csak akkor Fourier–transzformáltja egy polinomnak, ha
tartója üres, vagy egyetlen pontból áll.
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3.5.6 Példa. A H Heaviside–függvény nyilván temperált disztribúció. A
következőkben meghatározzuk Fourier–transzformáltját. Legyen tehát ϕ gyor-
san csökkenő függvény R-en, ekkor a defińıció alapján

〈ûH , ϕ〉 = 〈uH , ϕ̂〉 =
1√
2π

∫ +∞

0

ϕ̂(t) dt =

=
1

2π

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
ϕ(x)e−ix·t dx dt .

Mivel a t 7→ e−ix·t függvény [0,+∞)-en nem integrálható, ı́gy a Fubini–tétel
nem alkalmazható, s a két integrálás sorrendjét nem lehet felcserélni. A Fourier–
transzformált kiszámı́tásához más utat választunk. Legyen ε > 0 esetén uε az
x 7→ H(x)e−εx lokálisan integrálható függvénynek megfelelő temperált disztri-
búció. Nem nehéz megmutatni, hogy az (uε)ε>0 általánośıtott sorozat S′-ben az
uH disztribúcióhoz konvergál. Valóban, ha ϕ gyorsan csökkenő függvény, akkor

〈H(x)e−εx, ϕ(x)〉 = lim
ε→0+

1√
2π

∫ +∞

0

e−εxϕ(x) dx =
1√
2π

∫ +∞

0

ϕ(x) dx ,

a Lebesgue–tétel szerint. A 3.5.3 tétel miatt tehát az (ûε)ε>0 általánośıtott
sorozat S′-ben az ûH disztribúcióhoz konvergál. Legyen ϕ gyorsan csökkenő
függvény R-en, ekkor a defińıció alapján

〈ûε, ϕ〉 = 〈uε, ϕ̂〉 =
1√
2π

∫ +∞

0

e−εtϕ̂(t) dt =

=
1

2π

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
ϕ(x)e−ix·t−εt dx dt .

Itt már a t 7→ e−ix·t−εt függvény integrálható [0,+∞)-en, a Fubini–tétel alkal-
mazásával tehát

〈ûε, ϕ〉 =
1

2π

∫ +∞

−∞

[
∫ +∞

0

e−ix·t−εt dt

]

ϕ(x) dx

adódik. A belső integrál kiszámı́tható:

∫ +∞

0

e−ix·t−εt dt =

[

e−ix·t−εt

−ix− ε

]+∞

0

=
1

ix+ ε
=

1

i

1

x− iε
.

Ez azt jelenti, hogy

ûε(x) =
1√
2π i

1

x− iε
.

Korábban (ld. a 2.10.15. Szohockij–formulákat) láttuk, hogy

lim
ε→0+

1

x− iε
= i

√

π

2
δ(x) + P 1

x
,
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ı́gy

ûH(x) = lim
ε→0+

ûε(x) =
1

2
δ(x) +

1√
2π i

P 1

x

a Heaviside–függvény Fourier–transzformáltja.

A továbbiakban bármely u disztribúció és bármely ϕ tesztfüggvény esetén
legyen

ǔ(ϕ) = u(ϕ̌) .

Ekkor ǔ disztribúció és nyilván bármely lokálisan integrálható f esetén ǔf = uf̌ .
Ha u temperált disztribúció, akkor ǔ is az.

3.5.4 Tétel. (Inverziós tétel) Bármely u temperált disztribúció esetén

(û)̂ = ǔ

teljesül.

Bizonýıtás. Az álĺıtás azonnal következik a (ϕ̂)̂ = ϕ̌ inverziós formulából, mely
minden S(Rn)-beli ϕ mellett fennáll, ugyanis ennek alapján

(û)̂ (ϕ) = û(ϕ̂) = u
(

(ϕ̂)̂
)

= u(ϕ̌) = ǔ(ϕ) .

3.5.1 Lemma. Ha w = (1, 0, 0, . . . , 0) az Rn eleme, ϕ az S(Rn) eleme, és

ϕε(x) =
ϕ(x + εw) − ϕ(x)

ε

ha ε > 0 és x az Rn eleme, akkor ϕε → ∂1ϕ az S(Rn)-ben, ha ε→ 0.

Bizonýıtás. Elég azt igazolnunk, hogy a ϕε − ∂1ϕ függvény Fourier–transzfor-
máltja 0-hoz konvergál S(Rn)-ben, azaz,

ψεϕ̂→ 0 (62)

az S(Rn)-ben, ha ε→ 0, ahol

ψε(y) =
exp(iεy1) − 1

ε
− i y1 ,

ha ε > 0, y pedig az Rn tetszőleges eleme, melynek első koordinátája y1. Ha P
egy polinom, α pedig egy multi-index, akkor

P ·Dα(ψεϕ̂) =
∑

β≤α

cα,βP · (Dα−βϕ̂) · (Dβψε) . (63)

Egyszerű számı́tással kapjuk, hogy

|Dβψε(y)| ≤











εy2
1 ha |β| = 0,

ε|y1| ha |β| = 1,

ε|β|−1 ha |β| > 1.

Ezért a (63) baloldala egyenletesen 0-hoz konvergál Rn-en, amint ε→ 0. A (62)
reláció ezután az S(Rn) topológiájának defińıciójából következik.
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Ha u temperált disztribúció, ϕ pedig gyorsan csökkenő függvény, akkor az
u ∗ ϕ konvolúciót az

(u ∗ ϕ)(x) = u(τxϕ̌)

formulával értelmezzük, ahol x az Rn tetszőleges eleme. Ez értelmes, hiszen az
Rn minden x eleme esetén τxϕ̌ gyorsan csökkenő.

3.5.5 Tétel. Legyen ϕ gyorsan csökkenő függvény, u pedig temperált disztribú-
ció. Ekkor

(i) u ∗ ϕ végtelen sokszor differenciálható és

Dα(u ∗ ϕ) = (Dαu) ∗ ϕ = u ∗ (Dαϕ)

teljesül minden α multi-index esetén,

(ii) u ∗ ϕ temperált disztribúció,

(iii) (u ∗ ϕ)̂ = ϕ̂ û ,

(iv) (u ∗ ϕ) ∗ ψ = u ∗ (ϕ ∗ ψ) teljesül minden S(Rn)-beli ψ mellett,

(v) û ∗ ϕ̂ = (ϕu)̂ .

Bizonýıtás. Az (i) ugyanúgy bizonýıtható, mint a 2.9.4 tételben, mivel a kon-
volúció nyilván felcserélhető az eltolásokkal. Ebből az is adódik, hogy

(

τ−εw − τ0
ε

)

(u ∗ ϕ) = u ∗
(

τ−εw − τ0
ε

)

ϕ .

A 3.5.1 lemma alapján
Dα(u ∗ ϕ) = u ∗ (Dαϕ) ,

ha α = w. Ezt iterálva kapjuk (i) általános esetét.

Jelölje qN (f) az S(Rn) tér topológiáját definiáló normát az 1.5 szakaszból,
tetszőleges S(Rn)-beli f mellett. Az Rn tér bármely x, y elemeire fennálló

1 + ‖x+ y‖2 ≤ 2(1 + ‖x‖2)(1 + ‖y‖2)

egyenlőtlenség mutatja, hogy

qN (τxf) ≤ 2N (1 + ‖x‖2)qN (f) (64)

teljesül minden Rn-beli x és S(Rn)-beli f esetén. Mivel u folytonos lineáris
funkcionál S(Rn)-en, s a qN normák S(Rn) topológiáját definiálják, ezért van
olyanN nem negat́ıv egész szám és C szám, hogy minden S(Rn)-beli f -re fennáll

|u(f)| ≤ C qN (f) . (65)

A (64) és (65) alapján tehát

|(u ∗ ϕ)(x)| = |u(τxϕ̌) ≤ 2N C qN (ϕ)(1 + ‖x‖2)N ,
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amiből (ii) következik.

Az előbbiek szerint tehát u ∗ ϕ-nek van Fourier–transzformáltja S ′-ben. Ha
ψ egy tesztfüggvény a K kompakt tartóval, akkor

(u ∗ ϕ)̂ (ψ̂ = (u ∗ ϕ)(ψ̌) =

∫

Rn

(u ∗ ϕ)(x)ψ(−x) dmn(x) =

=

∫

−K

u[ψ(−x)τxϕ̌] dmn(x) = u

(
∫

−K

ψ(−x)τxϕ̌ dmn(x)

)

=

= u
(

(ϕ ∗ ψ)̌
)

= û
(

(ϕ ∗ ψ)̂
)

= û(ϕ̂ψ̂) ,

ezért

(u ∗ ϕ)̂ (ψ̂) = (ϕ̂û)(ψ̂) . (66)

Az előző számı́tásban, amikor u-t ”kiemeltük” az integráljel alól, azt használtuk
fel, hogy egy S(Rn)-beli értékű integrál az S(Rn) folytonos lineáris funkcionál-
jaival felcserélhető (ld. a 5.7 szakasz 5.7.3 tételét). Eddig tehát (66)-et D(Rn)-
beli ψ függvényekre igazoltuk. Mivel D(Rn) sűrű S(Rn)-ben, a D(Rn)-beli
függvények Fourier–transzformáltjai is sűrűk S(Rn)-ben. Ezért (66) minden

S(Rn)-beli ψ̂ mellett érvényes. Tehát az (u ∗ ϕ)̂ és ϕ̂ û disztribúciók egyenlők,
amivel igazoltuk (iii)-t.

A (66)-ot megelőző számı́tás két végén álló tagok tehát minden S(Rn)-beli
ψ mellett egyenlők. Ezért

(u ∗ ϕ)(ψ̂) = u
(

(ϕ ∗ ψ)̌
)

,

ami ugyanaz, mint

(

(u ∗ ϕ) ∗ ψ
)

(0) =
(

u ∗ (ϕ ∗ ψ)
)

(0) .

Ha itt ψ-t τxψ-re cseréljük, akkor (iv)-t kapjuk.

Végül, (û ∗ ϕ̂)̂ = ϕ̌ ǔ = (ϕu)̌ a fentiek alapján, ez adja (v)-t, mivel nyilván
(ϕu)̌ =

(

(ϕu)̂
)

.̂

3.6 A Szoboljev–lemma

Ebben a szakaszban n egy rögźıtett pozit́ıv egész számot jelöl. Az Rn tér Ω
nem üres, nýılt részhalmazán értelmezett f : Ω → C mérhető függvényt az Ω-n
lokálisan L2-nek nevezzük, ha

∫

K

|f |2 dmn < +∞
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az Ω minden K kompakt részhalmaza esetén teljesül. Egy D(Ω)-beli u diszt-
ribúciót Ω-n lokálisan L2-nek mondunk, ha van olyan g függvény, amely Ω-n
lokálisan L2, és u = ug, azaz,

u(ϕ) =

∫

Ω

g ϕ dmn

teljesül minden D(Ω)-beli ϕ tesztfüggvény esetén. Amikor azt mondjuk, hogy
egy f függvény Dα disztribúció-deriváltja lokálisan L2 az Ω-n, akkor ez azt je-
lenti, hogy f lokálisan integrálható Ω-n, s a Dαuf disztribúció Ω-n lokálisan
L2. Explicit módon ez azt jelenti, hogy van olyan g : Ω → C mérhető függvény,
amely Ω-n lokálisan L2, és

∫

Ω

gϕ dmn = (−1)|α|
∫

Ω

f Dαϕdmn

teljesül minden D(Ω)-beli ϕ tesztfüggvény esetén. Ez tehát semmit nem álĺıt az
f függvény klasszikus értelemben esetleg létező parciális deriváltjairól.

Emlékeztetünk arra, hogy ha p nem negat́ıv egész, akkor Cp(Ω) jelöli az
összes olyan f : Ω → C függvények halmazát, melyek Dαf parciális deriváltjai
minden |α| ≤ p multi-index esetén léteznek és folytonosak Ω-n.

3.6.1 Tétel. (Szoboljev–lemma) Legyenek n, p, r egész számok, n pozit́ıv, p nem
negat́ıv és

r > p+
n

2
.

Legyen Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza, f : Ω → C pedig egy függvény,
melynek ∂k

i f disztribúció-deriváltjai Ω-ban lokálisan L2-k 1 ≤ i ≤ n és 0 ≤ k ≤ r
esetén. Ekkor van olyan f0 függvény Cp(Ω)-ban, hogy f0(x) = f(x) majdnem
minden Ω-beli x esetén.

Bizonýıtás. A feltevés miatt vannak olyan gik függvények, melyek Ω-n lokálisan
L2-k, hogy

∫

Ω

gikϕdmn = (−1)k

∫

Ω

f ∂k
i ϕdmn (67)

teljesül minden D(Ω)-beli ϕ esetén, ha 1 ≤ i ≤ n és 0 ≤ k ≤ r.

Legyen ω egy olyan nem üres, nýılt halmaz, melynek K lezártja az Ω kom-
pakt részhalmaza. Válasszunk egy olyan ψ tesztfüggvényt D(Ω)-ban, amely 1
a K-n és értelmezzük F -et Rn-en a következő módon:

F (x) =

{

ψ(x)f(x) ha x ∈ Ω,

0 ha x /∈ Ω.

Ekkor F integrálható és négyzetesen integrálható Rn-en.

A Leibniz–formula Ω-ban a következőt adja:

∂r
i F =

r
∑

s=0

(

r

s

)

(∂r−s
i ψ)(∂s

i f) =
r

∑

s=0

(

r

s

)

(∂r−s
i ψ)gis .
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A ψ tartójának Ω0 komplementerében ∂r
i F = 0. Ez a két disztribúció egybeesik

az Ω ∩ Ω0 halmazon. Így ∂r
i F , melyet eredetileg Rn egy disztribúciójaként

értelmeztünk, valójában L2(Rn)-hez tartozik i = 1, 2, . . . , n esetén, hiszen a
(∂r−s

i ψ)gis függvények L2(Rn)-hez tartoznak. Mivel ∂r
i F kompakt tartójú, ı́gy

ugyancsak L1(Rn)-hez tartozik.

A Plancherel–tételt F -re, valamint ∂r
1F -re, ∂r

2F -re,. . . , ∂r
nF -re alkalmazva

azt kapjuk, hogy
∫

Rn

|F̂ |2 dmn < +∞ ,

és
∫

Rn

y2r
i |F̂ (y)|2 dmn(y) < +∞ ,

ha i = 1, 2, . . . , n. Mivel

(1 + ‖y‖)2r < (2n+ 2)r(1 + y2r
1 + · · · + y2r

n ) ,

ezért az előbbi egyenlőtlenségekből
∫

Rn

(1 + ‖y‖)2r|F̂ (y)|2 dmn(y) < +∞ (68)

következik. Ha J jelöli a (68)-ban szereplő integrált, σn pedig az Rn egység-
gömbje n− 1-dimenziós felsźınét, akkor a Schwarz–egyenlőtlenség alapján

(
∫

Rn

(1 + ‖y‖)p|F̂ (y)|2 dmn(y)

)2

≤ J

∫

Rn

(1 + ‖y‖)2p−2r dmn(y) =

= Jσn

∫ +∞

0

(1 + t)2p−2rtn−1 dt < +∞

adódik, mivel 2p− 2r + n− 1 < −1. Ezzel azt igazoltuk, hogy
∫

Rn

(1 + ‖y‖)p|F̂ (y)|2 dmn(y) < +∞ . (69)

Legyen

Fω(x) =

∫

Rn

F̂ (y)eix·y dmn(y),

ha x az Rn tetszőleges eleme. Az inverziós tétel alapján Fω = F az Rn-en
majdnem mindenütt. Továbbá (69) miatt y 7→ yαF̂ (y) is L1(Rn)-hez tartozik,
ha |α| ≤ p. A 3.2.2 tétel (ii) része bizonýıtásának iterálásával azt kapjuk, hogy
Fω a Cp(Rn)-hez tartozik. Másrészt, az adott f függvény ω-ban egybeesik F -el.
Ezért f = Fω az ω-ban majdnem mindenütt.

Ha ω′ egy másik ω-hoz hasonló halmaz, akkor az eddigiek alapján egy
Cp(Rn)-hez tartozó Fω′ függvényt kapunk, amely f -el majdnem mindenütt meg-
egyezik ω′-ben. Így Fω = Fω′ az ω∩ω′ halmazban. A ḱıvánt f0 függvényt tehát
az Ω halmaz tetszőleges x pontjában értelmezhetjük úgy, mint f0(x) = Fω(x),
ha x az ω-hoz tartozik.
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3.7 A Paley–Wiener–tételek

Ebben a szakaszban n egy rögźıtett pozit́ıv egész, Ω pedig a Cn tér egy
nem üres, nýılt részhalmaza. A Cn tér elemeit z = (z1, z2, . . . , zn) módon
jelöljük, ahol zk komplex szám (k = 1, 2, . . . , n). Ha zk = xk + iyk, ahol
x = (x1, x2, . . . , xn) és y = (y1, y2, . . . , yn) az Rn elemei, akkor a z = x + iy
ı́rásmódot használjuk, s az x = Re z és y = Im z vektorokat a z valós részének, il-
letve képzetes részének nevezzük. Így Rn-t a Cn részének tekintjük, mégpedig az
Im z = 0 tulajdonságú z elemekből álló részhalmaznak. Ha α tetszőleges multi-
index, z a Cn, t pedig az Rn tetszőleges eleme, akkor a ‖z‖, ‖Re z‖, ‖Im z‖, zα,
z · t és ez(t) jelölések jelentése értelemszerűen adódik a korábbiakból. Ha r > 0,
akkor Br fogja jelölni az Rn térben az origó középpontú, r sugarú zárt gömböt.

Ha f : Ω → C folytonos függvény, akkor f -et holomorfnak nevezzük Ω-n, ha
minden változójában holomorf. Ha f holomorf Cn-en, akkor egész függvénynek
nevezzük.

3.7.1 Lemma. Ha f olyan egész függvény, amely eltűnik Rn-en, akkor f = 0.

Bizonýıtás. Az n = 1 esetet ismertnek tekintve jelölje Pk az f következő tu-
lajdonságát: ha a Cn-beli z pontnak legalább k valós koordinátája van, akkor
f(z) = 0. Ekkor Pn a tétel feltétele, és P0-t akarjuk bizonýıtani. Tegyük fel,
hogy 1 ≤ i ≤ n és Pi-t már igazoltuk. Legyenek a1, a2, . . . , ai valós számok.
Ekkor a

λ 7→ f(a1, . . . , ai−1, ai + λ, ai+1, . . . , an)

egész függvény a valós tengelyen nulla, ı́gy minden komplex λ esetén nulla. Ezért
Pi−1 igaz, s a bizonýıtást befejeztük.

3.7.1 Tétel. (Paley–Wiener) Legyen r > 0 valós szám.

(i) Ha a D(Rn)-beli ϕ tesztfüggvény tartója Br-ben van, és minden Cn-beli z
esetén

f(z) =

∫

Rn

ϕ(t) e−iz·t dmn(t) , (70)

akkor f egész függvény, és van olyan (γN )N∈N valós számsorozat, hogy
minden Cn-beli z esetén fennáll

|f(z)| ≤ γN (1 + ‖z‖)−N er‖Im z‖ (71)

(N = 0, 1, . . . ).

(ii) Megford́ıtva, ha az f egész függvény teljeśıti a (71) feltételeket minden Cn-
beli z és N = 0, 1, . . . esetén, akkor van olyan D(Rn)-beli ϕ tesztfüggvény
tartója Br-ben van, és minden Cn-beli z esetén fennáll (70).

Bizonýıtás. Ha t a Br-hez tartozik, akkor

|e−iz·t| = ey·t ≤ e‖y‖‖t‖ ≤ er‖Im z‖ .
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A (70)-ben szereplő integrandus tehát bármely Cn-beli z esetén integrálható
Rn-en, s f értelmezve van Cn-en. Az f folytonossága nyilvánvaló, s ha min-
den változójában alkalmazzuk a Morera–tételt, akkor azt kapjuk, hogy f egész
függvény. Parciális integrálással a következőt kapjuk

zαf(z) =

∫

Rn

(Dαϕ)(t) e−iz·t dmn(t)

bármely α multi-index esetén, ami azt jelenti, hogy

|zα| |f(z)| ≤ ‖Dαϕ‖1 e
r‖Im z‖ , (72)

amiből (71) következik.

Tegyük most fel, hogy f olyan egész függvény, melyre teljesül (71), és legyen

ϕ(t) =

∫

Rn

f(x) eit·x dmn(x) (73)

az Rn tetszőleges t eleme esetén. Először is megjegyezzük, hogy ilyenkor az
x 7→ (1 + ‖x‖)Nf(x) függvény bármely N-beli N esetén integrálható Rn-en a
(71) alapján. Ebből adódik, hogy ϕ végtelen sokszor differenciálható Rn-en,
ugyanazzal az érveléssel, amivel a 3.2.2 tétel (ii) álĺıtását igazoltuk.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy ha t1, t2, . . . , tn tetszőleges valós számok,
z2, z3, . . . , zn pedig tetszőleges komplex számok, akkor az

∫ +∞

−∞
f(ξ + iη, z2, . . . , zn)ei

(

t1(ξ+iη)+t2z2+···+tnzn

)

dξ (74)

integrál értéke η-tól független. Legyen Γ annak a téglalapnak a határa a (ξ+ iη)
śıkban, melynek egyik oldala a valós tengelyen van, egy másik az η = η1 egyene-
sen, a függőleges oldalai pedig a végtelenbe távolodnak. A Cauchy–integráltétel
alapján a (74)-ben szereplő integrál Γ-n nulla. Ebből következik, hogy a (74)-ben
szereplő integrál η = 0 esetén ugyanannyi, mint η = η1 esetén. Ez álĺıtásunkat
igazolja.

Ugyanezt a gondolatmenetet a többi koordináta esetén is alkalmazhatjuk,
ı́gy a (73) alapján azt kapjuk, hogy

ϕ(t) =

∫

Rn

f(x) eit·x dmn(x) (75)

fennáll az Rn tetszőleges t és y elemei esetén.

Legyen t 6= 0 az Rn egy eleme, és legyen y = λt
‖t‖ , ahol λ > 0 valós szám.

Ekkor t · y = λ ‖t‖, ‖y‖ = λ, és

|f(x+ iy) eit·(x+iy)| ≤ γN (1 + ‖x‖)−N e(r−‖t‖)λ ,
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s ezért

|ϕ(t)| ≤ γN e(r−‖t‖)λ
∫

Rn

(1 + ‖x‖)−N dmn(x) , (76)

ahol az N számot olyan nagyra választjuk, hogy az integrál véges legyen. Ha
most λ → +∞ és ‖t‖ > r, akkor (76) alapján ϕ(t) = 0. Így ϕ tartója Br-ben
van.

Ezután (70) valós z értékekre az inverziós tételből következik. Mivel (70)
mindkét oldalán egész függvények állnak, ı́gy egyenlőségük a 3.7.1 lemma
alapján adódik. Ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

3.7.2 Tétel. (Paley–Wiener) Legyen r > 0 valós szám.

(i) Ha a D′(Rn)-beli u disztribúció tartója Br-ben van, és u rendje N , továbbá
minden Cn-beli z esetén

f(z) = 〈u, e−z〉 , (77)

akkor f egész függvény, az f függvény Rn-re való leszűḱıtése az u Fourier–
transzformáltja, és van olyan γ valós szám, hogy minden Cn-beli z esetén
fennáll

|f(z)| ≤ γN (1 + ‖z‖)−N er‖Im z‖ . (78)

(ii) Megford́ıtva, ha az f egész függvény teljeśıti a (78) feltételt minden Cn-beli
z és valamely N nem negat́ıv egész esetén, akkor van olyan D′(Rn)-beli
u disztribúció, melynek tartója Br-ben van, és minden Cn-beli z esetén
fennáll (77).

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy a D′(Rn)-beli u disztribúció tartója Br-ben van.
Válasszunk olyan D(Rn)-beli ψ tesztfüggvényt, amely 1-el egyenlő Br+1-en.
Ekkor u = ψu, s a 3.5.5 tétel (v) álĺıtása alapján

û = (ψ u)̂ = û ∗ ψ̂ . (79)

Ezért û végtelen sokszor differenciálható. Válasszunk olyan S(Rn)-beli ϕ-t,
hogy ϕ̂ = ψ. Ekkor

(û ∗ ψ̂)(x) = (û ∗ ϕ̌)(x) = û(τxϕ) = u
(

(τxϕ)̂
)

=

= u(e−xϕ̂) = u(ψ e−x) = u(e−x) ,

ı́gy (79) alapján
û(x) = u(e−x) (80)

következik minden Rn-beli x esetén.

A következő lépésben azt mutatjuk meg, hogy a (77)-ben definiált f függvény
egész függvény. Legyenek a, b a Cn elemei és

g(λ) = f(a+ λb) = u(e−a−λb) (81)
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tetszőleges komplex λ esetén. Az f folytonossága nyilvánvaló: ha w → z a Cn-
ben, akkor e−w → e−z az E-ben, és u folytonos E-n. Ahhoz tehát, hogy meg-
mutassuk, hogy f egész függvény azt kell igazolni, hogy minden változójában
egész függvény, amihez elég megmutatni, hogy a (81)-ben definiált g függvény
egész függvény.

Legyen Γ egy téglalap határvonala C-ben. Mivel a λ 7→ e−a−λb leképezés
C-ből E-be folytonos, ezért létezik az

F =

∫

Γ

e−a−λb dλ (82)

E-beli értékű integrál (ld. a 5.7.3 tételt). Mivel az Rn tér tetszőleges t pontjában
a kiértékelés folytonos lineáris funkcionál E-n, ez felcserélhető az integrálással,
azaz

F (t) =

∫

Γ

e−a−λb(t) dλ =

∫

Γ

e−ia·t e−i(b·t)λ dλ = 0 .

Tehát F = 0, s a (82)-ből azt kapjuk, hogy

0 = u(F ) =

∫

Γ

u(e−a−λb) dλ =

∫

Γ

g(λ) dλ ,

s a Morera–tétel alapján g egész függvény.

A tétel első részének teljes bizonýıtásához elég (71)-et igazolni. Válasszunk
egy olyan h végtelen sokszor differenciálható segédfüggvényt a valós egyenesen,
hogy h(s) = 1, ha s < 1, és h(s) = 0, ha s > 2, továbbá minden Cn-beli z 6= 0
és Rn-beli t esetén legyen

ϕz(t) = e−iz·t h(‖t‖ ‖z‖ − r‖z‖) . (83)

Ekkor ϕz a D(Rn)-hez tartozik. Mivel u tartója Br-ben van, valamint érvényes
h(‖t‖ ‖z‖ − r‖z‖) = 1, ha ‖t‖ ≤ ‖z‖−1 + r, a (77) és (83) összehasonĺıtásából

f(z) = u(ϕz) (84)

következik. Mivel u rendje N , van olyan γ0 valós szám, hogy |u(ϕ)| ≤ γ0 qN (ϕ)
teljesül minden D(Rn)-beli ϕ mellett, ahol qN az 1.5 szakaszban bevezetett
norma. Így (84)-ből azt kapjuk, hogy

|f(z)| ≤ γ0qN (ϕz) . (85)

A ϕz függvény tartóján ‖t‖ ≤ r + 2
‖z‖ , ezért

|e−iz·t| = ey·t ≤ e2+r‖Im z‖ . (86)

Ha a (83)-ban szereplő szorzatra a Leibniz–formulát alkalmazzuk, valamint fel-
használjuk (86)-ot és (85)-öt, akkor (78)-at kapjuk. Ezzel a tétel első részének
bizonýıtását befejeztük.
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A második résznél a feltevés szerint f -re teljesül (78), ezért

|f(x)| ≤ γ(1 + ‖x‖)N (87)

teljesül minden Rn-beli x esetén. Ezért f -nek Rn-re való leszűḱıtése S′-höz
tartozik, ı́gy valamely u temperált disztribúció Fourier–transzformáltja.

Válasszunk olyan D(Rn)-beli h függvényt, melynek tartója B1-beli, és
∫

h =
1, valamint értelmezzük a

hε(t) = ε−nh
( t

ε

)

függvényeket ε > 0 és tetszőleges Rn-beli t esetén. Legyen továbbá

fε(z) = f(z) ĥε(z) , (88)

hacsak ε > 0 és z a Cn tetszőleges eleme. Itt ĥε azt az egész függvényt jelöli,
melynek Rn-re való leszűḱıtése a hε függvény Fourier–transzformáltja. Ha a
3.7.1 tétel első álĺıtását a hε függvényre alkalmazzuk, akkor arra jutunk, hogy
fε-ra teljesül a 3.7.1 tétel (71) feltétele r helyett r + ε-nal. Ezért a 3.7.1 tétel
második álĺıtása alapján fε = ϕ̂ε teljesül valamely D(Rn)-beli ϕε függvényre,
melynek tartója Br+ε-ba esik.

Legyen most ψ az S(Rn) egy olyan eleme, hogy ψ̂ nem metszi Br-t. Ekkor

ψ̂ ϕε = 0 teljesül, ha ε > 0 elég kicsi. Mivel f ψ integrálható Rn-en és érvényes
ĥε(x) = ĥ(εx) → 1 korlátos majoránssal, ezért

u(ψ̂) = û(ψ) =

∫

f ψ dmn = lim
ε→0

∫

fε ψ dmn =

= lim
ε→0

∫

ϕ̂ε ψ dmn =

∫

ψ̂ ϕε dmn = 0 .

Ezért u tarója Br-ben van.

Azt kaptuk, hogy z 7→ u(e−z) egész függvény, s mivel (77) az u választása
folytán minden Rn-beli z mellett fennáll, ı́gy a 3.7.1 lemma alapján a tétel
bizonýıtását befejeztük.

3.8 Feladatok

1. Legyen α 6= 0 valós szám és minden R-beli x esetén

f(x) = e−α2x2

.

Mutassuk meg, hogy f gyorsan csökkenő és minden R-beli t mellett

f̂(t) =
1

α
√

2
e−

t2

4α2 .
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2. Bizonýıtsuk be, hogy ha x0 az Rn tetszőleges eleme, akkor δ̂x0 = e−x0 .

3. Legyenek R, a valós számok, R > 0. Mutassuk meg, hogy a következő
f függvényeknek megfelelő uf reguláris disztribúciók temperáltak, s
számı́tsuk ki Fourier–transzformáltjaikat (H a Heaviside–függvényt jelöli):

(i) f(x) = signx,

(ii) f(x) = sin ax,

(iii) f(x) = cos ax,

(iv) f(x) = H(R− |x|),
(v) f(x) = H(x).

4. Számı́tsuk ki a következő disztribúciók Fourier–transzformáltját:

(i) d2n

dx2n δ,

(ii) d2n+1

dx2n+1 δ,

(iii) P 1
x .

5. Bizonýıtsuk be, hogy ha u temperált disztribúció Rn-en és x az Rn

tetszőleges eleme, akkor

(τxu)̂ = e−x û, (ex u)̂ = τx û .

6. Bizonýıtsuk be, hogy bármely Rn-en integrálható függvény Fourier–
transzformáltja folytonos.

7. Legyen az R3 bármely x eleme esetén

f(x) = (2π)
3
2 (1 + ‖x‖2)−1 .

Bizonýıtsuk be, hogy
ûf − ∆ ûf = δ .

8. Bizonýıtsuk be, hogy ha I jelöli az identikus operátort S(R)-en, akkor az
I − ∆ operátor S(R)-en kölcsönösen egyértelmű.
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4 ALKALMAZÁSOK DIFFERENCIÁL-

EGYENLETEKRE

4.1 Fundamentális megoldások

Ebben a szakaszban n egy rögźıtett pozit́ıv egész számot jelöl. Legyen P lega-
lább elsőfokú n változós komplex együtthatós polinom. A D′(Rn)-beli E diszt-
ribúciót a P (D) differenciáloperátor fundamentális megoldásának nevezzük, ha
fennáll

P (D)E = δ . (89)

Ilyenkor szokás az E disztribúciót a P (D)u = 0 parciális differenciálegyenlet
fundamentális megoldásának is nevezni. A fundamentális megoldás szerepét a
következő megfontás érzékelteti: tegyük fel, hogy E a P (D) differenciáloperá-
tor fundamentális megoldása, s legyen v kompakt tartójú disztribúció. Ekkor
létezik az E ∗ v konvolúció, továbbá

P (D)(E ∗ v) =
(

P (D)E
)

∗ v = δ ∗ v = v ,

tehát E ∗ v megoldása a
P (D)u = v (90)

parciális differenciálegyenletnek. A fundamentális megoldás birtokában tehát
előálĺıthatjuk (90) egy disztribúció-megoldását. Másrészt, világos, hogy (90)
bármely két megoldásának különbsége megoldása a P (D)u = 0 homogén egyen-
letnek.

Megjegyezzük, hogy az E ∗ v konvolúció olyankor is létezhet, ha v nem
kompakt tartójú. Ilyenkor olyan E-t kellene találni, amely a ”végtelenben
jól viselkedik”. Az volna az optimális, ha kompakt tartójú E-t találnánk, ám
könnyű látni, hogy ez lehetetlen. Ekkor ugyanis a 3.7.2 tétel alapján Ê egész
függvény volna, s azt kapnánk, hogy P · Ê = 1. Egy polinom és egy egész
függvény szorzata viszont csak akkor lehet 1, ha mindkettő állandó.

Ugyanakkor a P · Ê = 1 egyenletet számos esetben felhasználhatjuk E meg-
határozására. Ha például 1/P temperált disztribúció, akkor az 1/P disztribúció
inverz Fourier–transzformáltja olyan fundamentális megoldást szolgáltat, mely
ugyancsak temperált disztribúció.

A következőkben Tn a Cn tér w = (eiθ1 , eiθ2 , . . . , eiθn) alakú pontjaiból álló
halmazt jelöli, ahol θ1, θ2, . . . , θn valós számok. A Tn-en σn jelöli a Lebesgue–
mérték 1

(2π)n -szeresét.

4.1.1 Lemma. Legyen N nem negat́ıv egész, P pedig egy N -edfokú polinom
Cn-en. Ekkor van olyan csupán P -től függő A valós szám, hogy

|f(z)| ≤ Ar−N

∫

Tn

|(f P )(z + rw)| dσn(w) (91)

teljesül minden f egész függvény, Cn-beli z és r > 0 esetén.
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Bizonýıtás. Tegyük fel először, hogy F egyváltozós egész függvény, és minden
komplex λ esetén

Q(λ) = c

N
∏

i=1

(λ+ ai) , (92)

ahol c, a1, . . . , an tetszőleges komplex számok. Legyen minden komplex λ esetén

Q0(λ) = c

N
∏

i=1

(1 + aiλ) .

Ekkor cF (0) = (FQ0)(0). Mivel |Q0| = |Q| az egységkörön, ezért

|cF (0)| ≤ 1

2π

∫ π

−π

|(FQ)(eiθ)| dθ . (93)

Az adott P polinom feĺırható P = P0 + P1 + · · · + PN alakban, ahol Pj

j-edfokú homogén polinom (j = 0, 1, . . . , N). Értelmezzük A-t a következő
módon:

1

A
=

∫

Tn

|PN | dσn .

Mivel P fokszáma N , ez az integrál pozit́ıv. Ha z a Cn-ből, w pedig a Tn-ből
való, akkor legyen minden komplex λ esetén

F (λ) = f(z + rλw), Q(λ) = P (z + rλw) .

A Q polinom főegyütthatója rNPN (w). Így (93) alapján

rN |PN (w)| |f(z)| ≤ 1

2π

∫ π

−π

|(fP )(z + reiθw)| dθ . (94)

Ha ezt az egyenlőtlenséget σn szerint integráljuk, akkor

|f(z)| ≤ Ar−N · 1

2π

∫ π

−π

dθ

∫

Tn

|(fP )(z + reiθw)| dσn (95)

adódik. Mivel a σn mérték invariáns az x 7→ eiθ változótranszformációval szem-
ben, ezért a belső integrál független θ-tól, amiből az álĺıtást kapjuk.

4.1.1 Tétel. Legyen P egy n változós komplex polinom, v pedig egy kompakt
tartójú disztribúció Rn-en. A

P (D)u = v (96)

differenciálegyenletnek akkor és csak akkor létezik kompakt tartójú u megoldása,
ha van olyan g egész függvény Cn-en, hogy

P g = v̂ . (97)

Ha ez a feltétel teljesül, akkor (96)-nak pontosan egy kompakt tartójú megoldása
létezik, s annak tartója része a v tartója konvex burkának.
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Bizonýıtás. Ha (96)-nak van kompakt tartójú u megoldása, akkor világos, hogy
fennáll (97) a g = û választással.

Megford́ıtva, tegyük fel, hogy teljesül (97) valamely g egész függvénnyel.
Legyen r > 0 olyan, hogy v tartója Br-ben van (ld. a 3.7 szakaszt). A 4.1.1
Lemma alapján (97)-ből az következik, hogy

|g(z)| ≤ A

∫

Tn

|v̂(z + w)| dσn(w) (98)

teljesül, hacsak z a Cn eleme. A 3.7.2 Paley–Wiener–tétel (77) álĺıtása szerint
van olyanN nem negat́ıv egész és γ valós szám, hogy minden Cn-beli z, w esetén
fennáll

|v̂(z + w)| ≤ γ(1 + ‖z + w‖)N er‖Im (z+w)‖ . (99)

Továbbá, vannak olyan c1, c2 valós számok, melyekre minden Cn-beli z és Tn-
beli w esetén teljesül

1 + ‖z + w‖ ≤ c1(1 + ‖z‖) (100)

és
‖Im (z + w)‖ ≤ c2 + ‖Im z‖ . (101)

Ezekből az egyenlőtlenségekből adódóan minden Cn-beli z mellett fennáll

|g(z)| ≤ B(1 + ‖z‖)N er‖Im z‖ , (102)

ahol B egy újabb állandó, amely γ, A, N , c1, c2 és r értékétől függhet. A (102)
egyenlőtlenség, és a 3.7.2 Paley–Wiener–tétel (78) álĺıtása szerint van olyan Br-
beli tartójú u disztribúció, hogy g = û. Így (97) azt jelenti, hogy P û = v̂, ami
egyenértékű (96)-tal.

Az u egyértelműsége nyilvánvaló, hiszen a P û = v̂ egyenlőséget legfeljebb
egy û egész függvény teljeśıtheti.

Az előző okfejtés alapján az u disztribúció Su tartója minden olyan origó
középpontú zárt gömbben benne van, amely tartalmazza a v disztribúció Sv

tartóját. Mivel (96) alapján minden Rn-beli x-re fennáll

P (D)(τxu) = τxv ,

ezért ugyanez igaz az x + Su és x + Sv halmazokra is. Következésképpen Su

benne van az összes olyan, tetszőleges középpontú zárt gömbök metszetében,
melyek tartalmazzák Sv-t. Mivel az összes ilyen gömbök metszete az Sv konvex
burka, ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

4.1.2 Tétel. (Malgrange–Ehrenpreis) Legyen N pozit́ıv egész, P pedig egy N -
edfokú n változós komplex polinom. Ekkor a P (D) differenciáloperátornak van
olyan E fundamentális megoldása, melyre fennáll

|E(ψ)| ≤ Ar−N

∫

Tn

dσn(w)

∫

Rn

|ψ̂(t+ rw)| dmn(t) (103)

valamely A valós számmal, minden ψ tesztfüggvény és minden r > 0 esetén.
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Bizonýıtás. Rögźıtsünk egy r > 0 számot és legyen

‖ψ‖ =

∫

Tn

dσn(w)

∫

Rn

|ψ̂(t+ rw)| dmn(t) (104)

minden ψ tesztfüggvény esetén. Először azt mutatjuk meg, hogy

lim
j→∞

‖ψj‖ = 0 , (105)

ha ψj → 0 a D(Rn)-ben. Ha t az Rn-ből, w pedig a Cn-ből van, akkor érvényes

ψ̂(t+ w) = (e−wψ)̂ (t). Ezért

‖ψ‖ =

∫

Tn

dσn(w)

∫

Rn

|(e−wψ)̂ | dmn (106)

teljesül minden ψ tesztfüggvény esetén. Ha ψj → 0 a D(Rn)-ben, akkor az összes
ψj tartója benne van valamely K kompakt halmazban. Az erw függvények
Tn-beli w esetén egyenletesen korlátosak K-n. A 2.4.1 Leibniz–formulából
következik, hogy minden α multi-index esetén fennáll

‖Dα(e−rwψj)‖∞ ≤ C(K,α)max
β≤α

‖Dβψj‖∞ . (107)

Az (107) jobboldala 0-hoz tart minden α multi-index esetén. Így, ha adott ε > 0,
akkor van olyan j0, hogy

‖(I − ∆)n(e−rwψj)‖2 < ε , (108)

ha j > j0 és w a Tn eleme, I az identikus operátor, ∆ pedig a Laplace–operátor
(ld. a 2.5.1 szakaszt):

∆ = ∂2
1 + ∂2

2 + · · · + ∂2
n = −(D2

1 +D2
2 + · · · +D2

n) .

A 3.4.1 Plancherel–tétel alapján (108) azt jelenti, hogy

∫

Rn

|(1 + ‖t‖2)n ψ̂j(t+ rw)|2 dmn(t) < ε2 , (109)

amiből a Schwarz–egyenlőtlenség és (104) alapján az következik, hogy fennáll
‖ψj‖ < Cε minden j > j0 mellett, ahol

C2 =

∫

Rn

(1 + ‖t‖2)−2n dmn(t) < +∞ .

Ezzel (105)-öt bebizonýıtottuk.

Tegyük most fel, hogy ϕ olyan tesztfüggvény Rn-en, melyre fennáll

ψ = P (D)ϕ . (110)
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Ekkor ψ̂ = P ϕ̂, továbbá ϕ̂ és ψ̂ egész függvények, ezért ψ meghatározza
ϕ-t. Speciálisan, ϕ(0) a ψ-nek lineáris funkcionálja, mely a P (D) operátor
értékkészletén értelmezve van. A bizonýıtás lényege annak igazolása, hogy ez
a lineáris funkcionál folytonos, tehát van olyan u disztribúció Rn-en, melyre
bármely ϕ tesztfüggvény esetén fennáll

u
(

P (D)ϕ
)

= ϕ(0) , (111)

mert ekkor az E = ǔ disztribúcióra fennáll

(

P (D)E
)

(ϕ) = E
(

P (−D)ϕ
)

= u
(

(P (−D)ϕ)̌
)

=

= u
(

P (D)ϕ̌
)

= ϕ̌(0) = ϕ(0) = δ(ϕ) ,

tehát P (D)E = δ. A 4.1.1 lemmát a Pϕ̂ = ψ̂ függvényre alkalmazva azt kapjuk,
hogy

|ϕ̂(t)| ≤ Ar−N

∫

Tn

|ψ̂(t+ rw)| dσn(w) (112)

érvényes minden Rn-beli t esetén. A 3.3.1 inverziós tétel alapján

ϕ(0) =

∫

Rn

ϕ̂ dmn .

Ezért (112), (104) és (110) alapján

|ϕ(0)| ≤ Ar−N ‖P (D)ϕ‖ (113)

adódik minden ϕ tesztfüggvényre. Legyen Y a D(Rn) térnek az az altere, amely
az összes P (D)ϕ alakú függvényekből áll, ahol ϕ tetszőleges tesztfüggvény.
Ekkor (113) alapján az (5.8.1) Hahn–Banach–tétel azt mutatja, hogy az Y
altéren P (D)ϕ 7→ ϕ(0) módon értelmezett lineáris funkcionál kiterjeszthető a
D(Rn) olyan u lineáris funkcionáljává, mely (111) mellett az

|u(ψ)| ≤ Ar−N‖ψ‖

egyenlőtlenséget is teljeśıti, ha ψ tesztfüggvény. Másrészt, (105) alapján u
folytonos D(Rn)-n, tehát disztribúció. Ezzel a tételt bebizonýıtottuk.

4.2 Közönséges differenciálegyenletek fundamentális meg-

oldásai

Legyen a komplex szám, és jelölje L a d
dx − a közönséges elsőrendű lineáris

differenciáloperátort. Az L operátor fundamentális megoldásainak meghatáro-
zásához a

dF (x)

dx
− aF (x) = δ(x) (114)

közönséges differenciálegyenlet F megoldásait kell meghatározni a D′(R) térben.
Az a = 0 esetben a H Heaviside–függvény

√
2π-szerese megoldás (ld. a 2.3
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szakaszt), s az összes megoldás x 7→
√

2πH(x) + C alakú, ahol C tetszőleges
komplex szám. Ebből adódik, hogy (114) összes megoldása

F (x) = E(x) + Ceax

alakú, ahol E(x) =
√

2πH(x)eax egy fundamentális megoldás. Vegyük észre,
hogy az U : x 7→ eax függvény az

U ′ − aU = 0, U(0) = 1

kezdetiérték-feladat egyértelmű megoldása, és E =
√

2πH U . Ezt az eredményt
könnyű általánośıtani az

L =
dm

dxm
+ am−1

dm−1

dxm−1
+ · · · + a0

közönséges m-edrendű lineáris differenciáloperátorra, ahol a0, a1, . . . , am−1 tet-
szőleges komplex számok. Ennek egy fundamentális megoldása ugyancsak
feĺırható E =

√
2πH U alakban, ahol U az

LU = 0, U (j)(0) = 0 (j = 0, 1, . . . ,m− 2), U (m−1)(0) = 1

kezdetiérték-feladat egyértelmű megoldása. Az összes fundamentális megoldás
ismét F = E + h alakban adható meg, ahol h az Lh = 0 homogén egyenlet
tetszőleges megoldása.

4.3 A Cauchy–Riemann–egyenlet fundamentális megoldá-

sai

Mivel a Cauchy–Riemann–operátor R2-n

∂

∂x
+ i

∂

∂y

(ld. a 2.5.1 szakaszt), ı́gy a fundamentális megoldások meghatározásához a

∂E(x, y)

∂x
+ i

∂E(x, y)

∂y
= δ(x, y)

differenciálegyenletet kell megoldanunk D′(R2)-ben. Rögźıtett R-beli x mellett
az egyenlet mindkét oldalának, mint y függvényének vegyük a Fourier–transz-
formáltját:

∂Ê(x, η)

∂x
− ηÊ(x, η) = δ(x) .

Ez egy elsőrendű közönséges differenciálegyenlet. Az előző pont alapján tehát

Ê(x, η) =
√

2π
(

H(x) + C(η)
)

eηx .



4.3 A Cauchy–Riemann–egyenlet 73

Minket azonban E(x, y) érdekel, nem pedig Ê(x, η). Az inverz Fourier–transz-
formációt viszont csak akkor alkalmazhatjuk, ha Ê(x, η) az η változóban tem-
perált disztribúció. Válasszuk meg C(η)-t úgy, hogy ez teljesüljön. Legyen

C(η) =

{

−1 ha η > 0,

0 ha η ≤ 0 .

Ekkor

Ê(x, η) =

{

−
√

2πH(−x)eηx ha η > 0,√
2πH(x)eηx ha η ≤ 0 .

Az inverz Fourier–transzformációt alkalmazva az η változóban azt kapjuk, hogy

E(x, y) =

∫ 0

−∞
H(x)eη(x+iy) dη −

∫ +∞

0

H(−x)eη(x+iy) dη =

=
1

x+ iy
.

Közvetlen behelyetteśıtéssel is meggyőződhetünk arról, hogy ez a disztribúció
valóban fundamentális megoldása a Cauchy–Riemann–operátornak. Ehhez azt
kell igazolni, hogy bármely D(R2)-beli ϕ tesztfüggvény esetén fennáll

(

∂E

∂x
+ i

∂E

∂y

)

(ϕ) = ϕ(0, 0) ,

azaz a ∂
∂z = 1

2

(

∂
∂x + i ∂

∂y

)

jelöléssel

−E(x, y)

(

∂ϕ

∂x
+ i

∂ϕ

∂y

)

= − 1

π

∫ ∫

R2

∂ϕ

∂z

dx dy

x+ iy
= ϕ(0, 0) .

Ennek igazolásához vezessünk be (r, θ) polárkoordinátákat:

x = r cos θ

y = r sin θ .

A ∂
∂z operátor alakja polárkoordinátákban

1

2
eiθ(ϕ̃r +

i

r
ϕ̃θ)

ahol ϕ̃(r, θ) = ϕ(r cos θ, r sin θ), ı́gy

− 1

π

∫ ∫

R2

∂ϕ

∂z

dx dy

x+ iy
= − 1

π

∫ +∞

0

∫ 2π

0

(ϕ̃r +
i

r
ϕ̃θ) dr dθ

= − 1

π

∫ 2π

0

(
∫ +∞

0

ϕ̃r dr

)

dθ − 1

π

∫ +∞

0

(

i

r

∫ 2π

0

ϕ̃θ dθ

)

dr =

= − 1

π

∫ 2π

0

−ϕ̃(0, 0) dθ = ϕ̃(0, 0) = ϕ(0, 0) .

Ezzel megmutattuk, hogy az adott disztribúció valóban fundamentális megol-
dása a Cauchy–Riemann–operátornak.
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4.4 A hővezetési egyenlet fundamentális megoldásai

Tekintsük R×Rn-ben a hővezetési operátort (ld. a 2.5.1 szakaszt), illetve a

∂

∂t
− ∆x

hővezetési operátorhoz tartozó differenciálegyenletet, ahol ∆x a Laplace–operá-
tor Rn-ben. Így a fundamentális megoldások meghatározásához a

∂E(t, x)

∂t
− ∆xE(t, x) = δ(t, x)

differenciálegyenletet kell megoldanunk D′(R2-ben. Az x változóban hajtsunk
végre Fourier–transzformációt, ekkor

∂Ê(t, ξ)

∂t
+ ‖ξ‖2 Ê(t, ξ) = δ(t)

adódik. Ennek - a t változóban - egy fundamentális megoldása

Ê(t, ξ) =
√

2πH(t) e−t‖ξ‖2

alakú, ami nyilván temperált disztribúció. Az inverz Fourier–transzformációt
alkalmazva t > 0 esetén

E(t, x) =

√
2π

√

(2π)n

∫

Rn

eiξ·x−t‖ξ‖2

dξ =

√
2π

√

(2π)n

( n
∏

j=1

∫

R

e−t(ξj−i
xj

2t
)2dξj

)

e−
‖x‖2

4t

adódik. Az integrálás elvégezhető, ha felhasználjuk, hogy

∫ +∞

−∞
e−tx2

dx =

√

π

t
,

ebből ugyanis

E(t, x) =

√
2π

(
√

2t)n
e−

‖x‖2

4t

adódik ha t > 0, az Rn minden x eleme esetén. Ezért a hővezetési egyenlet egy
fundamentális megoldása a

E(t, x) =

√
2π

(
√

2t)n
H(t) e−

‖x‖2

4t (t 6= 0)

disztribúció. Az összes fundamentális megoldás E + h alakú, ahol h a

∂h

∂t
− ∆x h = 0

homogén hővezetési egyenlet megoldása R × Rn-en.
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4.5 A Schrödinger–egyenlet fundamentális megoldásai

A Schrödinger–operátor R × Rn-ben

1

i

∂

∂t
− ∆x

(ld. a 2.5.1 szakaszt), ı́gy az

1

i

∂E(t, x)

∂t
− ∆xE(t, x) = δ(t, x)

parciális differenciálegyenlet E disztribúció-megoldását kell meghatároznunk.
A fentiekhez hasonló módon, Fourier–transzformációt végrehajtva az x változó-
ban, azt kapjuk, hogy

1

i

∂Ê(t, ξ)

∂t
+ ‖ξ‖2 Ê(t, ξ) = δ(t) ,

ahonnan
Ê(t, ξ) =

√
2π iH(t) e−it‖ξ‖2

következik. Ez ismét temperált disztribúció, ı́gy az inverz Fourier–transzformá-
ció alkalmazható. Vegyük észre, hogy ha ε→ 0+, akkor az

Êε(t, ξ) =
√

2π iH(t) e−(ε+it)‖ξ‖2

általánośıtott sorozat disztribúció-sorozat disztribúció-értelemben tart Ê-hez,
ı́gy inverz Fourier–transzformáltja tart E-hez. Az Êε inverz Fourier–transzfor-
máltja

Eε(t, x) =

√
2π

√

(2π)n

(
∫

Rn

e−(ε+it)‖ξ‖2

dξ

)

e−
‖x‖2

4(ε+it) .

Ha t > 0 és ε→ 0+, akkor ennek határértéke

lim
ε→0+

Eε(t, x) =

√
2π

√

(2π)n

1√
tn
C e−

‖x‖2

4it ,

ahol

C = Jn =

(
∫ +∞

−∞
e−ix2

dx

)n

,

az úgynevezett Fresnel–féle integrál. A J értékét például a residuum-tétel se-
ǵıtségével lehet kiszámı́tani, amiből az adódik, hogy

J =
√
π e−

iπ
4 ,

és ı́gy a fenti határérték

lim
ε→0+

Eε(t, x) =

√
2π

√

(2t)n
e−in π

4 e−
‖x‖2

4it ,

s végül

E(t, x) = H(t) e−i(n−2) π
4

√
2π

√

(2t)n
e−

‖x‖2

4it .
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4.6 A hullámegyenlet fundamentális megoldásai

A hullám–operátor R × Rn-ben

∂2

∂t2
− ∆x

(ld. a 2.5.1 szakaszt), ı́gy a

∂2E(t, x)

∂t2
− ∆xE(t, x) = δ(t, x)

parciális differenciálegyenlet E disztribúció-megoldását kell meghatároznunk. A
fentiekhez hasonló módon, Fourier–transzformációt végrehajtva az x változóban
azt kapjuk, hogy

∂2Ê(t, ξ)

∂2t
+ ‖ξ‖2 Ê(t, ξ) = δ(t) ,

aminek egy t ≥ 0 tartójú fundamentális megoldása

Ê+(t, ξ) =
√

2πH(t)
sin(‖ξ‖ t)

‖ξ‖ .

Hasonlóan, egy t ≤ 0 tartójú fundamentális megoldás

Ê−(t, ξ) = −
√

2πH(−t) sin(‖ξ‖ t)
‖ξ‖ .

Most csak Ê+-szal foglalkozunk. Az inverz Fourier–transzformáció alkalmazá-
sával t > 0 és minden Rn-beli x esetén

E+(t, x)(ϕ) =

√
2π

√

(2π)n

∫

Rn

Ê+(t, ξ)(Φ−1ϕ)(ξ) dξ ,

adódik, ahol Φ a Fourier–transzformációt jelöli, ϕ pedig tetszőleges gyorsan
csökkenő függvény. Az integrálásokat felcserélve

E+(t, x) =

√
2π

√

(2π)n

∫

Rn

eix·ξ Ê+(t, ξ) dξ (115)

adódna, ám ez csak szimbolikus ı́rásmód, hiszen a ξ 7→ Ê+(t, ξ) függvény nem
integrálható. Ennek pontos értelme a következő:

E+(t, x) =

√
2π

√

(2π)n
lim

ε→0+

∫

Rn

eix·ξ−ε‖ξ‖2

Ê+(t, ξ) dξ .

A (115) feĺırható
E+(t, x) = H(t)U(t, x)
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alakban, ahol

U(t, x) =

√
2π

√

(2π)n

∫

Rn

eix·ξ sin ‖ξ‖t
‖ξ‖ dξ ,

ahol az integrált ugyancsak az előbbi értelemben értjük.

Az U disztribúció fontos szerepet játszik a hullámegyenletre vonatkozó
Cauchy–feladat elméletében.

Hasonló vizsgálatok végezhetők el a

∂2

∂t2
− ∆x +m2

úgynevezett Klein–Gordon–operátorral kapcsolatban is, amely fontos szerepet
játszik a kvantummechanikában.

Az n = 2 esetben E+ polárkoordinátákban a következő alakú:

E+(t, r, θ) =

{

1√
2π

(t2 − r2)−
1
2 ha r < t,

0 egyébként .

Az n = 3 esetben E+ gömbi koordinátákban:

E+(t, r, ϕ, θ) =
1

2πr
δ(t− r) .

Az Ê− disztribúció hasonlóan vizsgálható.

4.7 A Laplace–egyenlet fundamentális megoldásai

A Laplace–operátor Rn-ben

∆ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+ · · · + ∂2

∂x2
n

(ld. a 2.5.1 szakaszt), ı́gy a
∆E(x) = δ(x)

parciális differenciálegyenlet E disztribúció-megoldásait kell meghatároznunk.
Itt nem célszerű egy változót kitüntetni és a többi szerint Fourier–transzformáci-
ót végrehajtani, mert ez ellentmond a természetességnek és a Laplace–operátor
szimmetriájának. A Laplace–operátor ugyanis rotációval szemben invariáns,
sőt, invariáns az Rn tér minden ortogonális transzformációjával szemben. Ez
megford́ıtva is igaz: ha egy lineáris transzformációval szemben ∆ invariáns,
akkor a lineáris transzformáció ortogonális, amit Fourier–transzformációval nem
nehéz igazolni. Ezért célszerű a Laplace–egyenlet rotációval szemben invariáns
fundamentális megoldásait megkeresni.
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Először megmutatjuk, hogy rotációval szemben invariáns tesztfüggvényeken
∆ különösen egyszerű alakú. Nevezetesen, ha a ϕ tesztfüggvény csak r = ‖x‖-től
függ, ϕ(x) = f(r), akkor

∆ϕ(x) =
∂2f

∂r2
+
n− 1

r

∂f

∂r
.

Valóban,
∂ϕ

∂xi
= f ′(r)

∂r

∂xi
= f ′(r)

xi

r
,

és
∂2ϕ

∂x2
i

=
1

r
f ′(r) + xi

∂

∂xi

(

1

r
f ′(r)

)

=

=
1

r
f ′(r) + xi

(

1

r
f ′(r)

)′
xi

r
=

1

r
f ′(r) +

x2
i

r2
f ′′(r) − x2

i

r3
f ′(r)

teljesül i = 1, 2, . . . , n esetén, melyeket összegezve

∆ϕ(x) =
(n

r
− 1

r3

n
∑

i=1

x2
i

)

f ′(r) + f ′′(r) =
∂2f

∂r2
+
n− 1

r

∂f

∂r
.

Ennek felhasználásával megadható ∆ egy fundamentális megoldása. Legyen

F (r) =

{

− 1
r ln 1

r ha n = 2,

−
√

(2π)n

2π(n−2)|Sn−1|rn−2 ha n > 2 ,

ahol |Sn−1| az n dimenziós egységgömb felsźıne:

|Sn−1| =
2π

n
2

Γ(n
2 )
.

Itt Γ az Euler–féle gammafüggvény:

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−s sz−1 ds ,

hacsak z komplex szám, és Re z > 0. Ekkor számolással ellenőrizhetjük, hogy
az E(x) = F (r) disztribúció a Laplace–operátor fundamentális megoldása.

A Laplace–operátor egy fundamentális megoldását a következő észrevétel
alapján is meghatározhatjuk. Tegyük fel, hogy n ≥ 3, és legyen

E(t, x) =

√
2π

(
√

2t)n
H(t) e−

‖x‖2

4t t 6= 0

a hővezetési egyenlet fundamentális megoldása. Ez azt jelenti, hogy ha ϕ egy
tesztfüggvény R × Rn-en, akkor

ϕ(0, 0) = 〈∂E
∂t

− ∆xE,ϕ〉 = −〈E, ∂ϕ
∂t

〉 − 〈E,∆xϕ〉 =
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= −
∫

R+×Rn

E(x, t)
∂ϕ

∂t
dm1(t) dmn(x) −

∫

Rn

∫

R+

E(x, t)∆xϕdm1(t) dmn(x) .

Speciálisan, ha ϕ tesztfüggvény Rn-en, akkor ∂ϕ
∂t = 0, s ezért

ϕ(0) = −
∫

Rn

(
∫ +∞

0

E(x, t) dt

)

∆xϕdmn(x) =

= −
∫

Rn

F (x)∆ϕ(x) dmn(x) = −〈∆F, ϕ〉 ,

azaz, az

F (x) =

∫ +∞

0

E(x, t) dm1(t)

disztribúció a −∆ operátor fundamentális megoldása.

4.8 Szoboljev–terek

Legyen s valós szám, s jelölje µs a következő mértéket Rn-en:

dµs(y) = (1 + ‖y‖2)s dmn(y) .

Nyilván µs pozit́ıv mérték, s ha f az L2(µs)-hez tartozik, akkor f temperált
disztribúció, ı́gy f valamely u temperált disztribúció Fourier–transzformáltja.
Mindazon u temperált disztribúciók lineáris terét, melyek Fourier–transzfor-
máltja L2(µs)-hez tartozik, jelölje Hs. A Hs tér az

‖u‖s =

(
∫

Rn

|û|2 dµs

)1/2

normával ellátva L2(µs)-el izometrikusan izomorf Hilbert–tér. A Hs tereket
Szoboljev–tereknek nevezzük. A Plancherel–tétel alapján H0 izometrikusan izo-
morf L2(mn)-el.

Nyilvánvalóan t < s esetén fennáll Hs ⊆ Ht. Ezért az összes Hs terek X
egyeśıtése lineáris tér. A Λ : X → X lineáris operátort t-edrendűnek nevezzük,
ha a Λ bármelyHs-re való leszűḱıtéseHs-nekHs−t-be való folytonos leképezése.

4.8.1 Tétel. (i) Minden kompakt tartójú disztribúció valamely Hs térhez tar-
tozik.

(ii) Ha t valós szám, akkor az az u 7→ v leképezés, melyet minden Rn-beli y
esetén

v̂(y) = (1 + ‖y‖2)t/2 û(y)

értelmez, a Hs-nek Hs−t-re való lineáris izometriája, ezért t-edrendű
operátor, melynek inverze −t-edrendű.

(iii) Ha b az L∞(Rn) eleme, akkor a v̂ = b û módon értelmezett u 7→ v leképezés
0-adrendű operátor.
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(iv) Bármely α multi-index esetén a Dα leképezés |α|-edrendű operátor.

(v) Ha f az S(Rn) eleme, akkor a u 7→ f u leképezés 0-adrendű operátor.

Bizonýıtás. Ha u kompakt tartójú disztribúció Rn-en, akkor a 3.7.2 tétel első
álĺıtása szerint

|û(y)| ≤ C(1 + ‖y‖)N

teljesül minden Rn-beli y mellett valamilyen C,N állandókkal. Ezért bármely
s < −N − n

2 esetén u a Hs térhez tartozik, amiből következik (i). Az (ii) és
(iii) álĺıtások nyilvánvalóak. Mivel minden α multi-index és Rn-beli y esetén
fennáll

|(Dαu)̂ (y)| = ‖yα‖ |û(y)| ≤ (1 + ‖y‖2)|α|/2 |û(y)| ,
ezért érvényes

‖Dαu‖s−|α| ≤ ‖u‖s ,

amiből következik (iv).

Az (v) bizonýıtása az

(1 + ‖x+ y‖2)s ≤ 2|s| (1 + ‖x‖2)s (1 + ‖y‖2)|s| (116)

egyenlőtlenségen múlik, amely fennáll minden Rn-beli x, y és minden R-beli
s esetén. Valóban, az s = 1 eset nyilvánvaló, mı́g az s = −1 esetet úgy
kapjuk, hogy az s = 1 esetben x-et x − y-al, y-t pedig −y-al helyetteśıtjük.
A (116) általános esetét ezután megkapjuk, ha ebben a két esetben mindent
s-edik hatványra emelünk. A (116) alapján

∫

Rn

|h(x− y)|2 dµs(x) ≤ 2|s|(1 + ‖y‖2)|s|
∫

Rn

|h|2 dµs (117)

teljesül minden h mérhető függvényre Rn-en.

Legyen most u a Hs egy eleme, f az S(Rn) egy eleme, valamint t > |s|+ n
2 .

Mivel f̂ az S(Rn)-hez tartozik, ezért ‖f‖t < +∞. Legyen γ = µ|s|−t(R
n) < +∞,

továbbá F = |û| ∗ |f̂ |. A 3.5.5 tétel szerint

|(f u)̂ | = |û ∗ f̂ | ≤ |û| ∗ |f̂ | = F . (118)

A Cauchy–Bunyakovszkij–Schwarz–egyenlőtlenség szerint

|F (x)|2 ≤
∫

Rn

|f̂(y)|2 dµt(y)

∫

Rn

|û(x− y)|2 dµ−t(y)

teljesül minden Rn-beli x-re. Integráljuk ezt az egyenlőtlenséget Rn-en a µs

mérték szerint. A (117) szerint az eredmény

∫

Rn

|F |2 dµs ≤ 2|s| γ ‖f‖2
t ‖u‖2

s . (119)
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Végül (118) és (119) alapján

‖f u‖s ≤ (2|s| γ)1/2 ‖f‖t ‖u‖s ,

amiből következik (v).

Legyen Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza, s pedig egy valós szám.
Akkor mondjuk, hogy a D′(Ω)-beli u disztribúció lokálisan Hs-be tartozik, ha
az Ω bármely x pontjának van olyan Ω-beli ω nýılt környezete és olyan Hs-beli
v disztribúció, hogy u = v az ω környezetben.

4.8.2 Tétel. Legyen Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza, s egy valós szám,
u pedig egy D′(Ω)-beli disztribúció. Ekkor a következő feltételek egyenértékűek:

(i) u lokálisan Hs-hez tartozik,

(ii) ψ u Hs-hez tartozik minden D(Ω)-beli ψ tesztfüggvény esetén.

Továbbá, ha s nem negat́ıv egész, akkor e két feltétellel egyenértékű a
következő:

(iii) Dαu lokálisan L2 az Ω-n minden olyan α multi-index esetén, melyre fenn-
áll |α| ≤ s.

A második feltétel némi magyarázatra szorul, hiszen az u disztribúció csak
olyan tesztfüggvényeken van értelmezve, melyek tartója Ω-ban van. Azonban
ψ u defińıció szerint azt a funkcionált jelenti, amely tetszőleges D(Rn)-beli ϕ
tesztfüggvényhez a

(ψ u)(ϕ) = u(ψϕ)

számot rendeli, s itt már ψϕ D(Ω)-hoz tartozik, tehát u(ψϕ) értelmes.

Bizonýıtás. Tegyük fel, hogy u lokálisan Hs-hez tartozik, és legyen K valamely
D(Ω)-beli ψ tartója. Mivel K kompakt, létezik véges sok ωi nýılt részhalmaza
Ω-nak úgy, hogy egyeśıtésük lefedi K-t, s ωi-n az u megegyezik valamelyHs-beli
vi disztribúcióval. Az 1.3.1 egységfelbontási tétel szerint vannak olyan D(ωi)-
beli ψi függvények, hogy

∑

i ψi = 1 a K halmazon. Ha ϕ tesztfüggvény Rn-en,
akkor

u(ψϕ) =
∑

i

u(ψiψϕ) =
∑

i

vi(ψiψϕ) ,

mivel ψiψϕ a D(ωi)-hez tartozik. Ezért

ψ u =
∑

i

ψiψvi .

A 4.8.1 tétel (v) álĺıtása alapján ψiψvi a Hs-hez tartozik minden i-re, ezért ψ u
a Hs-hez tartozik, ı́gy (i)-ből következik (ii).

Ha fennáll (ii) , és x az Ω egy eleme, valamint ψ olyan tesztfüggvény Ω-n,
amely 1-el egyenlő az x valamely Ω-beli ω nýılt környezetében, akkor u = ψ u
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az ω-ban, s a feltevés szerint ψ u a Hs-hez tartozik. Tehát (ii)-ből következik
(i).

Tegyük most fel ismét, hogy (ii) érvényes. Ha ψ tesztfüggvény Ω-n, akkor
ψ u a Hs-hez tartozik, ı́gy Dα(ψ u) a Hs−|α|-hoz tartozik, a 4.8.1 tétel (iv)
álĺıtása alapján. Ha |α| ≤ s, akkor

Hs−|α| ⊆ H0 = L2(Rn) ,

ezért Dα(ψ u) az L2(Rn)-hez tartozik. Ha most ψ olyan tesztfüggvény Ω-n,
amely 1-el egyenlő valamely adott Ω-beli x pont egy környezetében, akkor azt
kapjuk, hogy Dαu lokálisan L2 az Ω-n. Ezért (ii)-ből következik (iii).

Végül, tegyük fel, hogyDαu lokálisan L2 az Ω-n minden olyan α multi-index
esetén, melyre |α| ≤ s. Legyen ψ egy tesztfüggvény Ω-n. A Leibniz–formula
alapján Dα(ψ u) az L2(Rn)-hez tartozik, ha |α| ≤ s, ezért az ilyen α-kra

∫

Rn

‖yα‖2 |(ψ u)̂ (y)|2 dmn(y) < +∞ . (120)

Ha s nem negat́ıv egész, akkor (120) érvényes yα helyett az ys
1, y

s
2, . . . , y

s
n

monomokkal. Ugyanúgy, ahogy a 3.6 Szoboljev–lemma bizonýıtásában, azt
kapjuk, hogy

∫

Rn

(1 + |y‖2)s |(ψ u)̂ (y)|2 dmn(y) < +∞ .

Tehát ψ u a Hs-hez tartozik, azaz, (iii)-ből következik (ii), s ezzel a tételt
bebizonýıtottuk.

4.8.3 Tétel. Legyen Ω az Rn tér nem üres, nýılt részhalmaza, s egy valós szám,
továbbá

(i) legyen

L =
∑

α

fαD
α

elliptikus lineáris differenciáloperátor Ω-n, melynek rendje N ≥ 1, fα

együtthatói pedig E(Ω)-beli függvények,

(ii) ha |α| = N , akkor fα állandó,

(iii) a D(Ω)-beli u, v disztribúciókra teljesüljön

Lu = v , (121)

ahol v lokálisan Hs-hez tartozik.

Ekkor u lokálisan Hs+N -hez tartozik.

A tétel (ii) feltétele elhagyható, de seǵıtségével a bizonýıtás lényegesen
egyszerűbb. Először a következő segédtételt igazoljuk.
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4.8.1 Lemma. A 4.8.3 tétel feltételei mellett, ha valamely t ≤ s+N − 1 valós
szám, és valamely D(Ω)-beli ψ, ϕ függvények mellett ψ egyenlő 1-el a ϕ tartóját
tartalmazó valamely nýılt halmazon, továbbá ψ u a Ht-hez tartozik, akkor ϕu a
Ht+1-hez tartozik.

Bizonýıtás. Először azt mutatjuk meg, hogy L(ϕu) a Ht−N+1-hez tartozik.
Tekintsük a következő disztribúciót:

Λ = L(ϕu) − ϕLu = L(ϕu) − ϕv . (122)

Mivel ennek a tartója része a ϕ tartójának, ezért (122)-ben u-t ψ u-ra cserélhet-
jük anélkül, hogy Λ megváltozna:

Λ = L(ϕψ u) − ϕL(ψ u) =
∑

α

fα · [Dα(ϕψ u) − ϕDα(ψ u)] . (123)

Ha Dα(ϕ ·ψ u)-ra alkalmazzuk a Leibniz–formulát, akkor látjuk, hogy (123)-ban
a ψ u N -edrendű deriváltjai kiesnek. Ezért Λ a ψ u disztribúció legfeljebb N−1-
edrendű deriváltjainak D(Rn)-beli együtthatókkal vett lineáris kombinációja.
Mivel ψ u aHt-hez tartozik, a 4.8.1 tétel (iv) és (v) álĺıtásai alapján Λ aHt−N+1-
hez tartozik. A 4.8.2 tétel alapján a ϕv disztribúció a Hs-hez tartozik, s mivel
t−N + 1 ≤ s, ezért ϕv a Ht−N+1-hez tartozik. Végül tehát eredeti álĺıtásunk
(122) következménye.

Mivel L elliptikus, karakterisztikus polinomja, az Rn-beli y esetén

p(y) =
∑

|α|=N

fαy
α

módon értelmezett polinom y 6= 0 esetén nem nulla. Értelmezzük a következő
függvényeket:

q(y) = ‖y‖−Np(y), r(y) = (1 + ‖y‖N)q(y)

hacsak y az Rn nullától különböző eleme, valamint értelmezzük a Q,R, S ope-
rátorokat a Szoboljev–terek egyeśıtésén a következő módon:

(Qw)̂ = qŵ, (Rw)̂ = rŵ, S =
∑

|α|<N

ψ fαD
α .

Mivel p egy N -edfokú homogén polinom, ezért q(λy) = q(y), ha y az Rn eleme,
és λ > 0. Továbbá, p csak az origóban tűnik el, s az Rn egységgömbje kompakt,
ı́gy q és 1/q korlátos függvények. A 4.8.1 tétel (iii) álĺıtásából következik, hogy
Q és Q−1 0-adrendű operátorok.

Mivel az
y 7→ (1 + ‖y‖2)−N/2(1 + ‖y‖N)

függvény és reciproka az Rn-en korlátos függvények, ha az előző paragrafus
álĺıtását a 4.8.1 tétel (ii) és (iii) álĺıtásaival kombináljuk, azt kapjuk, hogy R
egy N -edrendű operátor, R−1 inverze pedig −N -edrendű.
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Mivel ψ fα tesztfüggvény Rn-en, ezért a 4.8.1 tétel (iv) és (v) álĺıtásaiból azt
kapjuk, hogy S egy N − 1-edrendű operátor.

Mivel p = r − q, s p állandó együtthatós, azt kapjuk, hogy

(

∑

|α|=N

fαD
αw

)

ˆ= pŵ = (r − q)ŵ = (Rw −Qw)̂ ,

hacsak w valamely Szoboljev–térhez tartozik. Ezért

(R −Q+ S)(ϕu) = L(ϕu) . (124)

A bizonýıtás elején láttuk, hogy L(ϕu) a Ht−N+1-hez tartozik.

Mivel ψ u a Ht-hez tartozik és ϕψ = ϕ, a 4.8.1 tétel (v) álĺıtása alapján
ϕu = ϕψ u a Ht-hez tartozik. Ebből adódóan (Q − S)(ϕu) a Ht−N+1-hez
tartozik, hiszen Q 0-adrendű, S rendje pedig N − 1 ≥ 0. Ekkor (124) alapján
R(ϕu) a Ht−N+1-hez tartozik, s mivel R−1 rendje −N , ı́gy azt kapjuk, hogy
ϕu a Ht+1-hez tartozik.

Most bebizonýıtjuk a 4.8.3 tételt.

Bizonýıtás. Legyen x az Ω egy pontja, B0 ⊆ egy x középpontú zárt gömb,
továbbá ϕ0 egy olyan tesztfüggvény Ω-n, amely egy B0-t tartalmazó nýılt hal-
mazon 1-el egyenlő. A 4.8.1 tétel (i) álĺıtása miatt ϕ0 u beletartozik Ht-be
valamely valós t esetén. Mivel Ht bővül, ha t csökken, ezért feltehetjük, hogy
t = s+N − k, ahol k pozit́ıv egész szám. Válasszunk olyan

B0 ⊃ B1 ⊃ · · · ⊃ Bk

zárt gömböket, melyek középpontja x, hogy mindegyik valódi részhalmaza az
előzőnek. Válasszunk továbbá olyan ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk tesztfüggvényeket Ω-n, hogy
ϕi egyenlő 1-el valamely Bi-t tartalmazó nýılt halmazon, és egyenlő 0-val Bi−1-
en ḱıvül. Mivel ϕ0 u a Ht-hez tartozik, a 4.8.1 alapján az következik, hogy ϕi u
a Ht+i-hez tartozik i = 1, 2, . . . , k esetén. Ezért u lokálisan Hs+N -hez tartozik,
hiszen t+ k = s+N , és ϕk egyenlő 1-el a Bk halmazon.

Az alábbi következmény alapvető jelentőségű.

4.8.4 Tétel. Ha L teljeśıti a 4.8.3 tétel (i) és (ii) feltételeit, továbbá v az E(Ω)-
hoz tartozik, akkor a (121) egyenlet minden u megoldása E(Ω)-hoz tartozik.
Speciálisan, az Lu = 0 homogén egyenlet minden megoldása E(Ω)-hoz tartozik.

Bizonýıtás. Ha v a E(Ω)-hoz tartozik, akkor ψ v a D(Rn)-hez tartozik minden
Ω-n értelmezett tesztfüggvény esetén, s ezért v minden valós s esetén lokálisan
Hs-hez tartozik. A tétel szerint tehát u minden valós s esetén lokálisan Hs-hez
tartozik, s a 4.8.2 tétel, valamint a 3.6 Szoboljev–lemma alapján u E(Ω)-hoz
tartozik.
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4.8.1 Példa. Tegyük fel, hogy L egy elliptikus állandó együtthatós lineáris
differenciáloperátor Rn-en, és E az L egy fundamentális megoldása. Az ori-
gó komplementerén az LE = δ egyenlet az LE = 0 egyenletet jelenti. Ezért
a 4.8.3 tétel szerint az origó komplementerén E végtelen sokszor differenciál-
ható függvény. Ugyanakkor az E szingularitásának jellege természtesen az L
operátortól függ.

4.8.2 Példa. Korábban láttuk, hogy a Cauchy–Riemann–operátor az R2

bármely nem üres Ω nýılt halmazán elliptikus. Ez azt jelenti, hogy ha u egy
D′(Ω)-beli disztribúció-megoldása a

(

∂

∂x1
+ i

∂

∂x2

)

u = 0

Cauchy–Riemann–egyenletnek, akkor a 4.8.3 tétel alapján u végtelen sokszor
differenciálható függvény Ω-n. Következésképpen u a z = x1 + ix2 változó
holomorf függvénye Ω-n. Másszóval, minden holomorf disztribúció holomorf
függvény.
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5 FÜGGELÉK

5.1 Halmazelméleti alapok

A halmazelmélet alapfogalmai: a halmaz és a halmazhoz elemként való tar-
tozás, röviden a halmaz eleme fogalmak. A ”halmaz” szó szinonimájaként (a
st́ılus élénḱıtése érdekében) szokás a ”rendszer”, ”halmazrendszer”, ”család”, s
hasonló kifejezéseket használni. Ha X és Y halmazok, akkor azt a tényt, hogy az
Y halmaz az X halmazt elemként tartalmazza, vagyis X az Y -nak eleme, amint
az szokásos, X ∈ Y jelöli. Ennek tagadása: X /∈ Y . A halmazalgebra alapjaival
kapcsolatos fogalmakat és jelöléseket, ı́gy a halmazok egyenlőségének fogalmát, a
részhalmaz, a valódi részhalmaz s az üres halmaz fogalmait a szokásos értelemben
használjuk. A halmazalgebrával kapcsolatban általánosan használt fogalmakat
és műveleteket (egyeśıtés, metszetképzés, különbségképzés, komplementer, disz-
junkt halmazok), s a megfelelő jelöléseket ugyancsak a megszokott módon alkal-
mazzuk. Az X és Y halmaz különbségét X\Y , az X komplementerét pedig Xc

módon jelöljük. A párhalmaz, valamint a rendezett pár jelölése a szokott módon
történik: adott X,Y halmazok esetén az előbbit {X,Y }, az utóbbit (X,Y ) fogja
jelölni. Az X és Y halmazok elemeiből (ebben a sorrendben) képezhető összes
rendezett párok halmazát, az X és Y halmazok Descartes-szorzatát a szokásos
módon, X × Y -nal jelöljük.

Az X halmaz összes részhalmazainak halmazát az X halmaz hatványhalma-
zának nevezzük, szokásos jelölése 2X , vagy P(X).

Az X halmaz egy részhalmazának lefedése alatt az X részhalmazainak egy
olyan rendszerét értjük, melyek egyeśıtése tartalmazza az adott részhalmazt.

Az X és Y halmazok közötti relációkkal, függvényekkel, ezek értelmezési tar-
tományával, értékkészletével kapcsolatos fogalmakat (kép, őskép, inverz, kom-
poźıció, stb.), s az ezekre vonatkozó legegyszerűbb összefüggéseket a szokott
módon és értelemben használjuk. Ugyancsak feltételezzük az ekvivalencia re-
láció, a parciális rendezési reláció és a rendezési reláció fogalmának, valamint
az ezekkel kapcsolatos legfontosabb tudnivalóknak (faktorhalmaz, osztályozás,
stb.) az ismeretét. Ha egy halmazon adott egy ekvivalenciareláció, akkor azt
a leképezést, amely a halmaz minden pontjához a pontot tartalmazó osztályt
rendeli, a halmaznak az adott ekvivalenciareláció szerint vett faktorhalmazára
való természetes leképezésének nevezzük.

Egy féligrendezett halmazt iránýıtott halmaznak nevezünk, ha benne bár-
mely kételemű részhalmaznak van felső korlátja.

Egy féligrendezett halmaz valamely részhalmazának egy elemét a részhalmaz
egy maximális elemének nevezzük, ha nincs a szóban forgó részhalmaznak
olyan eleme, mely az illető elemnél nagyobb. Hasonló módon értelmezzük egy
részhalmaz minimális elemét.
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5.1.1 Tétel. (Zorn–lemma) Ha egy féligrendezett halmazban minden lánc fe-
lülről korlátos, akkor a halmaznak van maximális eleme.

Fel fogjuk tételezni az indexelt halmazrendszerekkel, halmazcsaládokkal,
valamint az ilyenek szorzathalmazával, hatványhalmazával kapcsolatos alapvető
tudnivalók ismeretét, melyek vonatkozásában a szokásos elnevezéseket, jelölése-
ket fogjuk használni.

Ugyancsak feltételezzük a halmazok számosságával, a véges, illetve végtelen
számosságokkal, valamint a megszámlálható számossággal, a kontinuum számos-
sággal kapcsolatos legfontosabb ismereteket.

Feltételezzük, hogy az olvasó rendelkezik az következő számhalmazokra
vonatkozó alapvető halmazelméleti, algebrai és topológiai ismeretekkel: a
természetes számok halmaza: N = {0, 1, 2, . . .}, az egész számok halmaza: Z, a
racionális számok halmaza: Q, a valós számok halmaza: R, s a komplex számok
halmaza: C. Feltételezzük továbbá a valós és komplex anaĺızis alapjainak is-
meretét.

Legyen Γ iránýıtott halmaz. A Γ-nak egy halmazba való f leképezését
általánośıtott sorozatnak nevezzük. Ilyenkor az f(ν) elemet az általánośıtott
sorozat ν-edik tagjának nevezzük, s fν-vel jelöljük. Tehát az általánośıtott
sorozat egy iránýıtott indexhalmazon értelmezett indexelt halmazrendszer. En-
nek megfelelően az általánośıtott sorozatot (fν)ν∈Γ módon jelöljük. Ha az
általánośıtott sorozatnak, mint leképezésnek az értékkészlete egy rögźıtett
halmaz hatványhalmazának valamely részhalmaza, és ezt a tény ki akarjuk
hangsúlyozni, akkor az általánośıtott sorozatot általánośıtott halmazsorozatnak
nevezzük.

A (gν)ν∈Γ2 általánośıtott sorozatot az (fν)ν∈Γ1 általánośıtott sorozat általá-
nośıtott részsorozatának nevezzük, ha van olyan Γ2-t Γ1-be képező ϕ leképezés,
melynél minden Γ2-beli µ esetén gµ = fϕ(µ) teljesül, és bármely Γ1-beli ν-höz
van olyan Γ2-beli µ, hogy ϕ(µ) ≥ ν.

Ha Γ a természetes számok halmaza, mely természetes módon, a szokásos
≤ rendezéssel iránýıtott, akkor általánośıtott sorozat helyett röviden soroza-
tot mondunk, melynek általánośıtott részsorozatait röviden részsorozatoknak
h́ıvjuk.

5.2 Topologikus terek

Az X halmaz egy topológiáján az X részhalmazainak egy olyan halmazát
értjük, amely bármely két hozzátartozó halmaz metszetét, és hozzátartozó hal-
mazok bármely halmazának az egyeśıtési halmazát, továbbá az X halmazt és
az üres halmazt is tartalmazza. Az X-et egy topológiával ellátva topologikus
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térnek nevezzük. A topológiához elemként tartozó halmazokat nýılt halma-
zoknak, komplementereiket zárt halmazoknak nevezzük. Az X topologikus tér
egy Y részhalmazának lezártján az Y -t tartalmazó összes zárt halmazok met-
szetét értjük, az Y részhalmaz belsejének pedig az Y összes nýılt részhalmaza-
inak egyeśıtését nevezzük. Amint az könnyen látható, egy topologikus térben
bármely részhalmaz lezártja zárt halmaz, belseje nýılt halmaz. Továbbá, egy
részhalmaz pontosan akkor zárt, ha egyenlő lezártjával, s pontosan akkor nýılt,
ha egyenlő belsejével.

Mint könnyen látható, az X halmazon adott topológiák bármely nem üres
halmazának metszete is topológia X-en. Ennek alapján az X részhalmazainak
tetszőleges rendszere esetén van értelme az ezen halmazrendszert tartalmazó
összes topológiák metszetéről, mint az adott rendszer által generált topológiáról
beszélni. Ilyen esetben az eredeti halmazrendszert az általa generált topológia
egy szubbázisának nevezzük. Tehát ahhoz, hogy egy topológiának egy hal-
mazrendszer szubbázisa legyen szükséges és elegendő, hogy minden nem üres,
nýılt halmaz előálljon a halmazrendszer halmazaiból képzett véges metszetek
egyśıtéseként. Ha minden nýılt halmaz egy adott halmazrendszerből vett halma-
zok egyeśıtéseként áll elő, akkor a szóban forgó halmazrendszert a topológia egy
bázisának nevezzük. Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér megszámlálható
bázisú, ha létezik megszámlálható számosságú bázisa.

Egy topologikus tér részhalmazának belső pontja alatt belsejének tetszőleges
pontját értjük, mı́g külső pontja alatt komplementerének tetszőleges belső
pontját. Egy topologikus tér részhalmazának egy pont határpontja, ha a pont
a halmaznak sem nem belső, sem nem külső pontja. Egy topologikus tér
részhalmaza a tér egy pontjának környezete, ha az illető pont a szóban forgó
részhalmaznak belső pontja. Egy topologikus tér egy pontjának környezeteiből
álló halmazrendszert a pont egy környezetbázisának nevezzük, ha a pont bármely
környezete tartalmazza a szóban forgó halmazrendszer valamely elemét. Nyil-
vánvaló, hogy topologikus térben minden pontnak van nýılt környezetekből álló
környezetbázisa. Az is világos, hogy egy topologikus tér x pontja esetén az
x bármely U(x) környezetbázisának minden eleme tartalmazza az x pontot, s
bármely két U(x)-beli halmaz metszete tartalmaz U(x)-beli halmazt. Ezek a tu-
lajdonságok valójában jellemzik a környezetbázist a következő értelemben: Ha
egy X halmaz minden x pontjához adott az X részhalmazainak egy U(x) rend-
szere úgy, hogy minden X-beli x esetén az U(x) bármely eleme tartalmazza az x
pontot, és bármely két U(x)-beli halmaz metszete tartalmaz U(x)-beli halmazt,
akkor az X-nek pontosan egy olyan topológiája létezik, melynél bármely x pont
esetén U(x) az x környezetbázisa.

Az X topologikus tér Y részhalmazának X nýılt részhalmazaival való met-
szetei Y egy topológiáját alkotják (mint könnyen látható), amellyel Y -t ellátva
Y -t az X egy alterének nevezzük.

Egy halmaz két topológiája közül az elsőt a másodiknál gyengébbnek mond-
juk, ha az elsőben nýılt halmazok nýıltak a másodikban is. Ebben az esetben
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a második topológiát az elsőnél erősebbnek mondjuk. Az X halmaz részhal-
mazainak egy halmazához X-nek van egy olyan leggyengébb topológiája, hogy
abban az adott halmazok nýıltak (amint az könnyen látható, azt az adott halma-
zok véges tagszámú metszeteiből képzett halmazok egyeśıtési halmazai alkotják
az üres halmazzal együtt); ezt az adott halmazok által generált topológiának
nevezzük.

Akkor mondjuk, hogy az X topologikus térnek az Y topologikus térbe való
leképezése folytonos, ha Y minden nýılt halmazának az inverz képe nýılt. Az
X-nek Y -ba való leképezése nýılt, ha X minden nýılt halmazának a képe nýılt.
Az X topologikus térnek az Y topologikus térbe való leképezése zárt, ha X
minden zárt halmazának a képe zárt. Az X-nek Y -ra való olyan kölcsönösen
egyértelmű, folytonos leképezését, amelynek az inverze is folytonos, homeomorf
leképezésnek nevezzük. Akkor mondjuk, hogy X homeomorf Y -nal, ha X-nek
van homeomorf leképezése Y -ra.

Az X topologikus térnek az Y topologikus térbe való f leképezése az X
tér x0 pontjában folytonos, ha az f(x0) pont bármely környezetének f -nél vett
inverz képe az x0-nak környezete. Világos, hogy az X topologikus térnek az Y
topologikus térbe való f leképezése akkor és csak akkor folytonos, ha az X tér
minden pontjában folytonos. Az is könnyen látható, hogy ha az X topologikus
térnek az Y topologikus térbe való f leképezése azX tér x0 pontjában folytonos,
s az Y topologikus térnek a Z topologikus térbe való g leképezése az Y tér f(x0)
pontjában folytonos, akkor az X topologikus térnek a Z topologikus térbe való
g ◦ f összetett leképezése az X tér x0 pontjában folytonos.

Ha a Γ halmaz minden ν eleme esetén fν az Y halmaznak az Xν topologikus
térbe való leképezése , akkor Y -nak van olyan leggyengébb topológiája, hogy
azzal Y -t ellátva minden fν folytonos (mint könnyen látható, ezt az Xν-k nýılt
halmazainak az fν-knél vett inverz képei generálják); ezt a topológiát az fν

függvényrendszer által indukált topológiának mondjuk.

A Γ halmaz minden ν eleméhez adott Xν topologikus terek Y szorzathal-
mazát Y -nak az Xν-kre való projekciói által indukált topológiával (vagyis azzal,
amelyet az Xν-k nýılt halmazainak inverz képei generálnak) ellátva, Y -t az Xν

terek szorzatának nevezzük. Könnyen látható, hogy ha Bν az Xν topológiájának
egy bázisa minden Γ-beli ν esetén, akkor a szorzattér topológiájának egy bázisát
alkotják a

∏

ν∈ΓBν alakú halmazok, ahol Bν a Bν eleme, és véges sok ν
kivételével Bν = Xν .

Az X topologikus tér R ekvivalencia relációja (illetve P part́ıciója) esetén az
X/R faktorhalmaznak (illetve az X/P faktorhalmaznak) azok az A részhalma-
zai, melyeknek a természetes leképezésnél vett inverz képeik X-ben nýılt halma-
zok, a faktorhalmazon egy topológiát adnak (mint könnyen látható), melyet az
X/R faktorhalmaz (illetve azX/P faktorhalmaz) faktortopológiájának nevezzük.
Mint könnyen látható, a faktortopológiára nézve az X-nekX/R-re (illetve X/P-
re) való természetes leképezése folytonos.
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Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér Haussdorff–tér, ha bármely két
eleméhez van két, az egyiket, illetve a másikat tartalmazó, diszjunkt nýılt hal-
maz. Mint könnyen látható, Haussdorff–terek szorzata Haussdorff–tér.

Legyen (xν)ν∈Γ általánośıtott sorozat az X topologikus térben. Az X tér
x pontját az (xν)ν∈Γ általánośıtott sorozat határértékének nevezzük, ha az x
bármely U környezete esetén van olyan Γ-beli ν0, hogy ha ν ≥ ν0, akkor xν az
U környezethez tartozik. Ekkor azt mondjuk, hogy az (xν)ν∈Γ általánośıtott
sorozat konvergens, és az x ponthoz konvergál. Könnyen látható, hogy ha X
Haussdorff–tér, akkor benne bármely általánośıtott sorozatnak legfeljebb egy
határértéke létezik, melyet ekkor limν xν módon jelölünk. Az is könnyen iga-
zolható, hogy egy topologikus tér általánośıtott sorozatának határértéke ha-
tárértéke minden általánośıtott részsorozatának is. Az általánośıtott soroza-
tok alkalmasak a topológia teljes léırására, ugyanis bármely topologikus tér egy
részhalmazának lezártja mindazon pontokból áll, melyek valamely, a részhalmaz
elemeiből képzett általánośıtott sorozat határértékei.

Az általánośıtott sorozatok jól felhasználhatók a függvények folytonossági
tulajdonságainak vizsgálatakor is, ugyanis nem nehéz igazolni, hogy az X
topologikus térnek az Y topologikus térbe való f leképezése akkor és csak
akkor folytonos az X tér x0 pontjában, ha bármely olyan X-beli (xν)ν∈Γ

általánośıtott sorozat esetén, melynek x0 határértéke, az (f(xν))ν∈Γ általánośı-
tott sorozat f(x0)-hoz konvergál. Ez a klasszikus anaĺızisből jól ismert ”átviteli
elv” megfelelője.

Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér kompakt, ha nýılt halmazokból álló
minden lefedéséből kiválasztható véges lefedés. Egy topologikus tér valamely
részhalmaza akkor kompakt, ha mint altér kompakt. Akkor mondjuk, hogy
egy halmaz valamely részhalmazainak a rendszere centrált, ha közülük bármely
véges számúnak a metszete nem üres. A nýılt halmazok komplementereire való
áttéréssel látható, hogy egy topologikus tér akkor és csak akkor kompakt, ha
centrált halmazt alkotó zárt halmazok metszete sohasem üres. Topologikus tér
egy részhalmazát relat́ıv kompaktnak nevezzük, ha lezártja kompakt. Könnyen
látható, hogy kompakt tér minden folytonos képe és minden zárt altere kom-
pakt, valamint Haussdorff–tér minden kompakt altere zárt halmaz. Alapvető
fontosságú Tyihonov következő tétele.

5.2.1 Tétel. (Tyihonov) Kompakt topologikus terek bármely halmazának szor-
zattere kompakt.

Egy topologikus teret lokálisan kompaktnak nevezünk, ha minden pontjának
van zárt, kompakt környezete. Egy topologikus teret σ-kompaktnak nevezünk,
ha megszámlálható sok kompakt halmaz egyeśıtése.

Topologikus tér egy részhalmazát sűrűnek, vagy mindenütt sűrűnek nevez-
zük, ha lezártja az egész topologikus tér. A részhalmazt egy másik részhalmaz-
ban sűrűnek mondjuk, ha benne, mint topologikus altérben sűrű. Topologikus
tér egy részhalmazát sehol sem sűrűnek nevezzük, ha lezártjának nincs belső
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pontja. Megszámlálható sok sehol sem sűrű halmaz egyeśıtését első kategóri-
ájú halmaznak nevezzük. Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér valamely
részhalmaza második kategóriájú, ha komplementere első kategóriájú.

Egy topologikus teret szeparábilisnek nevezünk, ha van megszámlálható sűrű
részhalmaza.

5.3 Metrikus terek

Ha az X halmaz minden x és y elemével képzett rendezett párhoz hozzá
van rendelve egy d(x, y) valós szám, amit x és y távolságának nevezünk úgy,
hogy bármely X-beli x, y, z elemek esetén d(x, y) nem negat́ıv, és akkor és csak
akkor 0, ha x = y, továbbá d(x, y) = d(y, x) és d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) tel-
jesül, akkor azt mondjuk, hogy X ezzel a távolsággal metrikus tér. Az utóbbi
egyenlőtlenséget háromszög-egyenlőtlenségnek nevezzük, a d függvényt pedig
távolságfüggvénynek, vagy metrikának. Minden r > 0 esetén az X metrikus
tér egy pontjának r sugarú nýılt gömbje, illetve r sugarú zárt gömbje alatt az
X tér azon pontjainak halmazát értjük, amelyeknek a szóban forgó ponttól való
távolsága kisebb, mint r, illetve kisebb, vagy egyenlő, mint r. Az illető pontot
a gömb középpontjának nevezzük. Az X halmazon az összes nýılt gömbök által
generált topológiát az X természetes topológiájának, vagy a d metrika által in-
dukált topológiának nevezzük. Könnyen látható, hogy ez megegyezik az összes
zárt gömbök által generált topológiával. Egy metrikus térben tehát minden
topologikus fogalom szabadon használható, melyeket (ha mást nem mondunk)
mindig a metrika által indukált topológiára vonatkoztatunk. Egy topologikus
teret metrizálhatónak nevezünk, ha topológiája metrika által indukálható. Nyil-
ván minden metrizálható topologikus tér Haussdorff–tér.

Az X metrikus tér bármely Y részhalmaza ugyancsak metrikus tér, ha két
pontjának távolsága alatt ugyanazt értjük, mint azX térben. Ezzel a metrikával
Y -t az X metrikus tér alterének nevezzük. Könnyű látni, hogy ekkor az Y
metrikus tér metrika által indukált topológiája megegyezik az Y -nak, mint az
X topologikus tér alterének topológiájával.

Könnyen látható, hogy metrikus térben az összes nýılt gömbök a topológia
egy bázisát alkotják, továbbá bármely pontnak környezetbázisát alkotják az
illető pont, mint középpont körüli nýılt (zárt) gömbök.

Metrikus terekben a függvények folytonosságának léırásához nincs szükség
általánośıtott sorozatokra, a közönséges sorozatok is elegendőnek bizonyulnak,
ugyanis az X metrikus térnek az Y metrikus térbe való f leképezése akkor és
csak akkor folytonos az X tér x0 pontjában, ha bármely X-beli, x0-hoz kon-
vergáló (xn)n∈N sorozat esetén az (f(xn))n∈N sorozat az f(x0)-hoz konvergál.

Metrikus tér egy részhalmazát korlátosnak nevezzük, ha részhalmaza vala-
mely nýılt gömbnek. Világos, hogy egy nem üres részhalmaz akkor és csak
akkor korlátos, ha átmérője véges. Akkor mondjuk, hogy egy metrikus térben
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egy sorozat korlátos, ha értékkészlete korlátos. Az is világos, hogy metrikus
térben minden konvergens sorozat korlátos.

Az X metrikus tér (xn)n∈N sorozatát Cauchy–sorozatnak nevezzük, ha
bármely ε > 0 esetén van olyan N , hogy n,m > N esetén d(xn, xm) < ε.
Könnyen látható, hogy metrikus térben minden konvergens sorozat Cauchy–
sorozat, és minden Cauchy–sorozat korlátos, valamint, ha egy Cauchy–sorozat-
nak van konvergens részsorozata, akkor konvergens. Egy metrikus teret teljesnek
nevezünk, ha benne minden Cauchy–sorozat konvergens. Mint könnyen látható,
teljes metrikus tér egy altere akkor és csak akkor teljes, ha zárt.

Az X metrikus teret az Y metrikus térbe képező leképezést izometrikus le-
képezésnek, vagy izometriának nevezünk, ha X bármely két pontjának távolsága
megegyezik képeik távolságával. Nyilván minden izometria kölcsönösen egyér-
telmű. Az X metrikus teret az Y metrikus térrel izometrikusnak nevezzük, ha
van X-nek Y -ra való izometrikus leképezése. Ekkor nyilván Y is izometrikus
X-szel, ı́gy azt mondhatjuk, hogy X és Y izometrikusak egymással. Könnyen
látható, hogy minden izometria folytonos és nýılt, ı́gy egymással izometrikus
metrikus terek, mint topologikus terek hoemeomorfak.

Az X metrikus teret önmagába képező F leképezést kontraháló leképezésnek,
vagykontrakciónak nevezzük, ha van olyan 0 ≤ q < 1 szám, hogy minden X-
beli x, y esetén d

(

F (x), F (y)
)

≤ qd(x, y) teljesül. Kontraháló leképezésekkel
kapcsolatban alapvető eredmény Banach tétele.

5.3.1 Tétel. (Banach–féle fixponttétel) Teljes metrikus tér kontraháló leképe-
zésének egyértelműen létezik fixpontja.

Ugyancsak alapvető fontosságú az az eredmény, mely szerint teljes metrikus
térben megszámlálható sok sűrű nýılt halmaz metszete sűrű. Ennek azonnali
következménye a Baire–féle kategóriatétel.

5.3.2 Tétel. (Baire) Teljes metrikus tér második kategóriájú.

A tétel alapján, ha egy teljes metrikus tér megszámlálható sok zárt halmaz
egyeśıtése, akkor azok valamelyike tartalmaz gömböt.

Egy metrikus térben egy részhalmazt szekvenciálisan kompaktnak nevezünk,
ha a részhalmaz pontjaiból álló bármely sorozatnak van olyan konvergens rész-
sorozata, melynek határértéke is a részhalmazhoz tartozik. Egy részhalmazt re-
lat́ıv szekvenciálisan kompaktnak mondunk, ha lezártja szekvenciálisan kompakt.
Egy részhalmazt teljesen korlátosnak nevezünk, ha bármely ε > 0 esetén van ε
sugarú nýılt gömbökből álló véges lefedése. Egy ilyen lefedés esetén a gömbök
középpontjainak halmazát ε-hálónak nevezzük. Világos, hogy minden teljesen
korlátos halmaz korlátos. Kiderül, hogy metrikus tér egy részhalmazának kom-
paktsága és szekvenciális kompaktsága egyenértékű feltételek, s ezek még azzal
is egyenértékűek, hogy a részhalmaz teljesen korlátos és mint altér teljes. Ebből
könnyen adódik, hogy metrikus tér egy részhalmaza akkor és csak akkor re-
lat́ıv kompakt, ha relat́ıv szekvenciálisan kompakt, valamint F. Haussdorff két
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nevezetes eredménye is, melyek szerint teljes metrikus tér egy részhalmaza ak-
kor és csak akkor kompakt, ha zárt és teljesen korlátos, valamint teljes metrikus
tér egy részhalmaza akkor és csak akkor relat́ıv kompakt, ha teljesen korlátos.
Végül könnyű látni, hogy minden kompakt metrikus tér szeparábilis.

5.4 Lineáris terek

A valós, vagy komplex számok halmazának elemeit skalároknak fogjuk
nevezni, ha nem lényeges, hogy valós vagy komplex számokról van szó. Legyen
X Abel–csoport, melynek minden x eleméből és λ skalárból képzett párhoz
hozzá van rendelve egy X-beli λx elem, melyet szorzatuknak nevezünk úgy,
hogy bármely X-beli x, y, z elemek és bármely λ, µ skalárok esetén

λ(x + y) = λx+ λy,

(λ + µ)x = λx+ µx,

(λµ)x = λ(µx),

1 · x = x

teljesül. Ekkor azt mondjuk, hogy X lineáris tér, vagy vektortér. Ha utalni
akarunk arra, hogy a skalárok valós, vagy komplex számok, akkor valós, vagy
komplex lineáris térről beszélünk. Az X Abel–csoportot a lineáris tér addit́ıv
csoportjának nevezzük. Egy lineáris teret nem triviálisnak nevezünk, ha van
nullától különböző eleme.

Ha H az X lineáris tér egy részhalmaza, λ pedig skalár, akkor λH jelöli az
összes H-beli h elemmel képzett λh elemek halmazát.

Az X lineáris tér x1, x2, . . . , xn elemeinek λ1, λ2, . . . , λn (n pozit́ıv egész)
skalárokkal való lineáris kombinációja a λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn elem. Ezt a
lineáris kombinációt nem triviálisnak mondjuk, ha nem minden skalár nulla. Ha
az itt szereplő skalárok nem negat́ıv, valós számok, és összegük 1, akkor konvex
kombinációról beszélünk.

Lineáris tér egy nem üres részhalmazát lineárisan függetlennek nevezzük, ha
a részhalmazból vett bármely véges sok különböző elem nem triviális lineáris
kombinációja sohasem nulla. Ellenkező esetben a részhalmazt lineárisan füg-
gőnek mondjuk. Egy lineáris tér maximális lineárisan független részhalmazát a
lineáris tér egy bázisának nevezzük. A Zorn–lemma alapján következik, hogy
lineáris térben bármely lineárisan független halmaz részhalmaza valamely bá-
zisnak, valamint minden nem triviális lineáris térnek van bázisa.

Lineáris tér egy részhalmazát lineáris altérnek, vagy röviden altérnek
nevezzük, ha nem üres, és bármely két elemének bármely lineáris kombinációját
tartalmazza. Világos, hogy egy altér az egész téren értelmezett műveletek meg-
szoŕıtásaival ellátva maga is lineáris tér. Nyilván alterek metszete altér, ı́gy
tetszőleges, nem üres részhalmaz esetén van értelme a részhalmazt tartalmazó
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összes alterek metszetéről, mint az illető részhalmazt tartalmazó legszűkebb
altérről beszélni, melyet az illető részhalmaz által generált altérnek nevezünk,
vagy az illető részhalmaz lineáris burkának, magát a részhalmazt pedig a szóban
forgó altér generátorrendszerének.

Egy részhalmazt konvexnek nevezünk, ha nem üres, és bármely két elemének
bármely konvex kombinációját tartalmazza. Világos, hogy minden altér konvex
halmaz. Mint könnyen látható, konvex halmazok metszete ugyancsak konvex,
ı́gy tetszőleges, nem üres halmaz esetén van értelme a halmazt tartalmazó összes
konvex halmazok metszetéről, mint az illető halmazt tartalmazó legszűkebb kon-
vex halmazról beszélni, melyet az illető halmaz konvex burkának nevezünk.

Egy lineáris tér H részhalmazát körszerűnek nevezzük, ha bármely λ skalár
esetén |λ| ≤ 1-ből λH ⊆ H következik.

Egy X lineáris tér H részhalmazát elnyelőnek nevezzük, ha az X bármely x
eleme esetén van olyan λ 6= 0 skalár, hogy x a λH-hoz tartozik.

Mint könnyen látható, az X/Y faktorcsoport a λ(x + Y ) = λx + Y össze-
függéssel értelmezett szorzással ellátva lineáris tér. Itt x az X eleme, λ pedig
skalár. Ezt a lineáris teret az X lineáris tér Y altér szerint vett faktorterének
nevezzük.

Ha ϕ és ψ az X lineáris térnek az Y lineáris térbe való lineáris leképezése,
akkor a (ϕ + ψ)(x) = ϕ(x) + ψ(x) és a (λϕ)(x) = λϕ(x) (x ∈ X , λ skalár)
összefüggések egy ϕ + ψ és egy λϕ lineáris leképezést értelmeznek (amint az
könnyen látható), melyet a ϕ és ψ összegének, illetve a ϕ leképezés λ-val való
szorzatának nevezünk. Mint könnyen látható, az X tér Y -ba való összes lineáris
leképezéseinek halmaza ezzel az összeadással és szorzással ellátva lineáris tér,
melyet az X tér Y -ba való lineáris leképezései terének nevezünk. Az X lineáris
térnek X-be való lineáris leképezéseit lineáris operátoroknak nevezzük. Ha
például λ egy skalár, akkor az x 7→ λx képezés nyilván X lineáris operátora.
Ha a az X tetszőleges eleme, akkor az x 7→ x + a leképezést az a-hoz tartozó
eltolásoperátornak nevezzük. Ez nyilván csak a = 0 esetén lineáris.

Az X lineáris térnek a skalárok lineáris terébe való lineáris leképezését
lineáris funkcionálnak nevezzük. Az X lineáris funkcionáljainak lineáris terét az
X konjugáltjának mondjuk, ennek konjugáltját pedig X második konjugáltjának.

Könnyű igazolni, hogy ha ϕ az X lineáris tér Y alterének lineáris funkcio-
nálja, akkor X-nek van olyan lineáris funkcionálja, mely Y -on ϕ-vel egyenlő.

Ha X
′

az X lineáris tér konjugáltja, akkor az X-beli x és X
′

-beli ϕ esetén
F (x)(ϕ) = ϕ(x) összefüggés által értelmezett F leképezés X-et második kon-
jugáltjának egy alterére képezi le lineárisan (mint könnyen látható). Az F
lineáris leképezést azX tér második konjugáltjába való természetes leképezésének
nevezzük. Világos, hogy egy lineáris térnek második konjugáltjába való termé-
szetes leképezése izomorf leképezés.
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Az X lineáris tér konjugáltjának, mint az X-en értelmezett skalárértékű
függvények által alkotott topologikus szorzattér alterének topológiáját gyenge*-
topológiának nevezzük. Fontos tudni, hogy az X lineáris térnek második kon-
jugáltjába való természetes leképezésénél X képét az X gyenge*- topológiával
ellátott konjugáltján folytonos lineáris funkcionálok alkotják.

5.5 Szeminormált terek

Az X valós vagy komplex lineáris téren értelmezett p valós értékű függvényt
szubaddit́ıvnak nevezzük, ha bármely X-beli x, y elemek esetén fennáll

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

A p-t abszolút homogénnek nevezzük, ha bármely X-beli x és λ skalár esetén

p(λx) = |λ|p(x)

teljesül. A p-t szeminormának, vagy félnormának nevezzük, ha szubaddit́ıv és
abszolút homogén. Könnyen látható, hogy bármely p szeminorma nem negat́ıv,
a nullában nulla, továbbá p−1(0) az X tér lineáris altere. Az is nyilvánvaló,
hogy bármely p szeminorma, és bármely X-beli x, y elemek esetén fennáll

|p(x) − p(y)| ≤ p(x− y).

Ha p szeminorma, és x0 a tér tetszőleges pontja, továbbá r > 0 valós szám,
akkor akkor a p(x − x0) < r, illetve p(x − x0) ≤ r tulajdonságú x pontok
halmazát az x0 középpontú, r sugarú nýılt, illetve zárt p-gömbnek nevezzük. Ha
itt x0 = 0 és r = 1, akkor a megfelelő gömböt nýılt, illetve zárt p-egységgömbnek,
vagy az adott szeminorma nýılt, illetve zárt egységgömbjének nevezzük.

Egy lineáris téren értelmezett szeminormák egy halmazát elválasztónak
mondjuk, ha a tér bármely nullától különböző elemén a szóban forgó szemi-
normák valamelyike nullától különböző értéket vesz fel.

Legyen adott az X lineáris téren szeminormák egy P családja. Azt a to-
pológiát X-en, melynek a P-beli összes szeminormákhoz tartozó nýılt göm-
bök szubbázisát alkotják, a P szeminorma-család által indukált topológiának
nevezzük. Ezzel a topológiával X-et a P által indukált szeminormált térnek
nevezzük. Könnyen látható, hogy erre a topológiára nézve a P-beli szeminormák
folytonosak. Azt is könnyű látni, hogy egy szeminormált tér akkor és csak akkor
Haussdorff–féle, ha az indukáló család elválasztó.

5.6 Topologikus vektorterek

Az X halmazt, mely lineáris tér és topologikus tér egyidejűleg úgy, hogy az
(x, y) 7→ x+ y összeadás az X önmagával vett topologikus szorzatán folytonos,
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valamint a skalárral való (λ, x) 7→ λx szorzás a valós, vagy komplex számok topo-
logikus terének az X topologikus térrel képzett topologikus szorzatán folytonos,
lineáris topologikus térnek, vagy topologikus vektortérnek nevezzük. Ha egy
lineáris téren adott egy topológia, mellyel ellátva a tér topologikus vektortér,
akkor a topológiát vektortopológiának nevezzük. Könnyű látni, hogy bármely
szeminormált tér topológiája vektortopológia. Mint könnyen látható, topolo-
gikus vektortérben az eltolásoperátorok mellett bármely λ 6= 0 skalár esetén a
λ-val való x 7→ λx szorzás operátora is homeomorfizmusa X-nek.

Az X topologikus vektortéren értelmezett d metrikát invariánsnak nevezzük,
ha az X bármely x, y, z elemei esetén d(x, y) = d(x+ z, y + z).

Topologikus vektortér egy H részhalmazát korlátosnak nevezzük, ha a
zéruselem bármely U környezete esetén van olyan α > 0 szám, hogy λ > α
esetén H a λU részhalmaza. Könnyű látni, hogy minden véges halmaz korlátos,
és véges sok korlátos halmaz egyeśıtése korlátos. Egy topologikus vektortérre ak-
kor mondjuk, hogy rendelkezik a Heine–Borel–tulajdonsággal, ha benne minden
korlátos, zárt halmaz kompakt. Szeminormált térben egy részhalmaz pontosan
akkor korlátos, ha rajta minden szeminorma korlátos függvény.

Egy topologikus vektorteret lokálisan konvexnek nevezünk, ha Haussdorff–
tér, és a zéruselemnek van konvex halmazokból álló környezetbázisa. Egy to-
pologikus vektorteret lokálisan korlátosnak nevezünk, ha Haussdorff–tér, és a
zéruselemnek van korlátos környezete. Egy topologikus vektorteret F–térnek
nevezünk, ha a topológiája megegyezik egy olyan invariáns metrika által in-
dukált topológiával, melyre nézve a tér teljes metrikus tér. A lokálisan konvex
F -tereket Fréchet–térnek nevezzük.

Egy topologikus vektorteret normálhatónak nevezünk, ha Haussdorff–féle, és
topológiája egyetlen szeminormával indukálható. Normálható topologikus vek-
tortér topológiáját indukáló szeminormát normának nevezzük, s a topologikus
vektorteret egy normával ellátva normált térnek mondjuk.

Legyen p norma az X normált téren. Ekkor inkább az ‖x‖ = p(x) jelölést
használjuk, s az X halmaz x, y elemei esetén d(x, y) = ‖x − y‖ összefüggéssel
értelmezett d függvény invariáns metrika X-en - mint könnyen látható -,
mely által indukált topológia megegyezik X-nek a ‖, ‖ norma által indukált
topológiájával. Ezért minden normálható tér metrizálható, illetve minden nor-
mált tér metrikus tér. A d metrikát a ‖, ‖ norma által indukált metrikának
nevezzük.

Ha egy normált tér, mint metrikus tér teljes, akkor Banach–térnek nevezzük.
Tehát minden Banach–tér Fréchet–tér.

Könnyű látni, hogy topologikus vektortérben bármely lineáris altér lezártja
lineáris altér, bármely korlátos halmaz lezártja korlátos, bármely körszerű hal-
maz lezártja körszerű, bármely konvex halmaz lezártja és belseje konvex, s a
zérus bármely körszerű környezetének belseje körszerű. Az is könnyen látható,
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hogy két tetszőleges részhalmaz lezártjainak összeghalmaza részhalmaza összeg-
halmazuk lezártjának.

Egy topologikus vektortérben minden pontnak van körszerű, nýılt halma-
zokból álló környezetbázisa, és lokálisan konvex topologikus vektortérben min-
den pontnak van körszerű, konvex, nýılt halmazokból álló környezetbázisa. Ha
X egy topologikus vektortér, akkor benne a zérus bármely U környezete, s
bármely (rn)n∈N, a +∞-hez divergáló valós számsorozat esetén

X =

∞
⋃

n=1

rnU

teljesül. Ha U korlátos, akkor bármely (δn)n∈N pozit́ıv tagú nullsorozat esetén
(δnU)n∈N a zérus környezetbázisa. Speciálisan, topologikus vektortérben a zérus
minden környezete elnyelő. Könnyű látni, hogy topologikus vektortérben min-
den kompakt halmaz korlátos.

Topologikus vektorterek közti lineáris leképezés folytonos, ha valamely pont-
ban folytonos. Topologikus vektortéren adott, nem azonosan nulla lineáris funk-
cionál akkor és csak akkor folytonos, ha a következő feltételek valamelyike tel-
jesül:

(i) a funkcionál magja zárt altér;

(ii) a funkcionál magja nem sűrű altér;

(iii) a funkcionál korlátos a zérus valamely környezetén.

Az X topologikus vektortér folytonos lineáris funkcionáljaiból álló teret az
X topologikus vektortér duálisának mondjuk. Ez nyilván altere az X lineáris tér
konjugáltjának. Akkor mondjuk, hogy az X tér duálisa elválasztja X pontjait,
ha az X bármely két különböző pontjához van az X-nek olyan folytonos lineáris
funkcionálja, mely a két pontban különböző értékeket vesz fel.

Legyen X topologikus vektortér, s legyen N az X lineáris tér altere. Tudjuk,
hogy az X/N faktorhalmaz a faktortopológiával topologikus tér, mely egyben
topologikus csoport is. Ugyanakkor az X/N faktorhalmaz lineáris tér, mely
könnyen látható módon, a faktortopológiával ellátva topologikus vektortér, mely
pontosan akkor Haussdorff–féle, ha N zárt altér. Legyen N az X topologikus
vektortér zárt altere. Ha X lokálisan konvex, vagy lokálisan korlátos, vagy
metrizálható, vagy normálható, akkor X/N -is. Ha X F–tér, vagy Fréchet–tér,
vagy Banach–tér, akkor X/N is. Azt is könnyű látni, hogy az X-nek X/N -re
való természetes leképezése folytonos, nýılt, lineáris leképezés.

Haussdorff–féle topologikus vektortér minden lokálisan kompakt altere és
minden n-dimenziós altere zárt. Alapvető fontosságú az a tétel, mely szerint
lokálisan kompakt Haussdorff–féle topologikus vektortér véges dimenziós.

Könnyű látni, hogy minden szeminormált tér lokálisan konvex topologikus
vektortér.
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Az X topologikus vektortérből az Y topologikus vektortérbe képező lineáris
leképezések F családját egyformán folytonosnak nevezzük, ha az Y tér zérusele-
mének bármely V környezetéhez van azX tér zéruselemének olyan U környezete,
hogy bármely F -beli f esetén f(U) ⊆ V . Az X topologikus vektortérből az Y
topologikus vektortérbe képező lineáris leképezések F családját egyenletesen
korlátosnak nevezzük, ha az X tér bármely E korlátos részhalmazához van az Y
térnek olyan F korlátos részhalmaza, hogy bármely F -beli f esetén f(E) ⊆ F .
Alapvető fontosságúak a következő tételek.

5.6.1 Tétel. (Az egyenletes korlátosság tétele) Topologikus vektorteret topologi-
kus vektortérbe képező lineáris leképezések egyformán folytonos családja egyen-
letesen korlátos.

5.6.2 Tétel. (Banach–Steinhaus tétel) Legyen F az X topologikus vektorteret
az Y topologikus vektortérbe képező folytonos lineáris leképezések egy családja.
Ha a korlátos pályájú elemek halmaza X-ben második kategóriájú, akkor minden
elem korlátos pályájú, s az F család egyformán folytonos.

5.6.3 Tétel. Ha F -teret Haussdorff–féle topologikus vektortérbe képező folyto-
nos lineáris leképezések sorozata pontonként konvergens, akkor a határfüggvény
folytonos lineáris leképezés.

5.6.4 Tétel. (A nýılt leképezések tétele) Ha egy F -teret topologikus vektortérbe
képező folytonos lineáris leképezés értékkészlete második kategóriájú, akkor a
leképezés nýılt és értékkészlete F–tér.

5.6.5 Tétel. (A zárt gráf tétel) Legyenek X,Y E-terek, Φ : X → Y pedig egy
lineáris leképezés. Ha a Φ leképezés gráfja, azaz, a

G = {
(

x,Φ(x)
)

: x ∈ X}

halmaz az X × Y szorzattérben zárt, akkor Φ folytonos.

5.7 Integrálás

Legyen X egy halmaz. Az X halmaz részhalmazainak A osztályát σ-algeb-
rának nevezzük, ha tartalmazza az üres halmazt, minden elemével együtt annak
komplementerét, s bármely megszámlálható sok elemének egyeśıtését. Ekkor az
(X,A) párt mérhető térnek nevezzük. Az A σ-algebrához tartozó halmazokat
A-mérhető halmazoknak, vagy röviden mérhető halmazoknak nevezzük. Világos,
hogy az X-en adott σ-algebrák bármely halmazának metszete ugyancsak σ-al-
gebra.

Ha (X,A) egy mérhető tér, H pedig az X egy mérhető részhalmaza, akkor
az A-beli halmazok H-val való metszetei - mint könnyen látható - egy AH σ-
algebrát alkotnak a H halmazon. Ekkor a (H,AH) mérhető teret az (X,A)
mérhető tér egy alterének nevezzük.
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Ha X egy halmaz, H pedig az X részhalmazainak tetszőleges osztálya, akkor
az X H-t tartalmazó összes σ-algebráinak metszete σ-algebra, melyet a H által
generált σ-algebrának nevezünk. Ez a H-t tartalmazó legszűkebb σ-algebra. Ha
X egy topologikus tér, akkor az X nýılt halmazainak osztálya által generált
σ-algebra a Borel–féle σ-algebra, ennek elemeit Borel–halmazoknak nevezzük.

Legyen (X,A) mérhető tér, µ : A → [0+∞] pedig olyan nem azonosan nulla
függvény, melyre µ(∅) = 0, s ha (An)n∈N A-beli páronként diszjunkt sorozata,
akkor

µ
(

∞
⋃

n=0

An

)

=
∞
∑

n=0

µ(An) (125)

teljesül. Ekkor µ-t mértéknek nevezzük az (X,A) mérhető téren. A (125) tulaj-
donság neve: σ-additivitás. Az (X,A, µ) hármast mértéktérnek nevezzük. Ha
az (X,A, µ) mértéktérben az A-beli A halmaz olyan, hogy µ(A) = 0, akkor
A-t µ-nullmértékű halmaznak, vagy röviden nullmértékű halmaznak nevezzük.
Ha (X,A) mérhető tér, melyen µ egy olyan mérték, hogy µ(A) minden A-
beli A halmaz esetén véges, akkor µ-t véges mértéknek nevezzük, az (X,A, µ)
mértékteret pedig véges mértéktérnek. Ha (X,A) mérhető tér, melyen µ egy
olyan mérték, hogy µ(X) = 1, akkor µ-t valósźınűségi mértéknek nevezzük,
az (X,A, µ) mértékteret pedig valósźınűségi mezőnek. Ha (X,A) mérhető tér,
melyen µ egy olyan mérték, hogy X-nek van véges mértékű halmazokkal való
megszámlálható lefedése, akkor µ-t σ-véges mértéknek nevezzük, az (X,A, µ)
mértékteret pedig σ-véges mértéktérnek. Ha az (X,A, µ) mértéktér olyan,
hogy bármely µ-nullmértékű halmaz minden részhalmaza A-hoz tartozik (s
ekkor nyilván ugyancsak µ-nullmértékű), akkor µ-t teljes mértéknek nevezzük,
az (X,A, µ) mértékteret pedig teljes mértéktérnek. Ha X topologikus tér és
B jelöli az X Borel–halmazainak σ-algebráját, akkor az (X,B) mérhető téren
értelmezett mértékeket Borel–mértéknek nevezzük.

Ha X topologikus tér és B jelöli az X Borel–halmazainak σ-algebráját, akkor
az (X,B) mérhető téren értelmezett µ Borel–mértéket regulárisnak nevezzük,
ha minden nýılt halmaz mértéke egyenlő a benne levő kompakt halmazok
mértékeinek szuprémumával, és minden mérhető halmaz mértéke egyenlő az
őt tartalmazó nýılt halmazok mértékeinek infimumával.

Legyen (X,A) mérhető tér, µ : A → C pedig olyan függvény, melyre
µ(∅) = 0, s ha (An)n∈N A-beli páronként diszjunkt sorozata, akkor (125)
teljesül, ahol a jobboldalon álló sor abszolút konvergens. Ekkor µ-t komplex
mértéknek nevezzük az (X,A) mérhető téren. Ha X topologikus tér és B jelöli az
X Borel–halmazainak σ-algebráját, akkor az (X,B) mérhető téren értelmezett
komplex mértékeket komplex Borel–mértéknek nevezzük. Szokás ilyenkor az
(X,A), µ) hármast komplex mértéktérnek nevezni. Ha µ egy komplex mérték
az (X,A) mérhető téren, melyre µ(A) minden A-beli A esetén nem negat́ıv
valós szám, akkor µ-t nem negat́ıv komplex mértéknek nevezzük. Világos, hogy
ekkor µ mérték, és (X,A, µ) véges mértéktér. Ha µ egy komplex mérték az
(X,A) mérhető téren, akkor vannak olyan µ1, µ2, µ3, µ4 nem negat́ıv mértékek
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az (X,A) mérhető téren, hogy

µ = µ1 − µ2 + i(µ3 − µ4) (126)

teljesül.

Ha X topologikus tér és B jelöli az X Borel–halmazainak σ-algebráját, ak-
kor az (X,B) mérhető téren értelmezett komplex Borel–mértéket regulárisnak
nevezzük, ha valamely (126) alakú felbontásában szereplő µ1, µ2, µ3, µ4 mérté-
kek mindegyike reguláris.

Ha X topologikus tér és B jelöli azX Borel–halmazainak σ-algebráját, akkor
az (X,B) mérhető téren értelmezett Borel–mérték, illetve komplex Borel–mérték
tartójának nevezzük mindazon nýılt halmazok egyeśıtésének komplementerét,
melyek mértéke nulla.

Ha (X,A, µ) egy mértéktér, H az X egy mérhető részhalmaza, akkor µ-
nek AH -ra való µH szűḱıtése nyilván mérték a (H,AH) altéren. A (H,AH , µH)
mértékteret az (X,A, µ) mértéktér alterének nevezzük. Az egyszerűség kedvéért
ilyenkor µH helyett is a µ jelölést használjuk.

Ha (X,A) mérhető tér, Y pedig topologikus tér, akkor az f : X → Y függ-
vényt mérhetőnek nevezzük, ha az Y bármely nýılt részhalmazának f -nél vett
inverz képe A-mérhető. Ha X is topologikus tér, akkor az f : X → Y függvényt
Borel–mérhetőnek, vagy Borel–függvénynek nevezzük, ha az Y bármely nýılt
részhalmazának f -nél vett inverz képe Borel–halmaz. Nyilván minden folytonos
függvény Borel–mérhető.

Ha (X,A, µ) mértéktér, Y topologikus tér, A az X mérhető részhalmaza,
melynek komplementere nullmértékű, továbbá f : A → Y mérhető függvény,
akkor azt mondjuk, hogy f majdnem mindenütt van értelmezve. Ilyenkor f -
et tetszőleges módon X-re kiterjesztve, nyilván mérhető függvényt kapunk X-
en. Ha (X,A, µ) mértéktér, Y topologikus tér, f, g : X → Y pedig mérhető
függvények, továbbá az X mindazon x pontjainak halmaza, amelyekre teljesül
az f(x) = g(x) egyenlőtség, nullmértékű, akkor azt mondjuk, hogy f és g majd-
nem mindenütt egyenlők. Ha két függvény majdnem mindenütt egyenlő, akkor
- mint mérhető függvényeket - azonosnak tekithetjük őket. Ennek hátterében
az áll, hogy a ”majdnem mindenütt egyenlőség” ekvivalencia reláció az adott
térbeli értékű összes mérhető függvények halmazán, mely szerinti faktortér
elemei, az ekvivalencia reláció ekvivalenciaosztályai, a mértékelmélet szem-
pontjaiból azonośıthatók az osztályok reprezentánsaival. Hasonló értelemben
beszélünk majdnem mindenütt teljesülő egyenlőtlenségekről, s általában majd-
nem mindenütt teljesülő ”értelmes” tulajdonságokról. Ha (X,A, µ) mértéktér,
Y topologikus tér, (fn)n∈N pedig Y -beli értékű mérhető függvények sorozata
X-en, akkor azt mondjuk, hogy az (fn)n∈N függvénysorozat majdnem min-
denütt konvergens, ha az X mindazon x pontjainak halmaza, amelyekre az
(

fn(x)
)

n∈N
függvénysorozat nem konvergens, nullmértékű. Nem nehéz igazolni,
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hogy ha az (fn)n∈N függvénysorozat majdnem mindenütt konvergens, akkor
határfüggvénye mérhető függvény.

Az (X,A, µ) mértéktéren értelmezett f : X → [−∞,+∞] mérhető függvényt
majdnem mindenütt végesnek nevezzük, ha az X mindazon x pontjai hal-
mazának komplementere, melyekre f(x) véges, nullmértékű. Az (X,A, µ)
mértéktéren értelmezett f : X → C mérhető függvényt lényegében korlátosnak
nevezzük, ha van olyan K valós szám, hogy az X halmaz mindazon x pontjainak
halmaza, amelyekre |f(x)| > K, nullmértékű. Az ilyen tulajdonságú K számok
halmazának infimumát az f függvény lényeges szuprémumának nevezzük, melyet
ess sup |f | jelöl. Könnyű látni, hogy ha f lényegében korlátos mérhető függvény,
akkor van az X-nek olyan A mérhető részhalmaza, amelynek komplementere
nullmértékű, hogy |f(x)| ≤ ess sup |f | teljesül az A minden x pontjában.

Ha (X,A, µ) mértéktér, A1, A2, . . . , An páronként diszjunkt mérhető halma-
zok, c1, c2, . . . , cn pedig különböző valós számok, akkor az

f =

n
∑

i=1

ciχi

módon értelmezett f függvényt egyszerű függvénynek nevezzük. Itt χi az
Ai halmaz karakterisztikus függvényét jelöli (i = 1, 2, . . . , n). Az (X,A, µ)
mértéktéren értelmezett összes egyszerű függvények nyilván lineáris teret alkot-
nak. Nyilván minden egyszerű függvény mérhető. Az f egyszerű függvény
Lebesgue–integráljának, vagy röviden integráljának az

∫

f dµ =

n
∑

i=1

ciµ(Ai)

számot nevezzük. Az f 7→
∫

f dµ leképezés nyilván lineáris funkcionál az összes
egyszerű függvények lineáris terén, melyre véges mértéktér esetén teljesül az

∣

∣

∫

f dµ
∣

∣ ≤ µ(X) · ess sup |f |

egyenlőtlenség.

Legyen (X,A, µ) mértéktér, f : X → [0,+∞] nem negat́ıv mérhető függvény.
Ekkor az

∫

f dµ = sup
{

∫

ϕdµ : 0 ≤ ϕ ≤ f, ϕ egyszerű függvény
}

értéket az f nem negat́ıv mérhető függvény Lebesgue–integráljának, vagy röviden
integráljának nevezzük. Ha ez véges, akkor azt mondjuk, hogy f Lebesgue–
integrálható, vagy röviden integrálható.

Legyen (X,A, µ) mértéktér, f : X → [−∞,+∞] mérhető függvény. Jelölje
f+, illetve f− az f függvény pozit́ıv részét, illetve negat́ıv részét, melyek az

f+(x) = sup {f(x), 0} ,
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illetve
f−(x) = −inf {f(x), 0}

egyenlőségekkel vannak értelmezve az X tetszőleges x pontjában. Világos, hogy
f+ és f− nem negat́ıv mérhető függvények, valamint fennáll f = f+ − f− és
|f | = f+ + f−. Ha az f+ és f− valamelyike integrálható, akkor az

∫

f dµ =

∫

f+ dµ−
∫

f− dµ

értéket az f mérhető függvény Lebesgue–integráljának, vagy röviden integráljá-
nak nevezzük. Ha ez véges, akkor azt mondjuk, hogy f Lebesgue–integrálható,
vagy röviden integrálható. Az (X,A, µ) mértéktéren az összes integrálható
függvények nyilván lineáris teret alkotnak, melyen az f 7→

∫

f dµ leképezés
lineáris funkcionál. Nyilván f pontosan akkor integrálható, ha |f | integrálható.
Szokásos az

∫

X f dµ, illetve
∫

X f(x) dµ(x) jelölések használata is.

Ha (X,A, µ) mértéktér, f : X → C mérhető függvény, akkor f -et in-
tegrálhatónak mondjuk, ha valós része és képzetes része egyaránt integrálható.
Ilyenkor f integrálja alatt az

∫

f dµ =

∫

Re f dµ+ i

∫

Im f dµ

komplex számot értjük.

Ha (X,A, µ) komplex mértéktér, f : X → C mérhető függvény, akkor f -et
integrálhatónak mondjuk, ha f integrálható a µ mérték valamely (126) alakú
felbontásában szereplő µi (i = 1, 2, 3, 4) mértékekre nézve. Könnyű látni, hogy
ez nem függ a felbontástól, amint ilyenkor az

∫

f dµ =

∫

f dµ1 −
∫

f dµ2 + i
(

∫

f dµ3 −
∫

f dµ4

)

módon értelmezett érték sem, melyet az f függvény integráljának nevezünk.

A továbbiakban ”mérték” alatt ”mértéket”, vagy ”komplex mértéket”
értünk, ”mértéktér” alatt pedig ”mértékteret”, vagy ”komplex mértékteret”.

Alapvető fontosságú a következő tétel.

5.7.1 Tétel. (Lebesgue) Legyen X mértéktér, (fn)n∈N az X-en értelmezett
komplex értékű mérhető függvények sorozata, f pedig komplex értékű in-
tegrálható függvény X-en, melyekre

|fn(x)| ≤ f(x)

teljesül majdnem minden X-beli x esetén. Ha az (fn)n∈N függvénysorozat az X-
en majdnem mindenütt konvergens, akkor a (

∫

fn dµ)n∈N sorozat konvergens, és

lim
n→∞

∫

fn dµ =

∫

lim
n→∞

fn dµ .
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A tételben szereplő f függvényt az (fn)n∈N függvénysorozat integrálható
majoránsának nevezzük.

Ha (X,A, µ) mértéktér, és 1 ≤ p < +∞ valós szám, akkor mindazon
f : X → C mérhető függvények halmazát, melyekre az

∫

|f |p dµ

integrál véges, Lp(X,A, µ), vagy röviden Lp(X) jelöli. Ha az egymással majd-
nem mindenütt egyenlő függvényeket azonośıtjuk, akkor az Lp(X) téren az

‖f‖p =

(
∫

|f |p dµ
)1/p

kifejezés normát értelmez. Mindezt a p = +∞ esetre is kiterjeszthetjük, ameny-
nyiben L∞(X) jelöli az X-en lényegében korlátos mérhető függvények hal-
mazát, s ezen |f |∞ az ess sup |f | kifejezést, mely L∞(X)-en ugyancsak norma.
Világos, hogy L1(X) elemei pontosan az integrálható függvények, mı́g L2(X)
elemeit négyzetesen integrálható függvényeknek nevezzük. Érvényes a Hölder–
egyenlőtlenség következő változata is.

5.7.2 Tétel. (Hölder–egyenlőtlenség) Legyen (X,A, µ) mértéktér, 1 ≤ p ≤ +∞,
továbbá f : X → C és g : X → C nem negat́ıv mérhető függvények, ahol
1 < p < +∞ esetén

1

p
+

1

q
= 1 ,

p = 1 esetén q = +∞, és p = +∞ esetén q = 1. Ekkor fennáll

∫

X

f · g dµ ≤
(

∫

X

fp dµ

)1/p

·
(

∫

X

gq dµ

)1/q

.

Ebben a változatban szereplő integrálok tehát nem feltétlenül végesek.

Ha X lokálisan kompakt Haussdorff–tér, µ pedig reguláris Borel–mérték X-
en, melynél a kompakt halmazok mértéke véges, akkor 1 ≤ p < +∞ esetén a
kompakt tartójú folytonos függvények halmaza sűrű Lp(X)-ben.

Legyen (Q,B, µ) mértéktér, X pedig olyan topologikus vektortér, melynek
duálisa elválasztja X pontjait. Legyen továbbá f : Q → X olyan függvény,
melynél Λ ◦ f az X minden Λ korlátos lineáris funkcionálja esetén integrálható.
Ha létezik az X-nek olyan y eleme, hogy

Λ(y) =

∫

Q

Λ ◦ f dµ

teljesül minden Λ korlátos lineáris funkcionál esetén, akkor azt mondjuk, hogy
f integrálható, és integrálja

∫

Q

f dµ = y .
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Világos, hogy a duális tér elválasztó tulajdonsága miatt az integrál egyértelmű.
Alapvető fontosságú a következő tétel.

5.7.3 Tétel. Legyen X topologikus vektortér, melynek duálisa elválasztja az
X pontjait, Q egy kompakt Haussdorff–tér, µ pedig egy valósźınűségi Borel–
mérték Q-n. Ha f : Q→ X olyan folytonos függvény, hogy értékkészlete konvex
burkának lezártja kompakt, akkor f integrálható, és integrálja az f értékkészlete
konvex burkának lezártjához tartozik.

Megjegyezzük, hogy f értékkészlete nyilván kompakt, ı́gy konvex burkának
lezártja biztosan kompakt, haX Fréchet–tér. Az előbbi tétel kiterjeszthető valós
Borel–mértékekre, valamint komplex mértékekre is.

Legyenek (X,A) és (Y,B) mérhető terek, s jelölje A × B az X × Y szor-
zathalmaz A × B alakú részhalmazai által generált σ-algebrát X × Y -on, ahol
A az A, B pedig a B tetszőleges eleme. Az (X × Y,A × B) mérhető teret az
(X,A) és (Y,B) mérhető terek szorzatának nevezzük. Felh́ıvjuk a figyelmet arra,
hogy ebben az összefüggésben A×B nem az A és B halmazok szorzathalmazát
jelenti. Ha (X,A, µ) és (Y,B, ν) σ-véges mértékterek, akkor az (X × Y,A× B)
mérhető téren egyértelműen létezik olyan µ × ν σ-véges mérték, hogy ha A az
A, B pedig a B tetszőleges eleme, akkor

(µ× ν) (A ×B) = µ(A) ν(B)

teljesül. Az (X×Y,A×B, µ×ν) mértékteret az (X,A, µ) és (Y,B, ν) mértékterek
szorzatának nevezzük. Ha f : X × Y → C egy függvény, akkor az X bármely
x eleme esetén az Y halmaz y pontjaiban fx(y) = f(x, y) módon értelmezett
fx : Y → C függvényt az f függvény x által meghatározott metszetének ne-
vezzük. Hasonlóan értelmezzük bármely Y -beli y esetén az f függvény y által
meghatározott metszetét az X halmazon. Alapvető jelentőségű a következő tétel.

5.7.4 Tétel. (Fubini) Legyenek (X,A, µ) és (Y,B, ν) σ-véges mértékterek, h
pedig az (X × Y,A × B, µ × ν) szorzattéren értelmezett integrálható függvény.
Ekkor h majdnem minden metszete integrálható, továbbá fennáll

∫

X×Y

h d(µ× ν) =

∫

X

(

∫

Y

hx dν
)

dµ =

∫

Y

(

∫

X

hy dµ
)

dν .

Érvényes a tétel következő változata is.

5.7.5 Tétel. (Fubini) Legyenek (X,A, µ) és (Y,B, ν) σ-véges mértékterek, h
pedig az (X × Y,A × B, µ × ν) szorzattéren értelmezett nem negat́ıv mérhető
függvény. Ekkor fennáll

∫

X×Y

h d(µ× ν) =

∫

X

(

∫

Y

hx dν
)

dµ =

∫

Y

(

∫

X

hy dµ
)

dν .
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5.8 Normált terek

Ha az X lineáris tér minden X eleméhez adva van egy ‖x‖ nem negat́ıv valós
szám, melyet x normájának nevezünk, úgy, hogy minden X-beli x, y és λ skalár
esetén ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ és ‖λx‖ = |λ‖x‖ teljesül, továbbá ‖x‖ = 0 csak
x = 0 esetén áll fenn, akkor azt mondjuk, hogy X normált tér. Figyelembe
véve az 5.5 és az 5.6 szakaszokban mondottakat, egy normált tér nem más,
mint egyetlen szeminormával indukált Haussdorff–féle szeminormált tér, illetve
topologikus vektortér. Az alábbiakban felsorolásra kerülő elnevezések, fogalmak
tehát a korábban már emĺıtettek speciális esetei.

Az X normált tér x és Y elemeinek távolságán a ‖x− y‖ számot értjük. Az
X-beli x elem ε (ε pozit́ıv valós szám) sugarú környezetén az ‖x−y‖ < ε (y ∈ X)
tulajdonságú y elemek halmazát, az X középpontú, ε sugarú gömbön pedig a
‖x− y‖ ≤ ε (y ∈ X) tulajdonságú y elemek halmazát értjük. A 0 középpontú,
1 sugarú gömböt az X egységgömbjének nevezzük. Az elemek környezetei által
generált topológiát X topológiájának mondjuk.

Az X normált térnek az Y normált térbe való ϕ lineáris leképezését korlátos
lineáris leképezésnek mondjuk, ha van olyan K valós szám, hogy minden X-
beli x elem esetén ‖ϕ(x)‖ ≤ K‖x‖ teljesül. Az X-nek Y -ba való leképezését
izometrikus leképezésnek mondjuk, ha minden X-beli x elem esetén ‖ϕ(x)‖ =
‖x‖ teljesül. Akkor mondjuk, hogy X izometrikusan izomorf Y -nal, ha X-nek
van izometrikus izomorf leképezése Y -ra.

Világos, hogy normált tér normált térbe való való lineáris leképezése akkor
és csak akkor korlátos, ha folytonos.

Ha az X normált térnek, mint lineáris térnek Y altere, akkor az X-en
értelmezett normának Y -ra való megszoŕıtásával Y -t ellátva Y normált tér,
(mint könnyen látható), melyet az X normált tér egy alterének nevezünk. Ha Y
zárt altere X-nek, akkor az X , mint lineáris tér Y szerint vett X ′ faktorterében
egy elem normáján az X hozzátartozó elemei normáinak infimumát értve X ′

normált tér (mint könnyen látható), amelyet az X normált tér Y szerint vett
faktorterének nevezünk. Ez a fogalom a korábban már megismert hasonló foga-
lomnak nyilván speciális esete.

Az Xν (ν ∈ Γ) normált terek, mint lineáris terek szorzatterében azok az
f függvények, amelyeknél a ‖f(ν)‖ (ν ∈ Γ) számok halmaza korlátos, alteret
alkotnak, mely az ‖f‖ = supν∈Γ ‖f(ν)‖ normával ellátva normált tér (mint
könnyen látható), melyet az Xν (ν ∈ Γ) normált terek normált szorzatának
nevezünk.

Az X normált térnek az Y normált térbe való lineáris leképezéseiből álló
lineáris térben a korlátos ϕ lineáris leképezések alteret alkotnak és ez a

‖ϕ‖ = inf
x∈X,x 6=0

‖x‖−1‖ϕ(x)‖
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normával ellátva normált tér (mint könnyen látható), amelyet az X normált tér
Y normált térbe való korlátos lineáris leképezései normált terének nevezünk.

Az X normált tér korlátos lineáris funkcionáljaiból álló tér, az X normált
tér duálisa, ezzel a normával tehát normált tér. Ennek duálisát az X normált
tér második duálisának nevezzük.

Alapvető fontosságú a következő tétel.

5.8.1 Tétel. (Hahn–Banach) Ha ϕ az X normált tér Y alterének korlátos
lineáris funkcionálja, akkor X-nek van olyan korlátos lineáris funkcionálja,
amely ϕ normájával egyenlő normájú, és az Y -on ϕ-vel egyenlő.

Ha X∗ az X normált tér duálisa, akkor az F (x)(ϕ) = ϕ(x) (x ∈ X,ϕ ∈ X∗)
összefüggés által értelmezett F leképezés X-et második duálisának egy al-
terére képezi le lineárisan és ez a leképezés korlátos (mint könnyen látható),
amelyet az X normált tér második duálisába való természetes leképezésének
nevezünk. Egy normált térnek második duálisába való természetes leképezé-
se mindig izometrikus izomorf leképezés.

A következő eredmény alapvető jelentőségű.

5.8.2 Tétel. (Banach–Alaoglu) Az X normált tér duálisának egységgömbje az
X lineáris tér gyenge*-topológiával ellátott duálisában, mint topologikus térben,
kompakt altér.

Akkor mondjuk, hogy az X normált tér elemeinek xn (n természetes szám)
sorozata konvergál az X-beli x elemhez, ha a ‖xn − x‖ számok sorozata 0-
hoz konvergál. Ezt limn→∞ xn = x módon jelöljük. Akkor mondjuk, hogy
az xn sorozat Cauchy–sorozat, ha a ‖xn − xk‖ kettős sorozat (n, k természetes
számok) 0-hoz konvergál. Akkor mondjuk, hogy egy normált tér Banach–tér,
ha elemeinek minden Cauchy–sorozata konvergens.

Akkor mondjuk, hogy az X normált tér xn sorozatának (n természe-
tes szám) elemeiből képzett sor konvergál az X tér x eleméhez, ha az
sn = x1 + x2 + · · · + xn módon képzett sn elemsorozat konvergál x-hez. Ezt
∑∞

n=1 xn = x módon jelöljük. Akkor mondjuk, hogy az xn elemek abszolút kon-
vergens sort alkotnak, ha a ‖xn‖ számok konvergens sort alkotnak. Egy normált
tér akkor és csak akkor Banach–tér, ha elemeinek minden abszolút konvergens
sora konvergens.

Könnyű látni, hogy egy Banach–tér minden zárt altere és a szerinte vett
faktortere Banach–tér, valamint Banach-terek bármely rendszerének normált
szorzata, s egy kompakt tér feletti folytonos függvények normált tere Banach–
tér. Ugyancsak érvényes, hogy normált térnek Banach–térbe való összes korlátos
lineáris leképezéseiből álló normált tér Banach–tér.
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5.9 Hilbert-terek

Ha egy lineáris tér minden x, y eleméhez adva van egy (x, y) skalár úgy, hogy
bármely y rögźıtése mellett (x, y) lineáris funkcionál, (x, y) = (y, x) (λ a λ skalár
komplex konjugáltját jelöli) és (x, x) ≥ 0 teljesül, akkor ezt a függvényt pszeudo-
belsőszorzatnak nevezzük. Ha egy pszeudo-belsőszorzat olyan, hogy (x, x) = 0
csak x = 0-nál teljesül, akkor belső szorzatnak nevezzük. Érvényes a Cauchy–
Bunyakovszkij–Schwarz-egyenlőtlenség, mely szerint egy lineáris téren értelme-
zett pszeudo-belsőszorzattal a tér minden x, y elemére

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y)

teljesül.

Könnyű látni, hogy egy belső szorzattal ellátott lineáris tér bármely x ele-
mének normáján az ‖x‖ = (x, x)

1
2 számot értve a tér normált tér. A norma

ilyen módon csak egy belső szorzatból származik.

Akkor mondjuk, hogy egy X normált tér pre–Hilbert–tér, ha az X lineáris
téren értelmezhető olyan belső szorzat, amellyel ‖x‖ = (x, x)

1
2 (x ∈ X) teljesül.

Ez a belső szorzat egyértelmű, s X elemeinek belső szorzatán ezt értjük. Ha
egy pre–Hilbert–tér Banach–tér, akkor Hilbert–térnek nevezzük. Minden pre–
Hilbert-tér izometrikusan izomorf valamely Hilbert–tér egy alterével.

Akkor mondjuk, hogy az X pre–Hilbert–tér x eleme az X-beli y elemre orto-
gonális, ha (x, y) = 0 teljesül. Akkor mondjuk, hogy azX tér A részhalmaza a B
részhalmazra ortogonális, ha minden A-beli x elem ortogonális minden B-beli y
elemre. Mint könnyen látható, az A-ra ortogonális elemek zárt alteret alkotnak,
amelyet az A ortogonális komplementerének nevezünk. Alapvető fontosságú a
következő tétel.

5.9.1 Tétel. Ha Y az X Hilbert–térnek zárt altere, akkor X az Y -nak és Y
ortogonális komplementerének direkt összege.

Hilbert–terek korlátos lineáris funkcionáljaival kapcsolatban a legfontosabb
eredmény Riesz Frigyes tétele.

5.9.2 Tétel. (Riesz) Az X Hilbert–tér bármely a eleme esetén a ϕ(x) = (x, a)
(x ∈ X) összefüggés X-nek korlátos lineáris funkcionálját értelmezi, s ennek
normája ‖a‖. Az X minden korlátos lineáris funkcionálja egy és csak egy X-
beli a elemből származik ı́gy.

Ebből könnyen adódik a következő eredmény.

5.9.3 Tétel. Egy Hilbert–térnek második duálisába való természetes leképezése
arra való izometrikus izomorf leképezés.


