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4. Masodrendii skalaris differencialegyenletek

Legyen I C R egy nyilt intervallum, p,q, f: I — R. Az explicit mdsodrendd inhomogén linedris
skaldris differencidlegyenlet altalanos alakja:

y' +p@)y +q@)y = f(z), xel (4.1)

A megfelel6 mdasodrendd homogén linedris differencidlegyenlet altalanos alakja

y'+p@)y +al@)y=0, wzel (4.2)

Legyen xy € I egy kezdeti id6pont, és tekintsiik az

y(70) = Yo, y'(z0) = yo (4.3)

kezdeti feltételeket.
Az alabbi tétel szerint a megoldds egzisztenciaja és unicitdasa enyhe feltételek mellett teljesiil.

4.1. Tétel. Legyenek p,q,f: I — R folytonos figguények, xg € I. FEkkor a (4.1) egyenletnek
barmely (4.3) kezdeti feltételhez létezik pontosan egy megolddsa az I intervallumon.

4.1. Masodrendii homogén linearis differencialegyenletek

4.2. Tétel. Legyen yy és yo megolddsa a (4.2) egyenletnek az I intervallumon. Ekkor ciyi+cayo
is megolddsa a (4.2) egyenletnek az I intervallumon minden ci,co € R-re (vagy c1,co € C-re),
azaz a (4.2) egyenlet megolddsainak halmaza linedris tér.

Bizonyitas: Helyettesitsiik be az y(z) = c1yi(x) + coya(x) fliggvényt a (4.2) egyenlet bal
oldaléba:

y'(2) + p(@)y (@) + a(@)y()
= (api(@) + caa(@) + p@) (e () + c292(2)) + (@) (C191(2) + oy ()
= ayl(@) + (@) + p@) (e (o) + caph(a)) + a(@) ey (@) + capp(e)
1 (1 (@) + p@)h (@) + @ (@) + ez (3 (@) + p()yh(@) + a@)ya (o) )
= 0,

hiszen y; és yo is megolddsa a (4.2) egyenletnek. O

4.3. Definicié. Legyen y1,ys: I — R tetszOleges fliggvények. A
W) = | S0 0 | < @ (o) ~ o o)
yi(z) ya(x)
determindnst az y; és yo fliggvények Wronski-determindnsdnak hivjuk.
4.4. Definicié. Legyen y1,y2: I — R tetszlleges fiiggvények. Azt mondjuk, hogy y1 és yo

linedrisan fiiggetlen, ha
ay1(z) + caya(x) =0, zel, (4.4)

akkor és csak akkor, ha c; = co = 0. Az yq és ys fliggvényeket linedrisan dsszefiiggének nevezziik,
ha nem linearisan fliggetlenek.
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4.5. Tétel. Az y1,y2: I — R differencidlhats fligguények linedrisan figgetlenek az I interval-
lumon, ha létezik olyan xo € I, hogy W (y1,y2)(x0) # 0. Ha yy és y2 linedrisan dsszefiiggd az I
intervallumon, akkor W (y1,y2)(zo) = 0 minden x € I-re.

4.6. Definicié. Az yi,y2: I — R fiiggvényeket a (4.2) egyenlet fundamentdlis megolddsdnak
vagy alaprendszerének hivjuk, ha y; és yo megolddsa a (4.2) egyenletnek, és y; és yo linedrisan
fiiggetlenek I-n, azaz W(y1,y2)(x) #0, ha z € I.

4.7. Tétel. Legyen y1 és yo fundamentdlis megolddsa a (4.2) egyenletnek az I intervallumon.
Ekkor bdarmely o,y kezdeti feltételhez létezik olyan c¢1 és ca, hogy c1y1 + caya teljesiti a (4.3)
kezdeti feltételeket.

4.8. Kovetkezmény. A (4.2) egyenlet megolddsainak halmaza kétdimenzids linedris tér.

4.2. Konstans egyiitthatés masodrendii homogén linearis differencialegyen-
letek

Tekintsiik a (4.2) egyenlet konstans egyiitthatés megfelel6jét. Legyen a,b,c € R, a # 0.
ay” + by +cy =0, xz e R. (4.5)

Keressiik a (4.5) megolddsit az y(z) = e alakban, ahol A valés (vagy komplex) konstans.
Ekkor az ¢/ (z) = X és " (x) = A2 képleteket behelyettesitve a (4.5) egyenletbe kapjuk az

arZeM 4 DA 4 e =0
egyenletet, amely pontosan akkor teljestil, ha A megoldasa az
aX> + b\ +c=0 (4.6)

algebrai egyenletnek. A (4.6) egyenletet a (4.5) differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének
nevezzik.
Hérom esetet kiilonboztetiink meg:

1. eset: A (4.6) karakterisztikus egyenletnek két kiilonb6z6 valds gyoke van: \j és Ay, Ekkor
a (4.5) egyenlet dltaldnos megoldasa

Y = c1eMT 4 e, zeR. (4.7)
Ehhez csak azt kell ellenrizni, hogy y1 = eM? és yp = 2% linedrisan fiiggetlen megoldasok.
e)\lx e)\gx

W (y1,y2)(x) — (g — Ap)eitR)T £

= )\16)\190 /\26)\290
mivel A1 # Ao, igy y1 és yo valdban linearisan fliggetlenek.

2. eset: A (4.6) karakterisztikus egyenletnek egy darab (kétszeres) valds gyoke van, A\g. Ez
akkor teljesiil, ha b? — 4ac = 0, és ekkor

A= ——.
0 2a
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Aox Aox

Megmutatjuk, hogy az y; = e megoldason kiviil az yo = xe fliggvény is megolddsa az
egyenletnek. yh = 0% 4+ \gzeMo® és yli = 2X0e % + A2zeto? | {gy ezeket behelyettesitve a (4.5)
egyenletbe kapjuk:

a(200€0% + A3xeM0) 4 b(eMF + \gze0?) + cxe” = (a4 bAg + ¢)ze T + (2a\g + b)e T = 0.

Maésrész 11 és yo linearisan fiiggetlen, mivel

e)\ox $e)\050 2Xox 2Xox
W (y1,y2)(x) = AT M0z 4 \gzeor | (L4 Aoz — Agw)e™ 0" = 0% #£ 0.

Ezért ebben az esetben a (4.5) egyenlet altaldnos megoldasanak képlete:

Aox

y = c1eM% + cywe”, z eR. (4.8)

3. eset: A (4.6) karakterisztikus egyenletnek két komplex gydke van, A\ = a + i és a
konjugaltja, Ay = a — i3. Ekkor természetesen §j;(z) = eM® és §a(z) = e*2* megoldésai a (4.5)
egyenletnek, viszont ezek komplex értéki fliggvények, mivel

g1 (z) = eM® = @0 = 9% (cog B + i sin ),

és hasonldan,

De ekkor az )

y1(r) = 5(@71(@ + ga(z)) = € cos Bz
és az .

ya(z) = 2—Z(ﬂ1($) — go(x)) = " sin Bz

fiiggvények is megoldasai a (4.5) egyenletnek, és ezek mér valds értékii fiiggvények. Megmutat-
juk, hogy w1 és yo linedrisan fiiggetlenek:

e cos Bz e*® sin B
ae*® cos fx — Pe™* sin Bx ae*® sin fx + Be** cos Bx
%% (v cos B sin Bz + 3 cos? Bz — o cos B sin fx 4 Bsin® Bx)
e2o¢xﬂ

# 0,

mivel 5 # 0. Ezért ebben az esetben a (4.5) differencidlegyenlet dltaldnos megolddsanak képlete:

Wy, y2)(x) =

y = c1e*” cos B + coe** sin Oz, x € R. (4.9)

4.9. Példa. Oldjuk meg az
y'+y —6y=0,  y(0)=1, y(0)=2
kezdeti érték feladatot! Az egyenlet karakterisztikus egyenlete:

N+A-—6=0,
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amelynek megolddsa A\; = 3 és Ay = —2. Ezért az egyenlet altalanos megoldésa

y =163 + cpe 7,

A kezdeti feltételek meghatarozzak a c; és cy értékét. Ehhez elGszor tekintsiik a megoldas
derivaltjat: ¢’ = 3c1e3* —2ce™2%. Behelyettesitve a megoldds ill. derivaltjanak képletébe z = 0-
t és haszndlva a megadott kezdeti feltételeket teljesiil a

c1 + Co

1
301 - 262 2

egyenletrendszer, amelyet megoldva kapjuk, hogy ¢; = 4/5 és co = 1/5. Ezért a kezdeti érték
feladat megoldésa

4 1
y = _e3m + _e—2x'

5 5
([l
4.10. Példa. Oldjuk meg a
4" +12' +9y =0, y(0)=-1, ' (0)=0
kezdeti érték feladatot! Az egyenlet karakterisztikus egyenlete:
AN+ 12X +9 =0,
amelynek megolddsa A\g = —3/2 kétszeres gyok. Az egyenlet dltaldnos megolddsa tehét
Yy = cle_%x + 023:6_%1’.
A megoldds derivaltja 3y’ = —%cle_%m + 626_%”0 — %@xe‘gm . A kezdeti feltételeket haszndlva
kapjuk a
C1 = -1
—%Cl + ¢ = 0
egyenletrendszert, és igy ¢c; = —1 és ¢y = —%, azaz a kezdeti érték feladat megoldésa
3 3 3
= —e 27 — — 27T,
Y e 5 7€
O

4.11. Példa. Oldjuk meg az
y' =2y +8y =0, y0)=1, y(0)=-2
kezdeti érték feladatot! Az egyenlet karakterisztikus egyenlete:
N 2\ +8=0,
amelynek megolddsa A\ = 1 +i1/7, tehat az egyenlet altaldnos megolddsa
y = c1€” cos VT + coe” sin V7z.
Szamitsuk ki el6szor y'-t:

Y = c1e® cos VTz — VTei1e sin VTx + coe® sin vV7z + V7eae® cos V7.
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A kezdeti feltételeket hasznélva kapjuk a

C1 = 1
c1 + \/? o = —2
egyenletrendszert, és igy ¢1 = 1 és cp = —%, azaz a kezdeti érték feladat megoldasa

3
= €% cos VTx — ——e” sin V7z.
Y \/7

O
4.3. Masodrendii inhomogén linearis differencialegyenletek
Tekintsiik tjra az
y' +p@)y +al@)y = fx), wel (4.10)
masodrendii inhomogén linearis differencialegyenletet és a hozza tartozé
v+ p(x)y +q(zx)y =0, rel. (4.11)

homogén linearis differencidlegyenletet.
Ahogy elsérendii linedris differencidlegyenleteknél lattuk, most is kénnyen igazolhatdk az
alabbi allitdsok:

4.12. Tétel. Legyen yy és ya a (4.10) inhomogén egyenlet két tetszéleges megolddsa. Ekkor az
y = y1 — Y2 fligguény megolddsa a (4.11) homogén egyenletnek.

4.13. Tétel. Legyen yg a (4.11) homogén egyenlet dltalanos megolddsa, és yrp a (4.11) in-
homogén egyenlet egy partikuldris (régzitett) megolddsa. Ekkor a (4.11) inhomogén egyenlet
altaldnos megolddsanak képlete

Y = Yiu T Yip-

Inhomogén differencidlegyenletek megoldasat két 1épésben kaphatjuk meg: kiszamitjuk a
megfelel6 homogén egyenlet altalanos megoldasat, és az inhomogén egyenlet egy megolddsat
elegend6 megtaldlnunk. Partikuldris megoldds meghatarozdsaval a kovetkezd két szakaszban
foglalkozunk.

4.4. Konstans egyiitthatés masodrendii inhomogén linearis differencialegyen-
letek megoldasa prébafiiggvény maddszerével

4.14. Példa. Oldjuk meg az
y" + 3y — 10y = 4> (4.12)

inhomogén egyenletet! A 4.13. Tétel értelmében elegendd a megfelelé homogén egyenlet dltaldnos
megoldasat és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat megkeresni.
Oldjuk meg elészor az y” + 3y’ — 10y = 0 homogén egyenletet! A karakterisztikus egyenlete
A2 + 3\ — 10 = 0, amelynek gyokei \; = —5 és Ay = 2. Ezért a homogén egyenlet &ltalanos
megoldasa
Yy = c1e 9% 4 e,



4. Masodrendii skalaris differencialegyenletek 55

Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat olyan alakban keressiik, amelyet a (4.12)
egyenlet bal oldaldba behelyettesitve 4e3%-et kapunk. Erre természetes otlet az

Yrp = Ae*

alak. Szamitsuk ki ennek derivaltjait: 3, = 3463 és v, = 9A4e3*. Ezeket behelyettesitve
a (4.12) egyenletbe
9AE* + 94e3 — 1043 = 4Ae™.

Akkor kapunk azonossagot, ha a két oldalon az exponencidlis fiiggvény egyltthatéi megegyeznek,

azaz 8A = 4, tehdt A = 1/2. A (4.12) egyenlet egy lehetséges partikuldris megoldédsa tehat

Yp = %e?’x. Az egyenlet altaldnos megoldésa ezért

1
y=cre " + cpe®” + 563””.

4.15. Példa. Oldjuk meg az
y" 4+ 3y — 10y = —2cos 2z (4.13)

inhomogén egyenletet!
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat keressiik most az

Y;p = Acos2z + Bsin 2z

alakban. Ekkor 3/ = —2Asin2x + 2B cos 2 és y, = —4Acos 2z — 4B sin 2z. Ezeket behelyet-
tesitve a (4.13) egyenletbe kapjuk

—4Acos2r — 4B sin2x — 6Asin 2z + 6B cos 22 — 10A cos 2z — 108 sin 2x = —2 cos 2z,
amit egyszerisitve
(—6A — 14B)sin 2z + (6B — 14A) cos 2x = —2cos 2x.

Ez pontosan akkor lesz azonossag, ha az azonos fliggvények egytitthatoi az egyenlet két oldalan

megegyeznek, azaz
—6A — 14B
—-14A + 6B

Ezt megoldva A = 7/58 és B = —3/58, azaz az egyenlet dltaldnos megoldésa

0
—2

7 3
y = cre” " + c9e®® + 58 cos 2x — T8 sin 2z.

4.16. Példa. Oldjuk meg az
Y+ 3y — 10y =42 —

inhomogén egyenletet!
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldaséat keressiik most az

y,p = Az’ + Bz + C
alakban. Ekkor ¢/, = 2Ax + B és y/, = 2A. Ezeket behelyettesitve az egyenletbe kapjuk

2A + 6Az 4+ 3B — 10A2> — 10Bz — 10C = 42% — x,
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amit atrendezve
—10Az% + (6A — 10B)x + 2A + 3B — 10C = 42° — .

Az egyiitthatokat a két oldalon egyenlévé téve adédik a

—10A = 4
6A — 10B = -1
24 + 3B - 10C = 0

egyenletrendszer, amelyet megoldva A = —2/5, B = —7/50 és C' = —61/500. Ezért az egyenlet

altalanos megoldéasa
2 7 61
4 cpe®® — Za? — —x— ——.

5
5 50" 500

Yy =ce

4.17. Példa. Oldjuk meg az
y" + 3y — 10y = 5e3% sin 2z

inhomogén egyenletet!
Az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasat keressiik most az

y,p = €7 (Acos 2z + Bsin 2z)
alakban. Ekkor
y;P = 3Ae% cos 22 — 2Ae3® sin 2z + 3Be3® sin 2z + 2Be3® cos 2

és
yr, = 5Ae3® cos 2z — 1243 sin 2z + 5Be>® sin 2z + 12Be® cos 2z.

Ezeket behelyettesitve az egyenletbe és a kapott egyenlet két oldalan az azonos fiiggvények
egylitthatéit osszahasonlitva kis szamolas utdn kapjuk

4A + 18B
—-184 + 4B

0
5

Ezt megoldva A = —9/34 és B = 1/17. Az egyenlet altalanos megoldésa tehét

3 3

9 1
y = cre” " + e — ﬁe * cos 2r + ﬁe T sin 2.

4.18. Példa. Oldjuk meg az
y" 43y — 10y = —4e** (4.14)

inhomogén egyenletet!

Az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsat keressiik most is az y,, = Ae*® alakban,
mint a 4.14. Példdban. Ekkor az y/, = 24e* és ¢/, = 4Ae*” derivaltakat visszahelyettesitve
a (4.14) egyenletbe

4Ae* + 6Ae* — 10Ae* = —4e?®,

kovetkezik, ami ellentmondds, azaz nincs ilyen alakd partikuldris megoldasa az egyenletnek. Ezt
elére lehetett volna latni, mivel e?* megoldasa a homogén egyenletnek. Médositani kell tehét
a probafiiggvény alakjat. A kovetkezd probalkozds legyen az y,, = Awze?® fiiggvény, mivel ez
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hasonlit a legjobban az egyenlet jobb oldaldra. Ekkor ¢/, = Ae* + 2Axe® és y! = 4Ae* +
4Axe?® | és ezért visszahelyettesitéskor megjelenik az egyenlet bal oldalan az e?* fiiggvény:

4Ae* + 4Axe®® + 3Ae*® 4 6Axe® — 10Aze® = —4e*",

azaz egyszerusitve,

TA*® = —4e*,
és igy A = —4/7. Az egyenlet dltaldnos megolddsa tehat
4
y=cre "% + cpe* — ?:1762”6.

Az eddigi példak alapjan lathatd, hogy ha az
ay” + by +cy = f(x), reR

egyenlet jobb oldalan szerepld fliggvény specidlis alaki: exponencidlis, polinom vagy trigono-
metrikus fliggvény, akkor a probafiiggvényt az 1. Téblazat szerint valaszthatjuk.

f(z) Yir
ae™” Ae*x® (s =0,1,2)
a cos Bz + bsin fx (Acos fx + Bsin fz)x® (s =0,1,2)

apx" + -+ a1z + ag (Apz™ + -+ Ay + Ag)z® (s =0,1,2)

1. tablazat. Prébafiiggvények

Itt az A, B, A,, ..., Ag konstansok a jobb oldali oszlopban szereplé képletekben ismeretlen
egyiitthatok, és eldszor a képletet az s = 0 kitevével prébaljuk. (A médszert a hatdrozatlan
egylitthatok mdodszerének is nevezik.) A 4.18. Példédban latott eset altaldnositdsaként azt kapjuk,
hogy ha a prébafiiggvényben szerepld fliggvény (vagy annak bizonyos paraméter valasztdssal
kaphaté része) megolddsa a homogén egyenletnek, akkor a prébafiiggvény képletét z-szel beszo-
rozva prébaljuk ki, azaz a tdblazatban az s = 1 valasztassal hasznéljuk a jobb oldali képletet.
Ha még ekkor sem kapunk megoldast, azaz az igy felirt képlet is még megolddsa a homogén
egyenletnek, akkor = helyett x2-tel szorozzuk a képletet, azaz az s = 2 kitevSt valasztjuk a fenti
tablazatban. Belathatd, hogy a tdblazatban szerepl6 esetekben a kapott probafligevény mindig
mikodik, azaz egyértelmiien meghatarozhatok az egyiitthatok.

A 4.17. Példa esetét dltalanositva belathatd, hogy a prébafliggvény mddszere akkor is mi-
kodik, ha f(x) nem a fenti tabldzatban szerepldé exponencidlis, trigonometrikus vagy polinom
fliggvény, hanem barmely két ilyen alaku fiiggvény, vagy akar harom ilyen alaku fiiggvény szor-
zata. Ekkor a prébafiiggvényt valaszthatjuk a jobb oldali oszlopban levé megfelel6 képletek
szorzataként (vigydzva arra, hogy felesleges konstansokat ne vezessiink be a képletbe).

4.19. Tétel (szuperpozicié elve). Legyen y; €s ya megolddsa az

yi +p(@)yy +q(@)y = fi(z), wel,
illetve az
vy + p(2)ys + q(2)y2 = fo(z), xel
egyenleteknek, akkor y(x) = y1(z) + y2(x) megolddsa az
y' +p@)y +aql@)y = filz) + fo(z), wel
egyenletnek.
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Bizonyitas: Az y = y; + y2 behelyettesitéssel kapjuk:

Y @)y +a@)y = (y1+y2)" + @) (v +y2) + q(x) (Y1 + y2)
= Y +p@)yl + q(@)y1 + v5 + p(x)yh + q(z)ys
= fi(2) + fo(a).

4.20. Példa. Oldjuk meg az
y" 4 3y — 10y = 4e3® — 2cos 2z + 42 — x — 4€**

inhomogén egyenletet! Mivel korabbi példakban megoldottuk azokat az inhomogén egyenleteket,
ahol a jobb oldalon kiilon-kiilon allnak a fenti fiiggvények, igy rogton kapjuk a 4.19. Tételt
alkalmazva, hogy az egyenlet altaldnos megoldasa:

1 2 1 4
y=cre " + e + 563:0 + 5_78 cos 2T — % sin 2z — 33:2 - %az - 56.T0 - ?:13629”.

4.5. Masodrendii inhomogén linearis differencidlegyenletek megoldasa kons-
tansok varidlasanak maddszerével

Tekintsiik az
y' +p@)y +qx)y=f(z), =zl (4.15)

inhomogén egyenletet. Tegytik fel, hogy az
y' +p(@)y +a@)y=0,  zel (4.16)

homogén egyenletnek ismert az y,y2 fundamentdlis megoldésa, azaz a homogén egyenlet dlta-
ldnos megoldésa

Y = i (z) + coy2().
Prébaljuk meg a konstansok helyett

Yip = U1 (x)yl(x) + UQ(x)y2(x)

alakban keresni az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat. Ez a konstansok varidldsdnak
a modszere. Ekkor

Yrp = w1 (@)1 (z) + wa ()1 (2) + uh(2)ya(x) + ua(z)ys ().

Ha ezt még egyszer derivaljuk és behelyettesitjiik a (4.15) egyenletbe, akkor a két ismeretlen u; és
uo fliggvényre csak egy egyenletiink van, ami nem hatdrozza meg egyértelmien a fliggvényeket.
Koveteljiik meg azt is, hogy

i (2)y1(z) + uh(x)ye(z) = 0, rel (4.17)
is teljestiljon, ez egyszertisiti a tovabbi szamoléast. Ugyanis ekkor

Yrp = ur(@)y) (z) + ua(2)ys(2),
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és ezért
Yy = u(2)y1(z) + ur(2)y] (2) + uy(@)ys (@) + ua(z)ys (2).

Ezért, behelyettesitve a (4.15) egyenlet bal oldalaba kapjuk, hogy

uy (2)yr(z) + wi ()i () + uy(2)ys(2) + ua(2)ys (2)
+ pla)(ui(2)y; () + uz(2)ys(x)) + g(@) (ur (2)m
ur () (yy (z) + p(@)yi (2) + q(@)y1 () + uz(z)(y2 (2) +p( ) 5(%) + q(z)y2(2))
+ uy (2)y) (z) + us(x)ys ()
= vy (2)y) (2) + uh(z)ys(2).

Ezért a (4.17) egyenlettel egyiitt u; és ugy teljesiti az

ui (2)y1(z) + uy(z)y2(z) = 0 (4.18)
ui()yr(2) +uh(z)s(x) = f(2) (4.19)
egyenletrendszert. Ez u) és u)-re nézve linedris egyenlterendszer, amely mindig megoldhaté I-n,

mivel az egylitthatémétrix determindnsa W (yy,y2)(x) # 0. Ezutén integraldssal megkapjuk ug
és uo képletét.

4.21. Példa. Konnyen ellenérizheto, hogy az
22y +6xy +6y =0, (z>0)

egyenlet altaldnos megoldésa

. C1 C2
Un =@t
Ezt felhasznalva oldjuk meg az

2y 4 6xy’ + 6y = x, (x >0)

egyenletet! A konstansok varidldsanak mddszerét hasznélva keressiik az egyenlet partikuldris

megoldasat az
. (75} u9
b= m V3
alakban, ahol u; és uy ismeretlen fiiggvények. Elészor osszuk el az egyenletet z2-tel, hogy
a (4.15) alakra hozzuk:
y 6, 6 1
Yo+ -y +Sy=—.
x x x
Ekkor a (4.18)-(4.19) egyenletrendszert erre a feladatra felirva kapjuk:

2tm =0
Lot _gup _ 1
a3 x4 x
Ezt végigszdmolva kapjuk, hogy u) = 2% és vy = —23, fgy w1 = [2%dz = 23/3 és uy =

— [ r3dr = —x*/4. Megjegyezziik, hogy itt elhagytuk az integréldsi konstansokat, hiszen egy-
egy konkrét uq és uo-re van csak sziikségiink. Ezért

R T S|
Yir =32 T 8 T 12
tehat az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa

Cl+62+ 1
==+ =4+ —z
4 212"

x> 0.
22
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4.6. Alkalmazasok

Eléz6 félévi analizis tanulméanyok soran — a Laplace-transzformalt alkalmazasaként — lattuk,
hogy egy soros RLC elektromos aramkor egy konstans egylitthatés masodrendii linearis diffe-
rencidlegyenlettel modellezhetd. Ezt a modellt itt most nem irjuk fel tijra, hanem egy mechanikai
alkalmazdst, rugds rendszereket vizsgalunk részletesen. Ez is konstans egyiitthatés masodrendi
linearis differencialegyenletet eredményez, igy ugyanazokat a jelenségeket tapasztalhatjuk, ami-
ket az RLC aramkornél mar lattunk.

4.22. Példa. (rugés rendszer) Tekintsiink egy fliggblegesen felfiiggesztett rugdt (lasd a 4.4.
Abrét), amelyre egy m tomegi testet felfliggesztiink. Ezutdn megnytujtjuk vagy Osszenyomjuk
a rugdt, és bizonyos kezdeti sebességet adva a testnek magara hagyjuk, esetleg a mozgas soran
id6tol fliggd erdvel hatunk tovabb a testre. Szémitsuk ki a test elmozduldséat az id6 fliggvénye-
ként!

4.3. dbra. rugos rendszer

Valasszunk egy fliggdleges koordindtarendszert, amelynél a pozitiv irdny lefele mutat, és ahol
az origd a test nyugalmi helyzeténél van (ldsd a 4.3. Abrét). Legyen [ a rugé megnyujtas el6tti
hossza, L a rugé megnyildsa a test felakasztdsa utdn. Jelolje x(t) a rugé nyugalmi helyzethez
viszonyitott megnyilasat a ¢ idopontban. Newton II. torvényét alkalmazzuk a mozgdsegyenlet
felirdsdhoz: F' = ma. A test gyorsuldsa az elmozdulds idé szerinti méasodik derivéltja: a = z”.
A testre hatd erdk eredéje szamitdasakor négy erdhatast vesziink figyelembe: 1. Az mg sulyerd
mindig lefele, azaz pozitiv irdnyban hat a mozgas sordn. 2. Az F,. rugder6 Hooke-térvénye
szerint ardnyos a rugé megnyulasaval. A rugderé felfele hat, ha a rugdt megnyujtjuk, ha pedig
Osszenyomjuk, akkor lefele hat. Mivel a rugd teljes megnyulasa L + x, ezért tehat a rugderd
képlete F, = —k(L + z), ahol k > 0 az d.n. rugéallandé. 3. Az Fy kozegellenéllasi erd vagy
surlédési eré mindig a mozgas irdnyaval ellentétes irdnyban hat. Egy a legtébb kozegben illetve
nem tul nagy sebességnél megfigyelt kisérleti tapasztalat szerint a kozegellenéllasi erd ardanyos
a sebesség nagysdgaval. Ezért Fy = —va’, ahol v > 0 a surlddési egyiitthat6. 4. A testre haté
egyéb kiilsé erét jelolje f(¢). Ekkor Newton II. térvényébe behelyettesitve kapjuk az

ma” =mg — k(L +x) — vz’ + f(t)

egyenletet. A test rugdhoz illesztése utan a rugderd és a sulyerd kiegyenliti egymdst, azaz
mg = kL. Ezt hasznédlva a mozgasegyenlet atalakithaté az

mz” + 2’ + kx = f(t) (4.20)
alakba. Ez egy konstans egyiitthatés masodrendii linearis differencidlegyenlet. A hozzéarendelt
z(0) = xo, 7'(0) = z, (4.21)

kezdeti feltétel a test kezdeti elmozduldsat és a kezdeti sebességét irja eld.
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4.23. Példa. (harmonikus rezgémozgdas) Tekintsiik most (4.20) specidlis esetét. Tegyiik fel,
hogy a testre haté kozegellenéllds elhanyagolhatd, azaz v = 0, és nincs kiils6 erd, azaz f(t) = 0:

ma” + kx = 0. (4.22)

A karakterisztikus egyenlet
m\2 +k =0,

amelynek megoldédsai \ = +iwg, ahol wy = \/% . A (4.22) altalanos megolddsa tehat
x(t) = ¢1 cos wot + ¢ sin wot.
Fz tetszOleges ¢1 és co-re egy harmonikus rezgémozgést definidl, hiszen dtalakithato az
x(t) = Rcos(wot — )
alakba. Ugyanis
R cos(wot — §) = R(cos wot cos § + sinwpt sind) = ¢1 coswot + ¢o sinwopt

teljesiil, ha
Rcosd =c; and Rsind = co,

R=1/Z+c and tgo= 2
1

wo-t a rezgés sajdt frekvencidjdnak, §-t fazisszognek, R-t pedig a rezgés amplitudojdnak hivjuk.
O

azaz

4.24. Példa. (csillapitott rezgémozgdas) Most feltessziik, hogy nincs kiilsé er6hatds, de van
kozegellenéllas, azaz v > 0:
ma” + vz’ + kx =0 (4.23)

A megfelel6 karakterisztikus egyenlet
mA2 + 4\ +k=0.

Harom esetet kiilonboztetiink meg;:
1. v2 — 4mk > 0 (nagy surlédas esete). Ekkor

/AT V-
A= 2 27 ME 0 and Ay = L VYT —dm
m

<0
2m

két valés karakterisztikus gyok, igy a megoldas

At Aot

x(t) = c1e™" + coe
alakd. Lathaté, hogy z(t) — 0, ha t — co. A rugd ebben az esetben exponencidlis sebességgel a
nyugalmi allapothoz, azaz a 0 elmozduldshoz tart. A 4.4. Abrédn néhany tipikus megoldasgorbe
lathaté ebben az esetben. (Mindhdrom dbrén az x(0) = 1,2/(0) = 1; x(0) = —1,2/(0) = 0 és az
x(0) = 0.5,2/(0) = —0.5 kezdeti feltételekbd] inditott megolddsok gorbéi lathatdk.)
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2. 42 — 4mk = 0 (kritikus surlédas esete). Ekkor A = — 51t kétszeres val6s karakterisztikus
gyok, ezért a megoldas
2(t) = cre” Tt + cote” Tl
Ebben az esetben is a nyugalmi helyzethez tart a test. A 4.5. Abrdn néhdny 2. tipust megoldés-
gorbe lathaté.
3. v — 4mk < 0 (kis surlédas esete). Ekkor két komplex karakterisztikus gydk van,

V4km — 2
Algz—lﬂ:i,u,, ahol u:#,
' 2m 2m
azaz
.
z(t) = e ot <61 cos put + co sin ,ut).
Most is 0-hoz tartanak a megoldasok, de oszcillalva, lasd a 4.6. Abran. O
1.24
1 4 4
081 0.89 08
X(1)0.69 x(t)0.6 x(60:67

047 047
021 021

‘ 4, 6 ) 10 /4 6 8 10
—0.21 -0.27

041 04
061 -06
08 -08

R R

4.4. dbra. 2" +42' +x =0 4.5. dbra. 2" + 42’ +4x =0  4.6. dbra. 2" +22'+ 10z =0

4.25. Példa. (amplitiidé moduldcié) Most azt az esetet vizsgéljuk, amikor nincs kozegelle-
nallds, de periodikus kiils6 er6 hat a testre, konkrétan tekintsik az

ma” + kz = acoswt (4.24)

egyenletet. Legyen wy a rendszer sajatfrekvenciaja, azaz wg = 1/%. Nézziik el6szor azt, amikor
w # wy. Ekkor a hatdrozatlan egyiitthatok médszerét alkalmazva (4.24) partikuldris megolddsat
kereshetjiik az

z,p, = Acoswt + Bsinwt

alakban. Ekkor 2/, = —Awsinwt+Bw coswt és 2’/ = — Aw? cos wt— Bw? sinwt. Behelyettesitve
a (4.24) egyenletbe

(—=mAw? + kA) coswt + (—mBw? + kB) sinwt = a cos wt,

azaz a a
k—mw? (w3 —w?)m o 0

A
Az egyenlet dltaldnos megoldéasa ezért

x(t) = ¢1 cos wot + cg sin wot +
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Ha a mozgdst a nyugalmi helyzetb6l, azaz az x(0) = 0 és 2/(0) = 0 kezdeti feltételekbdl inditjuk,
végigszamolhatjuk, hogy c¢; = —m és co = 0 adddik, igy a megoldas
0

a
<cos wt — cos wot) .
m

= —m

Egyszeri trigonometriai atalakitasokkal ez ekvivalens alakban felirhaté tgy, mint

2a . (wo—w)t . (wo+w)t
x(t) = 2 —Pm sin 5 sin 5 .
Ha w =~ wqg, akkor sin(w(’i;rw)t gyorsan oszcillal a sin Wozwt taghoz képest, igy a megoldas

grafikonjan kettds oszcillacié lathatd: A burkolégorbe, azaz az id6ben valtozd amplitidé egy kis
frekvencidji oszcillaciét, a megoldds maga pedig egy nagy frekvencidju oszcillaciot végez (lasd
a 4.7. Abrét). Elektonikaban ezt a jelenséget amplitidd moduldcionak hivjék. O

[l
PU ﬂﬁf\ L :\/\/\M\[\MM |

2

=
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=t

B —
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=
-]
—_— ]
—— ]
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g

4.7. dbra. z"4+4x = cos2.2t, (0) = 1 = 2/(0) 4.8. dbra. " + 4x = cos2t, x(0) =1 = 2/(0)

4.26. Példa. (kényszerrezgés) Az el6z6 példat arra az esetre folytatjuk, amikor a rendszer
kiils6 frekvencidja (azaz a testre haté periodikus er6 frekvencidja) megegyezik a rendszer belsé
frekvenciajaval, tehat w = wy.

Ebben az esetben az a kiilonbség, hogy az el6z6 példa probafiiggvénye megolddsa a homogén
egyenletnek. Ezért most a prébafiiggvényt az

z,p = t(Acoswpt + Bsinwpt)

alakbdl kaphatjuk meg. Ezt végigszamolva kapjuk, hogy

. a
T = c1 cos wol + ¢ sinwpt +
2mwy

t sin wqt

az altalanos megoldédsa a (4.24) egyenletnek. Ekkor oszcillal, de nem korlatos megoldédsokat
kapunk, lasd a 4.8. Abrat. A gyakorlatban persze ezt a rugé esetében nem tapasztaljuk, hiszen
a rugdé elszakad tul nagy megnytlds esetén, illetve negativ irdnyban nem tudjuk tetsz6legesen
elmozditani a testet. O

4.27. Példa. (csillapitott kényszerrezgés) Tegyiik fel, hogy van kozegellendllds és periodikus
kiils6 er6 hat a testre:

ma” + vy’ + kx = acos wt. (4.25)
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Keressiik a partikularis megoldast tjra az
z,p, = Acoswt + Bsinwt

alakban. Az 2/ = —Awsinwt + Bw coswt és x’I’P = —Aw?coswt — Bw?sinwt derivéltakat
behelyettesitve a (4.25) egyenletbe

(—mAw? + yBw + kA) coswt + (—mBw? — yAw + kB) sinwt = a cos wt,
azaz

—mAw? +yBw+kA = a
—mBw? —yAw+ kB = 0.

wo definicigjabol kovetkezik, hogy k = mwg, ezért az egyenletrendszer atirhaté az

mAwg —w?)+vBw = a
mB(w2 —w?) —yAw = 0

alakban. Ennek megoldédsa

am(wi — w?) and B — ayw

A= .
m(wd — w?)? + y2w? m(wd — w?)? + y2w?

A partikularis megoldas alakja tehat
x,, = Acoswt + Bsinwt = R cos(wt — 0),

ahol

R=A21B?= la and  tg = ——

Vm(@Z — 0?)? + 12w? W'

Tegyiik fel példaul, hogy a 4.27. Példaban vizsgalt 3. eset, azaz kis surlésas esete all fenn. A 4.27.
Példa jelolését hasznalva tehat az egyenlet altalanos megoldésa

z(t) =x,(t) +x,,(t) = e~ zmt(cy cos pt + casin pt) + R cos(wt — 8).

A megoldas két fliggvény Osszegeként all el6. A 4.27. Példaban lattuk, hogy a homogén egyenlet
altalanos megoldasa mindharom esetben 0-hoz tart. A megoldas ezen részét tranziens meg-
olddsnak hivjuk. Nagy t esetén a megoldéds képletében x,(t) elhanyagolhaté lesz, és x(t) ~
x,p(t), azaz minden kezdeti feltételbdl nagy t-re kozel periodikus megoldédst kapunk, ahogy az
a 4.9. Abran lathaté. Azt mondjuk, hogy a megoldas egy periodikus egyensilyi helyzethez tart.

O

4.28. Példa. (ingamozgds) Tekintsiink egy matematikai ingét, azaz egy olyan idealizalt ingét,
ahol egy sulytalannak tekintett L hosszu rud végére egy m tomegi testet erdsitiink (ldsd a 4.10.
Abrét). Ekkor a test egy korpalya mentén mozog.

Jelolje 6 = 0(t) a rud fiiggbleges irdanytél mért elforduldsat radidnban mérve. Egy 0 szogi
elmozdulds kozben a test s = L utat tesz meg a korpdlyan. A test kertileti sebessége v = L6’
és a keriileti gyorsuldsa a = LO”. A keriileti sebesség és a gyorsulds is a mozgas kozben az érintd
irdnyaba mutat. A Newton II. torvényét is tgy irjuk fel, hogy a testre haté erék ereddjének
érintd iranyu komponensét vessziik.

A testre mozgas kozben harom erd hat: mg silyerd, Fy kotélers és Fy surlédasi eré. A sulyerd
fligg6legesen lefele hat, ennek érinté iranytd komponense —mgsin 6, lasd a 4.10. Abrat. A kotélers
és a sulyerd rud irdnyd komponense kiegyenliti egymast. Feltessziik, hogy a testre mozgas kozben
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14

x(t)
0.5

INTYTYTTITIY
RA RRE R R RITRTAIETY

4.9. dbra. a” + 2’ +4x = cos3t, z(0) =1 =

2'(0) 4.10. dbra. matematikai inga

egy sebességgel ardnyos surlddasi erd hat. A sebesség érintd irdnyu, igy a surlédési er6 is érintd
irdnyu lesz, a mozgas iranyaval ellentétes irdnyba mutatva. A szokdsos feltételnek megfeleléen
feltessziik, hogy a nagysdga a keriileti sebességgel ardnyos, azaz Fy = —yL#'. Feltessziik tovabba,
hogy egyéb kiilsé er6 nem hat a testre. A mozgédsegyenlet tehdt

mLO" = —yLO — mgsin @

alakld. Ezt atrendezve kapjuk
g .

0"+ L0+ Lsino =0 1.26
+ - + 7 sin (4.26)
Ez egy méasodrendii nemlinedris egyenlet, hiszen sin § szerepel az egyenletben. Konkrét megol-

dashoz el6 kell irni a
6(0) =6y and 6'(0) = 6

kezdeti feltételeket, amelyek a kezdeti szogelfordulast és szogsebességet adjdk meg.
Ismert, hogy ha 6 ~ 0, akkor sinf ~ 6. Azaz kis szogelforduldsok esetén a (4.26) egyenlet
kozelitheto a
0"+ Lo+ 2o=0 (4.27)
m L

egyenlettel. Ez egy madasodrendii linedris differencidlegyenlet pozitiv konstans egytitthatékkal,
igy a rugémozgas egyenletével azonos. Ezért az ott targyalt tipusi megolddsai vannak, azaz
~v > 0 esetén mindig csillapodé rezgémozgast végez az inga.

Nagyobb szogelfordulds esetén persze a nemlinearis egyenletet kell megoldanunk, amelyre
nincs analitikus megoldasi mddszertink. O



