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5. Fourier-elmélet

5.1. Komplex trigonometrikus Fourier-sorok

Tekintsiik az Ly ([0, 27], C) Hilbert-teret, azaz azoknak a komplex értékii f: [0,27] — C fiiggvé-

nyeknek a halmazat, amelyek mérheték és négyzetesen integralhatok [0, 27]-n, azaz fo% |fI?dm <
oco. Mint azt mar korabban lattuk, a skalaris szorzat definicidéja ezen a téren

2

A tovabbiakban ebben a fejezetben a Lebesgue-integralokat is egyszertien fozﬂ f(t)g(t) dt-vel
jelljiik. |
Tekintsiik a [0, 27] intervallumon definialt ¢ — e komplex értékii fiiggvények rendszerét:

Sdéf{e““: k::O,il,iZ,...} (5.1)

Megmutatjuk, hogy S ortogonalis rendszer Lo([0, 2], C)-ben.

5.1. Allitas. Az (5.1) képlettel definidlt S figguényrendszer ortogondlis rendszer az Ly ([0, 2x], C)
Hilbert-térben.

Bizonyitas: Legyen k # ¢, és tekintsiik kovetkezo skaldris szorzatokat:

. . 271- . e 271- . . 27T .
<ezkt’ ezZt> _ / ikt ilt dt = / ezkteletdt _ / ez(kff)tdt
0 0 0

1 i(k—p)t] 12T 1 i(k—0)2r
= = —1| =0.
i(k —0) [e L:o i(k —0) [e }
Tehat S egy ortogonalis rendszert alkot Ly ([0, 27], C)-ben. O
Szémitsuk ki S elemeinek normait:
) 2r 1/2 2 ) 1/2 2m 1/2
HGZktHQ — /<eikt7eikt> _ (/ ezktezkt dt) — </ ezkte—zkt dt) _ (/ dt) _ /27'(,
0 0 0
(5.2)
ha k € Z. Ezért definidljuk az
aet [ 1 p }
Se ) ikt o —0 41 42, ... 5.3
¥ { 5:3)

fiiggvényrendszert. Ez mér ortonormélt rendszer lesz Ls([0,27], C)-ben, s6t beldthatd, hogy
maximalis is:

5.2. Tétel. Az (5.3) képlettel definidlt Sc halmazrendszer mazimdlis ortonormdlt rendszer az
Ls([0,27],C) Hilbert-térben.

Alkalmazhaté tehat az Sc fiiggvényrendszerre a 4.90. Tétel, azaz példaul az Lo([0,27],C)
tér elemeit az Sc rendszerre vonatkozo Fourier-sorba fejthetjiik, és a Fourier-sor konvergal az
Lo normaban az adott fliggvényhez. A 4.90. Tétel jel6lését hasznélva:

N AR
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Ennek megfeleléen az f € La([0,27], C) komplex trigonometrikus Fourier-sordn az

f(t) ~ Z ettt (5.4)

k=—o00
végtelen sort értjik, ahol a ¢, Fourier-egyutthatok képlete

) 2m .
N &

Azt mondjuk, hogy a t € [0, 27] pontban az f Fourier-sora konvergens, ha az

n
sp(t) = Z cpe*t, n=12,...,

k=—n

szimmetrikus részletosszegek sorozata konvergens, n — oo esetén. Azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény Fourier-sora normdban (vagy négyzetintegrdlban) konvergdl az f fiiggvényhez, ha

21
I — sall2 = / F(t) = su(t)2dt —0,  han — oo
0

Vilagos az eddigiek alapjan, hogy a négyzetintegralban valé konvergencidbdl nem kovetkezik a
pontonkénti konvergencia.

A definiciébodl, a skalaris szorzat linearitdsabdl és a konvergens sorok tulajdonsagaibdl régton
kovetkezik, hogy a Fourier-sor szamitasa linearis miivelet az aldabbi értelemben:
5.3. Allitas. Legyen f1, f2 € Lo(]0,2xn],C), o € C. Ekkor

1. az f1 + fo figguény Fourier-sora az f1 €s fo fiigguények Fourier-sorainak dsszege,

2. az afy fugguény Fourier-sora az fi figgvény Fourier-sordnak a-szorosa.

Az Sc halmazrendszer maximalitasabol és a 4.90. Tételbdl rogton kovetkezik az alabbi
eredmény.

5.4. Tétel. Legyen Sc az (5.3) képlettel definidlt halmazrendszer. Ekkor a kovetkezd dllitdsok
teljestlnek.

1. Ha valamely f € Lo([0,2x],C) fiigguényre

1 2

Cr f(t)e *at = o, k=0,+1,+2,...

:ﬂo

azaz az [ fligguény Fourier-egyitthatoi nulldk, mds széval az f merdleges az Sc halmazra
(f L Sc), akkor f(t) =0, m.m. t € [0, 27]-7e.

2. Az f figguény Fourier-sora négyzetesen konvergdl az [ fiigguényhez, azaz

/271’
0

3. Teljesul a Parseval-azonossdg, azaz

1 2 1 o 2 - 2 S 2
W= g [ W@rde= 3 laf (= lm 3 laf).

k=—o00 k=—n

2

F -3 e

k=—n

dt — 0, han — oo.
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Bizonyitas nélkiil tekintsiik az alabbi fontos eredményt.

5.5. Tétel (Riesz—Fisher-tétel). Tetszdleges olyan v, € C, k = 0,+1,£2,..., konstansok-

hoz, amelyekre
[ee]
Z l? < o0

k=—o00
teljesiil, létezik olyan f € Lo([0,27],C) figgvény, hogy
1 27

"= 5 ) ft)e * dt(= cp)

azaz Yo, V-1, V+2, - - 02 f figguény Fourier-egyiitthatoi, és

S
Z ’}’keikt

k=—00

négyzetintegrdalban konvergal f-hez.

A Riesz—Fisher-tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha egy f € Lo([0,27], C) fiiggvényhez hozza-
rendeljiik a Fourier-egytitthatéinak (ci)rez (két irdnyban végtelen) sorozatét, akkor egy linedris
izomorfiat kapunk a Lo ([0, 27], C) és a négyzetesen Gsszegezhetd két irdnyban végtelen sorozatok
Banach-tere kozott. Ha ebben a térben egy (cj)rez sorozat norméjat a

. 1/2
I(er)ll = \/ﬂ( > |Ck|2>

k=—o00

képlettel értelmezziik, akkor a fenti linearis izomorfia izometria is lesz a Parseval-formula miatt.

5.6. Megjegyzés. Ha f és g két 2m szerint periodikus fiiggvény, akkor

2

soata = [ g i,

0

ezért az Sc fliggvényrendszer az Lo([—m, 7], C) Hilbert-téren is maximaélis ortonormélt, tovabba
az Sc-re vonatkozé Fourier-sor az Lao([—m,w|,C) Hilbert-téren is (5.4) alaki lesz, ahol a ¢
Fourier-egyiitthatokat a
1 [7 ;
ck = —/ f(t)e * dt
2 J_,

képlettel szamoljuk ki.

5.7. Megjegyzés. Az el6bbi meggondoldst dltalanosithatjuk. Ha f és g két 27 szerint periodikus

fiiggvény, akkor az f(t) = f (bz_i(tl) és g(t) = g (3_%) Osszetett fliggvények (b — a) szerint

periodikus fiiggvények lesznek, és

b b 2t 2t b—a = — b—a [*" —
a fry = d = d
[ iwaaa= [5 () o ()= fo st =t [ et
specidlisan,
~ b—a
A2, o) = ?Hf”%g([o,%r],((:)'
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Ezért az S¢ halmaz elemeit a 4/ zi_ﬂa egytitthatoval megszorozva és 1j valtozot bevezetve tekintsiik

21, 2T
az [a, b] intervallomon értelmezett ¢ — ﬁemmt fliggvényekbdl allo

def 1 ik 2Tt
Slap = {me b—a’: k—O,:I:l,:I:Q,...}

fiiggvényrendszert. Ez maximalis ortonormélt rendszer lesz az Ls([a, b], C) Hilbert-téren. Egy
f € La([a,b],C) fliggvény Fourier-soran ezért az

[ee]
Z ik 2t
f ~y Cke —a
k=—o00

végtelen sort értjiik, ahol a ¢, Fourier-egyititthatok képlete

1
b—a
Az 5.4. Tétel értelemszertien kiterjesztheté Lo([a, b], C)-re.

b - 27
cp = / F(t)e *o=at dt, k=0,41,42,....

5.2. Valés trigonometrikus Fourier-sorok

Tekintstik az Lo([—m, 7|, R) Hilbert-teret. Legyen

g def {1, cos z, sin x, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z, . . ., cos kz,sin kz, . . .}
a [—m,m]-n értelmezett fliggvények halmaza. Megmutatjuk, hogy az S* halmaz ortogondlis
rendszer Lo([—m, 7], R)-ben.

5.8. Allitds. Az S* fiiggvényhalmaz ortogondlis rendszer az Lo([—m,7],R) Hilbert-térben.

Bizonyitas: Az éllitds direkt médon is kénnyen beldthatd, de most mi az S* ortogonalitasat
az el6z6 szakaszban bevezetett S fliggvényhalmaz ortogonalitasat felhasznalva indokoljuk.
Legyen k € N. A
eik:z + e—ikz eikz o e—ik‘r

cosky = ——— és sin kx = -
2 21

Euler-képletek értelmében sin kx és cos kx linedris kombinécidja az e'** és e~ fiiggvényeknek.

Ez persze forditva is teljesiil, az eif”” és e~ fiiggvények is felirhaték sinkz és cos kx linedris
kombindciéjaként. Ezért a 4.81. Allitas szerint, ha egy fiiggvény ortogondlis az e™*® és e~ ke
fliggvényekre, akkor ortogondlis a sinkx és cos kx fliggvényekre is. Ezért az 5.6. Megjegyzést
alkalmazva kapjuk, sin kz és cos kz is ortogonélis barmely e fiiggvényre, ahol |¢| # k. De ekkor
a fentiekbdl kovetkezik, hogy sin kx és cos kx ortogondlis barmely sin fx és cos fz fliggvényre,
valamint a konstans 1 fliggvényre is. Most mar csak azt kell belatni, hogy sinkx és coskx
egymadsra is ortogonalis. Az 5.1. Allitas és (5.2) alapjén kapjuk

eikac + e—ikx eilm o 6—ik:r
2 2 >

(coskx,sinkx) = <
<<eikx, 6ikx> . <eikx’ 67ikx> + <67ikx, eikx> o <67ikx, efikx>)

= ,<2W—O+0—27T>

'ofd el

Ezzel a bizonyitas teljes. O
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Szamitsuk ki S* elemeinek norméajat. Legyen k # 0. Ekkor

gike 4 o—ike gike | o—ikz 1/2
lcoshaly = << SR >)

. ) . ) . 1/2
zkx zkx’efzkx> + <671kxjezk:c> + <efzkz7efzkm>>

( 1kx
1/2
(271' +0+0+ 277)

I
Bl

Hasoldéan kapjuk, hogy

ikr _ —ikx jikx _ _—ikz 1/2
sin kxl||o = ¢ ‘e € ‘e =
| | , :
2 21

i
valamint a konstans 1 fliggvény norméja
- 1/2
L]z = </ 1d:c> = V2.
-7

Kaptuk tehat a kovetkezo eredményt:

5.9. Allitas. Az

RN R R T T TR (5:6)

fligguényrendszer ortonormdlt rendszer az Lo([—m, m|,R) Hilbert-térben.

def { 1 cosz sinz cos2x sin2x coskx sinkzx }

A 4.90. Tétel szerint az Lo([—m, 7], R) tér elemeit az Sg rendszerre vonatkozé Fourier-sorba
fejthetjiik, és a Fourier-sor konvergdl az Lo norméban az adott fiiggvényhez. A 4.90. Tétel
jelolését hasznalva:

Ennek megfeleléen az f € Lo([—7, 7], R) valds trigonometrikus Fourier-sordn az

aq > .
f(z) ~ 5 + E (ak cos kx + by sin k:x) (5.7)
k=1
végtelen sort értjik, ahol az ag,ay,...,by,bo, ... Fourier-egyiitthatok képlete

1 s

ap = — f(x)cos kx dx k=0,1,...,n,... (5.8)
™ —T
1 /7 .

b = — f(z)sinkx dx E=1,2,...,n.... (5.9)
T

—Tr

A 4.90. Tételbol rogton kovetkezik az 5.4. Tétel valds Fourier-sorokra vonatkozd alakja.

5.10. Tétel. Legyen Sg az (5.6) képlettel definidlt halmazrendszer. Ekkor
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1. Ha valamely f € Lo([—7, 7], R) fiigguényre

1 vy
ap = — f(t)coskxdr =0, k=0,1,...
T

—Tr

bk:; f(t)sinkxde =0, k=1,2,...,

azaz az [ figguény dsszes Fourier-egyiitthatoja nulla, mds szoval az f merdleges az Sy
halmazra, akkor f(x) =0, m.m. x € [—7, x|-re.

2. Az f fiuggvény Fourier-sora négyzetintegralban konvergdl az f fiiggvényhez, azaz

n

T 2
/ (f(x)@Z(akcoskx+bksink‘x)> dx — 0, n — oo.

2
T k=1

3. Parseval-azonossag:

a(2) S 2 2 L [T 5

A Riesz—Fisher-tétel valés Fourier-sorokra vonatkozo alakja:

5.11. Tétel (Riesz-Fischer tétel). Tetszdlegesen eldirt ag,ax,by (k > 1) valds szdmokhoz,

amelyekre
oo

2
a
;+;(ai—l—bi)<oo,

van olyan f € Lo ([—m, 7| ,R) fliggvény, hogy ag,a1,...,ak,...,b1,...,bk,... az f fliggvénynek
az Sg rendszerre vonatkozé Fourier-egyiitthatdi.

Az 5.7. Megjegyzésnek megfelelden egy tetszéleges [—L, L] halmazon értelmezett valds fligg-
vénynek értelmezhetjiik a Fourier-sorat.

5.12. Megjegyzés. Tekintsiik a [—L, L] intervallumon értelmezett

YNVE VL VL VI VLU VL VL

fiiggvényrendszert. Ez maximdlis ortonormadlt rendszer lesz az Lo([—L, L], R) Hilbert-térben.
Egy f € Lo([—L, L], R) fiiggvény Fourier-soran az

o
ap kmx - kmx
f(z) ~ 5 + kgl (ak c08 —— + by sin T) (5.10)

végtelen sort értjiik, ahol az ay, by Fourier-egytitthatok képlete
1 r k
ap = E/_Lf(x)cos%xdx, k=0,1,...,

1 (L
b, = L/_Lf(x)sinkzxda:, k=1,2,....

Most megmutatjuk, hogy valds fliggvényekre a komplex trigonometrikus Fourier-sor egybe-
esik a valds trigonometrikus Fourier-sorral.
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5.13. Allitas. Legyen f € Lo([—m,n],R). Ekkor f-nek az Sc és az S rendszerekre vonatkozd
Fourier-sora megegyezik.

Bizonyités:
Legyen f € Lo ([—m,7],R) valés fiiggvény, és legyenek a ci,ax és by konstansok az (5.5),
(5.8) és (5.9) képletekkel definidlva. Ekkor az f komplex Fourier-sora

o) o) -1 e8]
F(z) ~ Z e = ¢y + chem n Z e = ¢y + Z (Ckeik:z: i C_ke—ik::r) .
k=1 k=1

k=—o00 k=—o00

Maésrészt az Euler-azonossag alapjan

1 (7 , 1 (" 1 (7
k= — fu)e ™ du = — fu) coskudu —i— f(u) sin ku du
2 J_, 2 J_, 27 ),
& 1 (7 1 (7 1 /7
Ck =5 g f(uw)e*t du = o | f(u) cos ku du + 22— B f(u)sin kudu = ¢,
fgy , _ _
c_pe T = gretke = ¢ etk k=1,2,....

Ezt felhasznalva

f(z) ~ Z cre™® = ¢y + Z (ckeik:” + Cke“”> =co+ Z 2Re (ckeikw) .

k=—o00 k=1 k=1

Ugyanakkor

. 1 ™ 1 s
2Re (ckezkx) = 2Re [(2— f(u) cos kudu — 12— f(u)sinku du) (cos kx + isin kx)}

T ) x T
1 (7 1 (™ . .
= (- u) cos kudu | cos kx — w) sin ku du | sin kx
<7r fu) kd) k+<7r f(u) kd) k

—T

= ay cos kx + by sin kx,
tovabba | g
ao
=— = — dx.
‘= o /_ 7Tf () dx
Ezért

o o

flx) ~ Z ckeikx = % + Z (ay cos kx + by sinkx) .
k=—o00 k=1

O

Azt mondjuk, hogy az f fliggvény Fourier-sora tiszta szinuszos sor, ha csak szinuszos tagokat
tartalmaz, azaz ap = 0 minden k£ = 0,1,2,...-re. Ha pedig f Fourier-sora csak koszinuszos
tagokat tartalmaz, azaz by = 0 minden k = 1,2, ...-re, akkor azt mondjuk, hogy a Fourier-sor
tiszta koszinuszos sor.

5.14. Allités. Legyen f € Lo([—L, L], R).

1. Ha f pdratlan fiigguény, akkor a Fourier-sora tiszta szinuszos sor.

2. Ha f paros figguény, akkor a Fourier-sora tiszta koszinuszos sor.
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Bizonyitas: 1. Tegyiik fel, hogy f paratlan. Ekkor az f(x)cos kz—w fliggvény is paratlan, ezért

1 [ k
akzz/Lf(m)cos$da::0, k=0,1,2,....
2. Ha f péros, akkor az f(z)sin k% fliggvény lesz paratlan, ezért

1 L
bkzz/Lf(a:)sianxda::(), k=1,2,....

5.15. Példa. Tekintsiik a 27 szerint periodikus f: R — R fliggvényt, amelyre
f(z) ==, ha —nm<z<m.

Fejtsiik f-et Fourier-sorbal

Vegyiik észre, hogy f paratlan fliggvény, igy csak a szinuszos tagok egyiitthatéit kell kiszé-

molni:

1 vy
by, = —/ rsin kx dx.
T

—T

Parcidlis integralassal kapjuk

/ rsinkrdx = —xCOS ki + 1/ cos kx dx
o k . k),
coskx|™ +1 sinkz]”
g —XT —
k .k kEo]_,
3 — 1
= _Wcozk‘w + (—W)wkkﬂ-) + 2 sin k7 — 2 sin(—km)
2
= —% cos k.
Tehat
b 2 cosk 2( 1)k k=1,2
= ——coskmr = ——(— =
k L L ’ y &y )
és igy
9 . 4
fz) ~2 <sinx B sm2 x N 81n33:v B sm4 x )

5.16. Példa. Tekintsiik most a 2L szerint periodikus f: R — R fiiggvényt, amelyre
f(z) ==z, ha —L<xz<L.

Az el6z6 példahoz hasonlé moédon végigszamithatd, hogy
I kma 2L
bkz—/ xsinLd:v:——(—l)k, k=1,2,...

igy
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Ezt az eredményt megkaphatjuk gy is, hogy definidljuk a
L
s =1 (%), ter
™

fiiggvényt. Ekkor g 27 szerint periodikus és g(t) = %t, ha t € [—m,7), igy az el6z6 példdbdl is
megkaphaté a sorfejtés. O

5.17. Példa. Legyen f: R — R olyan 2« szerint periodikus fiiggvény, amelyre
f(x) =sinz, —a<z<a

ahol «a olyan valds szdm, amelyre a > 0és « # km, k= 1,2,... . Mivel f pératlan fiiggvény,
a Fourier-sora csak szinuszos tagokat tartalmaz, amelyek egyiitthatdi by = by (o) és

1 [ k
b (o) = —/ sin z sin v dx
a J_, «
1 « km km
= — cos(——l)a:—cos(——i—l):rd:c
200 J_,, o «o
B 1 sm(lm—l)x sin(%ﬂ—i—l)x e
T 20 ~1 L _

sin (k:Tr—a) sin (k7 + «)
br 1 b1

sinkmcosa — coskmsina  sin kw cos o + cos k7 sin a)

Il
Q|r
/_\/_\/_\

L | k41
1 Fsina (fl)ksina
a 1—’“—7r kr 1
_ (~DFsine E41-14%2
o a-EEy
2k
= (—1)ksina7ﬂ2.
a? — (km)

Tehat az f fliggvény Fourier-sora:

oo
) ~2wsino — sin kx.
f( ) kZ:l( ) a2—(/<:7r)2
Vizsgaljuk azt az esetet, amikor o — 7. Ekkor k = 1-re a L’Hospital-szabdlyt alkalmazva kapjuk
. —27msin« . —2mcosa
dm bi(e) = lim o = lm —— =1,

egyébként pedig
lim by (a)) = 0, k=2,3,....

a—T

Tehat a Fourier-sor egyiitthatoi tartanak a 27 periodikus sin x fliggvény Fourier-soranak egyititt-
hatéihoz. O
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5.3. Valés Fourier-sorok pontonkénti konvergenciaja

5.18. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R valds fiiggvény szakaszonként folytonosan
differencidlhatd, ha barmely korlatos [a, b] intervallumon véges sok szakaddsi pontja van, barmely
xq szakaddasi pontjaban léteznek az

flwot) = lim f(z),  flwo—)= lim f(z)

egyoldali fliggvényhatarértékek és az

Flaot) = tim LD =I@H) gy gy [0 = @00)

T—x0+ T — X0 T—=x0— T — X

egyoldali derivaltak, tovabba barmely két szakadasi pontja k6zotti nyilt intervallumon folyto-
nosan differencidlhaté.

Bizonyitds nélkiil tekintsiik a kévetkezd eredményt, amely a Fourier-sorok pontonkénti kon-
vergencidjara vonatkozik.

5.19. Tétel. Legyen f: R — R szakaszonként folytonosan differencidlhato 2L szerint periodikus
fiigguény. Ekkor barmely x € R pontban az f figgvény Sr 1, rendszerre vonatkozo (5.10) Fourier-
sora konvergdl az
fla+) + fla—)
2

hatdrértékhez. Specidlisan, ha f folytonos az x pontban, akkor a Fourier-sora x-ben konvergdl
az f(x) figguényértékhez.

Ha egy f € Lo([—m, 7], R) fiiggvény Fourier-sordnak pontonkénti konvergencidjat vizsgaljuk,
akkor el6szor periodikusan kiterjesztjiik f-et R-re, és a kiterjesztett fiiggvényre alkalmazzuk a
tételt. Megjegyezziik, hogy a periodikus kiterjesztés csak akkor lehetséges, ha f(—m) = f(m).
Egyébként vagy az f(—m) vagy az f(m) fiiggvényértéket hasznaljuk a periodikus kiterjesztéshez,
azaz a kiterjeszett fliggvény egy pontben nem egyezik meg az eredeti fiiggvénnyel. Viszont a két
fliggvény Fourier-egyiitthatdi, és igy a Fourier-sora is megegyezik.

5.20. Példa. Tekintsiik Gjra az 5.15. Példaban kiszamitott Fourier-sort. Az elébbi tételt alkal-
mazva kapjuk, hogy a Fourier-sor pontonként konvergens, és

<, sin2z sin3z  sin4dx > {3:, - <x<m,
2(sinx — ) =

2 * 3 4 1o, r=-—-més T =.

A Fourier-sor n-edik részletosszegét jelolje

e (1
2+3 4+ ()n

fn(x) ) <sinx -

sin2z  sin3z  sindx ,,Sin nm)

A kovetkezd abran az fo, f4 és fg kozelité Osszegek grafikonja lathats. Ebbdl is érzékelhetd a
Fourier-sor konvergencidja. O
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3 jf,,ff."
2 fr—s

i’
-3
Az fo(x), fa(x) és fe(x) részletosszegek grafikonja.

A Fourier-sorok egyik legfontosabb alkalmazdsi teriilete a parcidlis differencidlegyenletek
elméletében taldlhatd, ahol bizonyos feladatokat a megolddsok Fourier-sorba fejtésével oldunk
meg. Az egyik kulcs kérdés a mddszer alkalmazdsandl, mikor lehet differencidlni a Fourier-
sort, ill. a végtelen Osszeg derivaltjat tagonkénti differencidlassal kiszamolni. Erre ad véalaszt a
kovetkezo tétel, amit szintén bizonyitas nélkil kozliink.

5.21. Tétel. Legyen f : [—m,m] — R folytonos, szakaszonként folytonosan differencidlhatd,
tovabbd

f(=m) = f(m).

Ekkor az f figguény Fourier-sora abszolit és egyenletesen konvergdl a [—m, ] intervallumon az
I figgvényhez, azaz

f(z) = % + i(ak cos kx + by, sink;v),
k=1

ahol ag, by, az (5.8) és (5.9) képletekkel definidlt Fourier-egyiitthatdk. Tovdbbd, f' Fourier-sordt
f Fourier-soranak tagonkénti differencidldasdval megkaphatjuk, azaz

[ee]

f(z) ~ Z (—k:ak sin kx + kby cos k:a:) )
k=1

Minden olyan x pontban, ahol f"(x) létezik, az el6zd relacid egyenldséggel helyettesithetd.

Az 5.19. és 5.21. Tételeket nyilvanvalé médon terjeszthetjiik ki arra az esetre, amikor az f
fiiggvény a [—L, L] szimmetrikus intervallumon definiélt.

5.4. Tiszta koszinuszos és szinuszos Fourier-sorok

Ebben a szakaszban azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogyan lehet Fourier-sorba fejteni egy [0, L]
alakd intervallumon definidlt fliggvényt. Egy természetes oOtlet erre az, hogy kiterjesztjik a
fiiggvényt a [—L, L] intervallumra, és a kiterjesztett fiiggvénynek szémitjuk ki a Fourier-sorét.
Ekkor az 5.19. Tételben megadott feltételek teljesiilése esetében a Fourier-sor konvergal a ki-
terjeszett fliggvényhez, ill. [0, L]-re lesziikitve a Fourier-sor értelmezési tartomanyat, az eredeti
fliggvényhez.

Két specidlis esetet vizsgalunk: paros ill. paratlan fliggvényként terjesztjiik ki a fliggvényt.

Tekintsiik el0szor a paros kiterjesztés esetét. Legyen f: [0, L] — R adott, és legyen

7 —x), ze|-L,0
f(z) :{ f(f@%, ve {O,L].)



5. Fourier-elmélet 97

Ekkor f Fourier-sora az 5.14. Allités szerint tiszta koszinuszos sor, igy a Fourier-sordban minden
b = 0. Az a; Fourier-egyiitthatokat az

/f cos—dx— (/ f cosd:v+/f COSd:E)

képlettel szamithatjuk ki. Mivel f (x) cos ’”Tx két paros fliggvény szorzata, ezért maga is paros
fliggvény, igy a fenti két integral megegyezik, tehat

2 [t k
_z/o f(ac)cos%mdm, k=0,1,2,.... (5.11)
Most tekintstik azt az esetet, hogy paratlan médon terjesztjiik ki f-et a [—L, 0] intervallumra,

azaz legyen
~ _f(_x)a [ L 0]
flz) = 0 33 =0,

flz),  xel0,L).

Ekkor f paratlan periodikus fiiggvény, ezért a Fourier-sora tiszta szinuszos sor lesz, azaz minden
ar = 0. A by egylitthatokat az elézé esethez hasonld levezetéssel kapjuk:

b, = /f sinkﬂ—mdx
L
~ T ~ kﬂ'&?

- in "% g in "% g

L(/Lf(x)sm 7 x—|—/0 f(z)sin 7 x)

2 [t k
- E/ f(x)sin%xdm, k=1,2,.... (5.12)

0

Az el6z6 levezetésbol rogton kovetkezik az alabbi eredmény. Ha a kiterjeszett fliggvény paros,
akkor annak Fourier-sora tiszta koszinuszos sor lesz,

5.22. Allitas. Az

def
Seos = {1, cosx, cos2zx, cos3z, ...}

€s az
def . . . .
Ssin = {sinz, sin2zx, sin3z, ...}

rendszerek egyarant teljes ortogondlis rendszert alkotnak a [0, 7] intervallumon.

5.23. Példa. Szamitsuk ki a [0, 7] intervallumra megszoritott sinx fiiggvény tiszta koszinuszos
sorét, azaz az Scos fliggvényrendszerre vonatkozé Fourier-sordt! Az (5.11) képletet és trigono-
metrikus azonossdgokat alkalmazva kapjuk k #£ 1-re, hogy

ap = 2/7rsinxcoslcmd,93
T Jo
= % /Tr sin(1 + k)z + sin(1l — k)z dx
0
B 1[ cos(1+k)x cos(l—lﬂ)x}7r
m 1+k 1—-k 0
1 (_1)1+k -1 (_1)1—k -1
- 77(_ 1+  1-k )
(=) +1( . >
™ 1+ 1-k
(-DF+1 2

T 11— k2
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k = 1-re kapjuk
2 (7 1 (" 1 [—cos2z]”
ap = / sinz cosx dx = / sin 2z dx = — [cosx] =0.
T Jo T Jo s 2 0
Az 5.19. Tétel szerint a Fourier-sor minden pontban konvergdl a fiiggvényhez, tehat kapjuk,
hogy

2 2 2 2
sinx = - (1 + ﬁcos%c + mcosélx + mcos(ix%— > ; z € [0, m].
Megjegyezziik, hogy a sinx fliggvény tiszta szinuszos Fourier-sora természetesen énmaga (azaz
by =1 és by = 0 minden k > 1-re). a

5.24. Példa. Szamitsuk ki az f: [0,5] — R, f(x) = 1 fliggvény tiszta szinuszos Fourier-sorat!
Az (5.12) képlet szerint

km km s

2 (5 2 krz 2 2
bk—/ Sinm—xd:c:f _ 5 =~ (1 —coskm)=-—(1—(=1)%), k=1,2,...,
5 /o 5 5 =] 2

1 4 (. 7z + 1 . 37rm+ 1 . 57m:+ 1 . 77rx+ € (0,5)
=—|(sin—+ -sin— + —sin— + —sin— + - -+ T ]
m 5 3 5 5 5 7 5 ’ '

x = 0 és x = 5-re a Fourier-sor 6sszege 0. Ha x = 5/2-et helyettesitiink be az el6z6 egyenletbe,

akkor kapjuk a
NN WS TS N B
4 3 5 7 9 11
u.n., Euler-osszefiiggést.
Jelolje f, a Fourier-sor n-edik részletosszegét, azaz f,(z) = Y _; by sin ’“TTx A bal ol-
dali dbrén az f5(x), fi7(x) és fa1(x) részletosszegek grafikonjai, a jobb oldalin pedig az fg1(x)

részletosszeg grafikonjanak kinagyitott része lathato.

1.2+

1.2+

0.2

089 1 2 3 4 5

Az dbra azt igazolja, hogy a részletosszegek n névekedésével egyre jobban kozelitik a konstans
1 fliggvény grafikonjat. Viszont ez a hatarérték nem egyenletes, az intervallum két végpontjahoz
kozel a Fourier-sor részletosszegeinek maximuma kb. 1.18 kortli értéket vesz fel. Numerikusan
ellendrizhetjiik, hogy ez a maximum n névelésével nem vialtozik, csak azt a részletosszeg fiiggvény
egyre kozelebb veszi fel az intervallum végpontjahoz. Hasonld viselkedés figyelheté meg nem
folytonos fiiggvények véges Fourier-féle kozelité osszegeinél. Ezt a jelenséget Gibbs-jelenségnek
hivjuk.

Az f fliggvény tiszta koszinuszos Fourier-sora 1, azaz ag = 2, ap = by = 0 minden k& =
1,2,.. .-ra. O

) Y
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5.5. Fourier-transzformalt és Fourier-integral

Legyen f: R — C szakaszonként folytonosan differencialhaté fiiggvény, amely nem sziikségsze-
rlien periodikus.
Legyen L > 0 éllandd, gr, : R — C olyan 2L periodikus fiiggvény, amelyre gr(z) = f(z),
—L <z < L. Irjuk fel g7, komplex Fourier-sorat. A gy, fiiggvény Fourier-egyiitthatéi
1 L —in t
Cn = BYs L gL(t) dt,

és ezért

o0 L
1 - o
gr(z) ~ Z (E/LgL(t)e_mLtdt> ey, r €R.

n=—oo

Mivel gz (z) = f(x) ha —L < x < L, igy az 5.19. Tétel szerint

w: Z <2L/ f(t)e L "dt) re(=L,L).

n=—0oo

Legyen
nmw

Ekkor A\, def Ant1 — A = 7. Ezzel a jeloléssel az el6bbi egyenlet az

oo L

_ 1 4 .
f($+) ;’ f(x ) _ Z (27r /Lf(t)e—z)\nt dt) el)‘"xA)\n, = (—L, L)
alakban irhaté fel. Ez minden L-re teljestil, ezért
_ ° 1 L . .
flt) + fla) ;— fz=) = LILH;O <% /L f(t)e=Pnt dt) eATAN,,, z € R. (5.13)
n=—oo -

Definidljuk az
1 [ ,
F:R—C, F(\) = — t)e M dt 5.14
— (\) m/_mf( Je (5.14)

fliggvényt, amelyet az f fiiggvény Fourier-transzformaltjinak vagy komplex Fourier-integrdljd-
nak neveziink. Ezzel a jeloléssel kapjuk az (5.13) egyenletbdl, formalisan elGszor a zardjelen
beliil elvégezve a hataratmenetet, hogy

f(x-'_) + f($ z)\ T
—_r - <= "TAN e R.
2 Py Z \/% ot
A jobb oldali 6sszeg egy improprius integral Riemann-féle kozelité osszege, ahol a {\,: n € Z}
osztopontokat hasznéljuk a szamegyenes felosztasahoz, igy kapjuk, hogy

flat) + fz— /
2 \/ 2
Az (5.14) és (5.15) képletet egyiitt a Fourier-féle inverzids formuldknak nevezzik.

Hangsilyozni kell, hogy a fenti levezetés csak formalis szamolds volt. A képletek precizen is
levezetheték a kovetkezd feltétel mellett:

/oo F()] dt < .

—00

A)eATdN, z € R. (5.15)
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Azon f: R — C Lebesgue-mérhet6 fliggvények linearis terét, amelyek abszolit értéke az egész
szamegyenesen végesen Lebesgue-integralhatd, azaz amelyekre a fenti egyenlGtlenség teljesiil,
L1(R, C)-vel jeloljiik. Ezzel a jeloléssel a kovetkezOképpen foglalhatjuk 6ssze az eredményiinket.

5.25. Tétel. Legyen f € Li1(R,C) szakaszonkén folytonosan differencidlhatd figgvény. Ekkor
érvényes az un. Fourier-féle integralformula:

\/ﬁ/ F(\)e dx = — / </ f(t)e ’)‘tdt> md/\—w, z €R.

Vizsgaljuk meg most azt az esetet, amikor az f valés fiiggvény, azaz f: R — R. Ekkor a
Fourier-féle integralformulan a kovetkezo atalakitasokat végezziik:

h ( / h f(t)e ™ dt) e d\
_ % - < / T Fera dt) dx
_ 217r (/ F(t)er= “dt)d/\—i——/ </ f(t)er@= t)dt>d)\

Hasznalva az u = —\ (du = —d\) helyettesitést az elsd integralban, kapjuk, hogy

( / f(t)e ™ at ) e ax
1 > > —iu(x—t) 1 - = iX(@—t)

= — f(t)e dt ) du+ — f(t)e dt ) d\
27 0 —00 27 0 —00
1 o] o] ) )

= 5/ < / £(0) (e—“@—t) +e“<ff—t>) dt) A,

Mivel e~ A&t 1 eiM#=t) = 9 cos \(z — t), f valds fiiggvény, ezért

w _ ;/OOO (/_Zf(t)cos)\(x—t)dt> dx.

Ez a valos Fourier-féle integralformula. A jobb oldalon 4ll6 integralban a cos fiiggvényt kifejtve
kapjuk a kovetkezd allitast.

5.26. Kovetkezmény. Legyen f € Li(R,R) szakaszonkén folytonosan differencidlhatd fiigg-
vény. Ekkor

flat) + fla—)

5 , z € R, (5.16)

b A(N) cos Az + B(A\) sin Az Jd\ =
/i )

ahol L e .
= —/ f(t) cos At dt és B(\) = —/ f(t)sin At dt. (5.17)
T —00 T o

Az (5.16) egyenlet bal oldalan &ll6 integrélt valds Fourier-integrdlnak nevezzik.
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5.27. Példa. Irjuk fel az
fTR-R, f(z)= 5, x€(0,4],
0, < —-2vagyz >4.

{ -3, x€[-2,0],
fliggvény Fourier-integraljat!
Az (5.17) képletek szerint

AN = f(t)cos At dt

—
2 8

4
—BCOS)\tdt—l—/ 5cos)\tdt>
0

[3sin)\t]o N [E)sin/\t}4
Al Ao
—3sin 2\ + 5sin4A
A '
Megjegyezziik, hogy A()) folytonosan kiterjesztheté A = O-ra is, hiszen létezik a
—3sin2\  5sin4\ —-6+20 14
+ = —
A TA s 77

™

Nl A= 3

/N 7

lim A(\) = lim =
A—0 A—0

hatarérték. B(A) hasonléan szémithato:

0 4
(/ —3sin \tdt —|—/ 5sin At dt)
2 0
|:3COSAt:|0 N {_5005)\?4
A, Ao

8 —3cos2)\ — 5cos 4\

TA
Megmutathat6, hogy limy_g B(A) = 0. Az 5.26. Kovetkezmény szerint

B\ =

A= 3

0, =< -2,
_3/27 €r = —az,
00 ; ; -3, z€(—2,0),
/ ( 351n2)\+5sm4)\cos)\x+8 3cos 2\ 50084)\sin)\x>d)\: P :c:(, )
0 A A 5, xe(0,4),
5/2, x =4,
0, x=>4.

Az f fiiggvény Fourier-transzforméltjara hasznéljuk az F(f)(A) = F()A) jelolést is. A
kovetkez6 tételben Osszefoglaljuk a Fourier-transzformalt néhany fontosabb tulajdonsagat.

5.28. Tétel. Legyen f,g € L1(R,C) és o, 3 € C. Ekkor
1. Flaf + Bg) = aF(f) + BF(g)-
2. Ha f differencidlhaté és ' € Li1(R,C), akkor F(f")(A) = iAF(f)(N).
8. F(fg)=F(f) F(g), ahol

(9@ = [ " fhgle — b de

az f és g konvolicidja.
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5.6. Alkalmazasok

Parcidlis differencidlegyenletek

A Fourier-sorok egyik legfontosabb alkalmazasi teriilete bizonyos specidlis parcidlis diffe-
rencidlegyenletek egyik megoldasanal jelentkezik.

Tekintsiik az egydimenzids hovezetés egyenletét. Tekintiink egy L hosszi rudat, amelyrdl
feltessziik, hogy vékony, azaz a homérsékletét azonosnak tekinthetjiik egy hosszara merdleges
keresztmetszetén. Jeldlje z a rud egyik végpontjatél mért tavolsdgot a ridon. Ekkor 0 < x < L,
és az x poziciéban vett keresztmetszet hémérsékletét a t idépontban u(t,x) jeloli. Megmutat-
haté, hogy az u kétvéltozos fliggvény az alabbi masodrendi linedris, .n. parabolikus parciélis
differencidlegyenletet teljesiti:

2
%(t,w:a%(t,m), t>0, 0<wz<I, (5.18)

ahol @ > 0 konstans. Ezt az egyenletet egydimenzios hévezetési egyenletnek hivjuk. Ahhoz,
hogy egyértelm@ megoldast varhassunk, tovabbi feltételeket kell megadnunk. Most azt az esetet
vizsgaljuk, amikor a rid két végpontjan konstans 0 hémérsékletet tartunk fenn, azaz az aldbbi,
u.n. peremfeltételek teljesiilnek a megfigyelés soran:

u(t,0) = 0, t>0, (5.19)
ult,L) = 0, t>0. (5.20)

Feltessziik tovabba azt is, hogy ismerjiik a kezdeti homérséklet elosztast:
u(0,t) = f(x), 0<z<L. (5.21)
Fourier 6tlete az volt, hogy keressiink

u(t, z) = o(t)h(x)
alakd megolddsait az (5.18) egyenletnek. Ekkor az egyenletbe behelyettesitve kapjuk

¢ (t)p(x) = ap(t)y’ (),

amibdl , "
Pt _ ')
ap(t)  ¥(x)
Ez csak tgy teljestilhet minden ¢ és x-re, ha

o(t) _ ¢'x) _

- :U“)
ap(t)  ¥(x)
ahol p egy konstans. De ekkor két kozonséges differencidlegyenletet kapunk:

'(t) = apep(t), >0,
P'(x) = pp(x), 0<z<L

Konnyen végigszamolhatjuk, hogy az elso egyenlet dltaldanos megoldasa
o(t) =ce™  t>0. (5.22)
A masodik egyenlet karakterisztikus egyenlete:

e = L.
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Hérom esetet kiilonboztetiink meg:

1. pu > 0. Ekkor a karakterisztikus egyenlet gyokei ri = (/i1 és ro = —./l1, és a linedris
kozonséges differencidlegyenletek elméletébol ismert, hogy ekkor az egyenlet altalanos megoldasa
Y(x) = creVF 4 cge” VET,

Az (5.19) és (5.20) peremfeltételekbdl kapjuk, hogy a v fiiggvényre a
$(0) =0 =(L) (5.23)
feltételek teljesiilnek. Ezeket a feltételeket hasznalva a fenti ¢ fliggvényre, kapjuk, hogy

cp+c = 0,
Cle\/ﬁL+CQ€_\/ﬂL = 0.

Ennek megoldasa csak a ¢; = cg = 0. Mivel mi nem azonosan (0 megoldast keresiink, ebben az
esetben ilyen megoldds nem létezik.

2. ;= 0. Ekkor 1(z) = ¢1 + cox alakid. De ekkor az (5.23) feltételeket felhasznalva

c1 = 0,
cq+el = 0,
amibdl szintén csak ¢; = co = 0 kovetkezik, azaz a ip(x) = 0 fiiggvény.
3. pu < 0. Ekkor (z) = ¢1 cos\/—ux + cosin/—px alaki, ahogy azt a kozonséges diffe-
rencidlegyenletek elméletében kapjuk. Most az (5.23) feltételeket felhasznélva

cg = 0,

c1cosy/—ul 4 cogsiny/—pul = 0,

adédik. De ekkor ¢; = 0, és ha nem azonosan 0 megoldést keresiink, akkor a mésodik egyenletbol
sin \/—pL = 0 kovezkezik, amibél /—uL = k7, azaz

kr\ 2
=— | — =1,2,....
lj/ <L>7 k =

Ebben az esetben tehét nem azonosan 0 megoldést is kapunk, amelyre tehét az (5.22) képletet
felhasznalva

2
u(t,x) = cem('T) tgin

Koénnyen ellenérizhet6, hogy ilyen alaki fiiggvények véges Osszege, azaz
n N2 k‘
u(t, ) = Z bke_a(%) tsin %x
k=1

is teljesiti az (5.18) egyenletet és az (5.19)-(5.20) peremfeltételeket is. Ekkor

u(0,2) = ib sinlm—x

) - k L )
k=1

azaz akkor teljesiil a kezdeti feltétel is, ha

f(z) = ;bksinkﬂ%
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alaki. Ez alapjan természetes otlet az, hogy ha f olyan tetszdleges folytonos fiiggvény, amelyre
f(0) = 0= f(L) teljesiil, akkor vegyiik f tiszta szinuszos Fourier-sorat:

s . kmx
flx) = ;bksm I

ahol az 5.19 tétel szerint a Fourier-sor minden x € [0, L]-re konvergal és el6 is éllitja az f(x)
fliggvényértéket, és az igy kapott by egyiitthatokkal definidljuk az

00 2
u(t,x) = Zbke_a(kf) "sin k%
k=1

végtelen sort. Megmutathaté, hogy az u fliggvény jol definialt, és a végtelen sor differencidlhato
t és x szerint is, és a derivalds miivelete és a végtelen szumma felcserélhetd. Ekkor kénnyen
megmutathatd, hogy wu is teljesiti az (5.18) egyenletet, és a perem- illetve a kezdeti feltételeket
is.

Mintavételi tétel

Tegyiik fel, hogy f: R — C fiiggvény Fourier-transzforméltja a [—L, L] intervallumon kiviil
azonosan nulla, azaz

FO) =0, |A>L. (5.24)

5.29. Tétel (Mintavételi tétel). Tegyik fel, hogy f € L1(R,C) figgvény folytonos és szaka-
szonként folytonosan differencidlhats, amelyre (5.24) teljesil. Ekkor f-et meghatdrozzdik a

T 27
0,+—,+—,...
M L7 L?

pontokban felvett értékei:

flw) = niof(”—g) sin(le —nm) L, (nen),

Lz —nm

Bizonyitas: A Fourier-féle inverzids formuldt és az (5.24) feltételt alkalmazva

R T e R L pide .
f(x)_m/_ooF(A) d)\_m/_LF(A) i, zeR (5.25)

Az F()) figgvény a (—L, L) intervallumon felirhaté Fourier-sora dsszegeként:

FO)= Y ed™™,  Xe(-L.L),

n=—oo

ahol
~ L pye R
Cp = oL |, e .

Az (5.25) Osszefiiggést alkalmazva kapjuk, hogy

Var ([~
e = Lf<L>-

2
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Ezt visszahelyettesitve F' Fourier-soraba kapjuk

POy = 2T i f(‘mr)e“T

2L ~—~ '\ L
= 2 ()

Ezért az (5.25) formula szerint x # “F-re

CRE TR

LS [ e n
n=-—00 —-L
i(Lx—nm) _ —i(Lz—nm)

- % Z f(n%) : i(ajL_— nm)

_ Z f<n7r> Slnxéx—mr).

n=—oo




