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1 FUGGVENYTEREK

1.1 Folytonos fiiggvények terei

Ha X topologikus tér, akkor C(X) jeloli az X-en értelmezett 6sszes komplex
értékii folytonos fiiggvények halmazdt. A C(X) tér a pontonkénti vektortér
miiveletekkel és a pontonkénti szorzassal egységelemes komplex algebra.

Ha X lokélisan kompakt Haussdorff—tér, akkor barmely X-beli K kompakt
halmaz és C(X)-beli f esetén legyen

pr(f) = sup |f(z)].
rcK

Ekkor a {px } szeminorma-csaldd a C(X) téren lokélisan konvex Haussdorff—féle
vektor-topolégiat indukdl. Ebben egy (f;)ier (dltaldnositott) fliggvénysorozat
pontosan akkor konvergdl a C(X)-beli f fiiggvényhez, ha az (f;)ics fuge-
vénysorozat az X minden kompakt részhalmazan egyenletesen konvergal az
f figgvényhez. Ha X o-kompakt, azaz megszamlalhaté sok kompakt halmaz
egyesitése, akkor C(X) Fréchet—tér.

Ha X lokélisan kompakt Haussdorff-tér, akkor a C(X) egy A : C(X) — C
linearis funkcionalja pontosan akkor folytonos, ha az X barmely K kompakt
részhalmaza esetén van olyan Cx szam, hogy

IA(f)] < Cx pr(f)

teljestil a C(X) minden f eleme esetén. Ez pontosan akkor teljesiil, ha az X-en
létezik olyan u kompakt tartoji regularis komplex Borel-mérték, hogy

Am:Afw

fenndll minden C(X)-beli f fiiggvényre. Ilyen médon C(X) dudlis tere azono-
sithat6 a C(X)-en értelmezett Gsszes kompakt tartéji reguldris komplex Borel-
mértékek M (X) terével.

Ha X lokélisan kompakt Haussdorff-tér, akkor Co(X) jeloli a C(X) tér vég-
telenben eltind figguényeinek halmazat, tehat az olyan f : X — C folytonos
fiiggvények halmazat, melyeknél barmely € > 0 esetén van olyan X-beli K
kompakt részhalmaz, hogy |f(x)| < €, ha x nem tartozik K-hoz.

Ha X lokalisan kompakt Haussdorff-tér, akkor Coo(X) jeloli a C(X) tér
kompakt tartoju fligguényeinek halmazat, tehat az olyan f : X — C folytonos
fliggvények halmazat, melyeknek

supp f = {z € X : f(z) # 0}

tartoja az X-nek kompakt részhalmaza.
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Ha X lokalisan kompakt Haussdorfl—tér, K pedig az X kompakt részhal-
maza, akkor Cx (X) jeloli a C(X) tér mindazon kompakt tartéju fliggvényeinek
halmazdt, melyeknek tartéja a K kompakt halmaz részhalmaza. Nyilvan C (X)
a C(X) tér zart altere.

Mivel barmely végtelenben eltiing, komplex értékii folytonos fliggvény kor-
latos, a Co(X) tér f fiiggvényeire a

[flleo = sup | f(z)|
recX

kifejezés normét értelmez. Konnyfi latni, hogy Co(X) az || f]lco normaval Ba-
nach—tér. Ebben Coo(X) nem feltétlentil zért altér, Cx (X) viszont zrt altér az
X barmely K kompakt részhalmaza esetén.

Ha X kompakt Haussdorff-tér, akkor a C(X) = Cpo(X) = Co(X) tér a pon-
tonkénti vektortér miiveletekkel, a pontonkénti szorzassal, a konjugdlassal és az
I/ |lcoc norméval kommutativ, egységelemes C*-algebra.

Ha X lokélisan kompakt Haussdorff-tér, K pedig az X kompakt részhalma-
za, akkor a Cx (X)) tér topologikusan izomorf a C(K) Banach—térrel.

1.2 Differencialhaté fiiggvények terei

Legyen n pozitiv egész szdm, 2 az R™ tér nem tires, nyilt részhalmaza,
valamint p nem negativ egész. Ekkor CP(Q) jeloli az Q-n értelmezett Osszes
komplex értékii, p-szer folytonosan differencidlhaté fiiggvények halmazat. A
CP(Q) tér a pontonkénti vektortér miiveletekkel és a

qs,i () = sup sup [0%p(z)|
la|<s z€K
szeminorma-csalad altal indukalt topoldgiaval lokalisan konvex topologikus vek-
tortér. Itt s < p egész, a egy N"-beli multi-index, melyre o = (a1, a, ..., an)
esetén || = a1 + ag + -+ + an, és K az Q) tetszbleges kompakt részhalmaza.

Vegyiik észre, hogy a p = 0 esetben C°(Q) jelentése ugyanaz, mint C()-
é. A CP(Q) tér elemeit szokds egyszerlien CP-fiiggvényeknek nevezni Q-n,
természetesen CO-fiiggvény helyett C-fiiggvényt irva.

Az R™ tér bdrmely  nem iires, nyilt részhalmaza esetén van az 2 kom-
pakt részhalmazainak olyan (K, )men sorozata, melynek egyesitése €2, s melynél
K41 része K, belsejének. Egy ilyen sorozatot az €2 egy kompakt kimeritésének
mondunk. Ha rogzitiink egy kompakt kimeritést, akkor legyen

qs,m(@) = sup sup [0%p(z)],

la|<s zE€EKm

tehdt a kordbbi jeloléssel qs.m = ¢s.k,,- Konnyil ldtni, hogy a (¢s,m)s<pmen
szeminorma-csaldd ugyanazt a topoldgiat indukédlja CP(2)-n, mint az eredeti



6 1 FUGGVENYTEREK

(¢s,i)s<p csaldd, ahol K végigfutja 2 Osszes kompakt részhalmazait. Az ily
moédon értelmezett (¢s,m)s<pmen szeminorma-csaldd altal indukélt topoldgidval
CP(Q) szeparabilis Fréchet—tér. A CP(Q2) térben az (fy,)nen sorozat pontosan ak-
kor konvergdl a CP(Q)-beli f fiiggvényhez, ha a (0% f,,)nen sorozat az Q) minden
kompakt részhalmazan egyenletesen konvergal a 0 f fiiggvényhez, minden olyan
a multi-index esetén, melyre |o| < p.

1.3 Az £(Q), Dk(Q2) és D(N) tér

Ebben a szakaszban n egy pozitiv egész szamot jelol, ) pedig az R™ tér nem
iires, nyilt részhalmaza.

Az Q-n értelmezett Gsszes komplex értékii, végtelen sokszor differencidlhatéd
fiiggvények £(£2) halmazan a fentiekben értelmezett (¢s m)s<p men szeminorma-
csaldd lokdlisan konvex Haussdorff-topoldgiat indukal. Az £(Q) tér Fréchet—
tér, melyben az (f,)nen sorozat pontosan akkor konvergdl az £(Q)-beli f
fiiggvényhez, ha a (0% f,, ) nen sorozat az Q minden kompakt részhalmazdn egyen-
letesen konvergél a 0 f fiiggvényhez, minden o multi-index esetén. Az el6z6
szakaszban hasznalt jelolés analdgidjdra néha szokds £(€2) helyett C°°(£2)-t frni,
s6t, az £(Q)-beli fiiggvényeket szokds roviden C°-fliiggvényeknek nevezni Q-n.

Ha K az ) kompakt részhalmaza, akkor jelolje Dg(£2) az Q-n értelmezett
Osszes komplex értékii, végtelen sokszor differencidlhatd, K-beli tartéji fiigg-
vények halmazdt. Nyilvdn Dg(Q) az £(Q) tér zért altere. Mivel rogzitett
(K )men kompakt kimerités esetén az 2 minden kompakt részhalmaza egyben
részhalmaza valamely K,,-nek is, igy az £(f), tovdbbd barmely K kompakt
halmaz esetén a Dk () topoldgidja fliggetlen a (K, )men kompakt kimerités
vélasztasatél. A Dk () térben az (fy)nen sorozat pontosan akkor konvergél
a D (Q)-beli f fiiggvényhez, ha a (0% f,,)nen sorozat az Q-n egyenletesen kon-
vergal a 0% f fiiggvényhez, minden o multi-index esetén.

Ha K végigfutja az Q 0sszes kompakt részhalmazait, akkor a megfeleld
Di () terek egyesitését jelolje D(£2). Tehdt D(Q) az Q-n értelmezett Gsszes
komplex értékii, végtelen sokszor differencidlhatéd, kompakt tartéju fliggvények
halmaza, mely nyilvan komplex linearis tér. FElemeit tesztfiigguényeknek ne-
vezzik. Az aldbbiakban D(Q)-n is lokélisan konvex vektortopoldgiat fogunk
értelmezni. Egyéltalan nem nyilvanvalé az, hogy barmely nem iires, nyilt
halmaz esetén D(2) nem csak az azonosan nulla fliggvénybdl all.

1.3.1 Lemma. Legyen 0 < a < b. FEkkor létezik olyan g : R — R végtelen
sokszor differencidlhatd figgvény, hogy g(x) = 0, ha x < a, és g(x) = 1, ha
x> b.

Bizonyitds. Vélasszunk olyan &g, 61, ... pozitiv szdmokat, hogy Y .=, d; = b—a,
tovabba legyen
2n

51050, T4

Mp
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Legyen fy olyan folytonos, monoton fiiggvény, hogy fo(z) = 0, ha z < a, és
fo(z) =1, ha > a + dp; legyen tovdbbd

fula) = }/5 fadt n=12..

Differencidlassal és indukciéval konnyti megmutatni, hogy f,, n-szer differen-
cialhato, és |f7(1")| <m,. Ha n > r, akkor

@5 [ "0
melybol ismét indukcioval adédik, hogy
[0 <me (n =),
A kozépértéktétel és a fentiek alapjan
D = < mpgadn (R>r42).

Mivel Y, 8, < 400, ezért tetszOleges r esetén az ( f,(f))neN fiiggvényso-
rozat egyenletesen konvergens. Ezért az (fy,)nen fliggvénysorozat egyenletesen
konvergdl egy g fliggvényhez, mely végtelen sokszor differencidlhatd, | g(’”)| < m,,
har=1,2,...,és g(r) =0, ha x < a, valamint g(x) = 1, ha « > b. O

1.3.2 Lemma. Legyen 0 < a < b. FEkkor létezik olyan ¢ : R — R végtelen
sokszor differencidlhatd fiigguény, hogy o(x) =1, ha ||z|| < a, és p(x) =0, ha
lz|| > b.

Bizonyitds. Az el6z6 lemmaban szerepld g fiiggvénnyel legyen

p(x) =1 - g(ll]®).
O

1.3.1 Tétel. Legyen Q az R™ nem dires, nyilt részhalmaza, I' pedig az Q nyilt
lefedése. FEkkor létezik a D(Q) térben olyan (1;)ien sorozat, mely nem negativ
figguényekbdl dall, és teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) minden v; tartdja része valamely T'-beli halmaznak;
(it) Yooy i(x) =1, ha x az Q tetszbleges eleme;

(111) az Q minden K kompakt részhalmaza esetén van olyan m pozitiv egész
szdm és K-t tartalmazo W nyilt halmaz, hogy

Y1(2) + Y2(2) + -+ Ym(x) = 1,

ha x a W eleme.
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Bizonyitds. Legyen S az ) egy megszamlalhaté, sirii részhalmaza. Legyen
{Bi, Ba, ...} mindazon zirt géombok sorozata, melyeknél a B; gomb p; kozép-
pontja S-beli, sugara az r; raciondlis szam, s B; része valamely I'-beli halmaznak.

Legyen V; a p; kozéppontt, 3 sugard nyilt gémb.

Az 1.3.2 lemma alapjdn létezik olyan p; a D(2)-ban, mely nem negativ, a
Vi-ben 1, a B;-n kiviil pedig 0. Legyen ¢; = ¢1, és

Yitr =1 —p1)(1—p2)...(L—pi)pisr  (i=1,2,...).

Nyilvan ¢; = 0 a B;-n kivil, ezért teljesiil az elsé feltétel. Indukcidval
konnyen igazolhatjuk a

Yr+va+ i =1=(1—=p1)(1—p2)... (1 —¢i)
Osszefiiggést. Mivel ¢; = 1 a V;-n, ezért

Y1+t Pm(r) =1,

ha z a ViUV, U- - .UV, halmaz eleme, amibdl a masodik tulajdonsag kovetkezik.
Végiil, ha K az {2 kompakt részhalmaza, akkor valamely m-re K részhalmaza a
ViuVaU--- UV, halmaznak, amib6l a harmadik feltétel kovetkezik. O

A (¢;)ien sorozatot a T lefedés ald rendelt lokdlisan véges egységfelbontdsnak
nevezzik.

1.4 A D(Q) tér topoldgiija

Ebben a szakaszban (2 az R™ tér egy nem iires, nyilt részhalmazat jeloli, ahol
n rogzitett, pozitiv egész.

A D(Q) térben a kovetkezd mddon értelmeziink lokdlisan konvex vektor-
topolégiat: a 0 kornyezetbézisdt a D() tér mindazon nem tres, konvex,
korszertt W részhalmazai alkotjdk, melyekre a D (©2) N W a D (Q2)-ban nyilt,
az ) minden K kompakt részhalmaza esetén. Ez a topoldgia a Dk () terek
topolégidinak induktiv limesze. A D() topolégidjdnak barmely Dy (Q)-ra vald
sziikitése éppen Dk (§2) kordbban értelmezett topolégidja. A D(Q2) térben a
(pr)ken sorozat akkor és csak akkor konvergdl a D(Q)-beli ¢ fliggvényhez, ha
van az Q-nak olyan K kompakt részhalmaza, hogy ¢y, és ¢ a D (Q)-hoz tartozik,
hacsak k =1,2,..., és pr — ¢ a D (Q)-ban. A D(Q) tér nem Fréchet—tér.

Roviden osszefoglaljuk, hogy ha adott a D(Q) térben tesztfiiggvények egy
(pr)ken sorozata, akkor ez a sorozat mikor konvergdl a D(Q) tér topoldgidja
értelmében a D(Q)-beli ¢ tesztfliggvényhez. A fentiek alapjdn ez azt jelenti,

hogy

i) van olyan K kompakt részhalmaza -nak, hogy a (@g)ren sorozat és
¥ 4
egyarant a D () térhez tartozik, azaz, van olyan pozitiv R szdm, hogy
lz]] > R esetén pp(x) =0 és p(x) =0 teljesiil k =0,1,... esetén;
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(i) a (¢r)ren sorozat a Di () tér topoldgidja értelmében konvergél a ¢ fiigg-
vényhez, azaz, a (0%pk)ren sorozatok minden « multi-index esetén az
Q Gsszes kompakt részhalmazén egyenletesen konvergdlnak 0%p-hez. Ez
utébbi nyilvan egyenértékli azzal, hogy ezek a fiiggvénysorozatok az (2
halmazon egyenletesen konvergalnak a megfelel6 derivalthoz, hiszen az
Osszes szobanforgé fiiggvények eltiinnek K-n kiviil. Ez a feltétel tehdt még
részletesebben kifejtve azt jelenti, hogy barmely a multi-index és barmely
€ > 0 esetén van olyan N, hogy

‘80‘g0k(3:) - 8“@(I)| <e
teljesiil az 2 halmaz minden z eleme, és minden k£ > N esetén.

Megjegyezziik, hogy mivel a D()) tér nem metrizdlhatd, {gy topoldgidja nem
irhaté le sorozatokkal; erre a célra altaldnositott sorozatokat kell hasznélni. Az
altalanositott sorozatokkal kapcsolatos legfontosabb tudnivaldkat a Fiiggelékben
foglaltuk Ossze.

1.4.1 Példa. Legyen ¢ tetszoleges tesztfliggvény R™-en és tekintsiik a kdvetkezo
sorozatokat: barmely R™-beli x és k = 1,2,... esetén legyen

(1)

or(e) = polha)

(iii) X
on(@) = 70(%)-

Most megvizsgdljuk, hogy van-e ezek kozott olyan, amely a D(R™) térben kon-
vergens.

Az els6 esetben nyilvan ¢y, tartdja része ¢ tartdjanak, tovabbéd barmely o
multi-index esetén

1
0% = 10",
ezért a (@i )k=1,2,... sorozat D(R™)-ben konvergél az azonosan nulla fliiggvényhez.

A masodik esetben, ha ¢ tartdja része az ||z|| < r gbmbnek, akkor ¢ tartdja
része az, ||z|| < +r gémbnek, igy a ¢y fiiggvény tartéja része az [lzf| < r

gombnek k = 1,2,... esetén. Mdsrészt, barmely o multi-index esetén
o™ O = k\a|—laa ©,

ezért, ha ¢ nem azonosan nulla, akkor a (¢g)g=1,2,.. sorozat D(R")-ben nem
konvergens.



10 1 FUGGVENYTEREK

Végiil a harmadik esetben, ha p(zg) # 0 valamely zy # 0 esetén, akkor
or(kzg) # 0, ha k = 1,2,..., {gy a ¢ fliggvények tartéi nem foglalhaték
bele egy kozos kompakt halmazba. Ezért, ha ¢ nem azonosan nulla, akkor a
(¢k)k=1,2,... sorozat D(R™)-ben nem konvergens.

1.5 Az S(R") tér

Ebben a pontban n egy pozitiv egész szamot jelol. Ha ¢ : R® — C végtelen
sokszor differencialhaté fliggvény, és barmely s, m nem negativ egészek esetén
Psm(®) = sup sup (1+[|z]*)" 0% (2)| < +o0

|a|<s xz€R™
teljesiil, akkor -t gyorsan csokkend figgvénynek nevezziik. Az Gsszes gyorsan
csokkend fliggvények S(R™) halmaza linedris tér, s ezen a {ps.m : s > 0, m > 0}
szeminorma-csalad lokalisan konvex Haussdorff-féle topoldgiat indukal, mellyel
S(R™) Fréchet—tér. Konnyen beldthatd, hogy a ¢ : R® — C végtelen sok-
szor differencialhato fliggvény pontosan akkor gyorsan csokkend, ha barmely de-
rivaltjanak barmely polinommal val6 szorzata korlatos, és egy gyorsan csokken6
fiiggvény barmely derivaltjanak barmely polinommal valé szorzata integralhato.

Nyilvdnvals, hogy D(R™) az S(R™) részhalmaza. Mivel barmely D(R™)-
beli ¢, és s,m nem negativ egészek esetén gs.m(p) < pso(p), és barmely nem
negativ s, m esetén van olyan C' > 0 &4llandé, valamint olyan mgy nem negativ
egész, hogy Ds.m(p) < Cqsmy(p), ezért barmely R™-beli K kompakt halmaz
esetén az S(R™) topoldgidjanak Dk (R™)-re valé sziikitése megegyezik Dy (R™)
topologiajaval.

Megjegyezziik, hogy az S(R™) tér topoldgidja a kovetkezd szeminorma-
csaladdal is indukalhato:

N [e3
an(p) = sup sup (1+ [[z]*)7|0%¢(2)], (1)
|o|<N z€R™
ahol N =0,1,2,.... Az is vildgos, hogy ¢n valdéjdban minden N nem negativ

egész esetén norma.

1.5.1 Lemma. A D(R") strd S(R™)-ben.

Bizonyitds. Legyen ¢ az S(R™) tetszbleges eleme, ¢ pedig olyan D(R™)-beli
fliggvény, mely 1-el egyenl6 az egységgémbon. Legyen

er(z) =<p(w)¢(%) (k=1,2,...).

Nyilvdn ¢, a D(R™)-hez tartozik, ha k = 1,2,.... Megmutatjuk, hogy
vr —  az S(R™) térben, ha k — oo. Legyen P tetszéleges polinom, a pedig
tetszOleges multi-index. Ekkor

PO~ 1)) = P() 3 ca () 0 (1 0) (T,
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Nyilvanvals, hogy 9°(1 — (%)) = 0, ha [|z|| < k. Mésrészt,

lim P(x)- 0% Pp(z) =0,

r—00

ha 8 < a, igy a fenti Osszeg k — oo esetén az R™-en egyenletesen konvergal
0-hoz. Ezért ¢ — ¢ az S(R™) térben, ha k — oo. O

1.6 Az LP tér

Ha (X, A, n) mértéktér, akkor 1 < p < 400 esetén jel6li LP(X) mindazon
f: X — C mérheté fliggvények halmazat, melyekre

1

T ( / Ifl”du>P < 40

teljesiil. Azonositva a majdnem mindeniitt egyenlé fiiggvényeket, a vektortér-
miiveletekkel és a ||, ||, normdval LP(X) Banach—tér. Tovabbd, L>°(X) jelenti
a lényegében korlatos f : X — C mérheté fiiggvények halmazat az

[[flloc = esssup | f]
normdval. Az L>°(X) tér ugyancsak Banach—tér.

A kés6bbiekben leggyakrabban X = ) az R™ tér egy nyilt részhalmaza lesz,
u pedig az n-dimenziés Lebesgue—mérték valamilyen pozitiv konstansszorosa.
Specidlisan, m,, fogja jelélni az n-dimenziés Lebesgue -mérték (27)~ 2 -szeresét.
Ha 1 < p < +o00, és Q az R™ egy nyilt részhalmaza, akkor LY (€) mindazon
f:Q — C mérhetd fiiggvények halmazat jelenti, melyeknek az 2 minden K
kompakt részhalmazdra valé sziikitése beletartozik LP(K)-ba.

Az LP(X) tér valds értékii fliggvényeinek halmazit LP (X, R) jeloli.

1.7 Konvolicio
Ebben a szakaszban n egy pozitiv egész szamot jelol.

1.7.1 Tétel. (Altaldnositott Young-egyenlétlenség) Legyen (X, A, 1) mértéktér,
1<p<+00ésC>0. Ho K : X x X — C mérhetd figgvény, melyre

/|K(3:,y)|d,u(y) <C majdnem minden X-beli x esetén,

/|K(:C,y)|d,u(:v) <C magjdnem minden X-beli y esetén,

akkor bdrmely LP(X)-beli f esetén az X -beli z-re

Tf(x) = / K (2,9) £ (y)du(y)
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mddon értelmezett Tf figgvény az LP(X)-hez tartozik, és

ITfllp < ClIfllp
teljestil.
Bizonyitds. Ha p = 400, akkor az allitds nyilvanvalé.

Legyen 1 < p < +00, és q olyan, hogy % + % = 1. Az 5.7.2 Holder—egyenl&t-
lenség alapjan

il < ([l ([ 1K@ alimrao) <

<ci( [ IK(x,y)llf(y)lpdu(y))%

teljesiil minden X-beli z-re. Mindkét oldalt p-edik hatvanyra emelve és x szerint
integralva az 5.7.4 Fubini-tétel alapjan a kovetkezét kapjuk:

Jirs@pana) <t [ [ K@ lroPaae) <

SC%“/If(y)Ipdu(y),

majd p-edik gyokot vonva az adddik, hogy:
1.1
ITflly < CoFallfllp=C-[I£llp-

Ezért T f(x) majdnem minden X-beli z-re véges, igy a tételt bebizonyitottuk.
O

Legyenek f,g az Li (R") tér elemei. Ha valamely R"-beli = esetén az

y — flx—y)g(y) figgvény integralhatd, akkor az

frgx)= /f(w —y)g(y) dmn(y)

frgle) =g f(z).

1.7.2 Tétel. (Young—egyenlétienség) Legyen 1 < p < +oo. Ha f az L*(R")-
nek, g pedig az LP(R™)-nek eleme, akkor majdnem minden R™-beli x esetén
létezik [ g(x), tovdbbd az fxg: x +— fx*g(x) mddon értelmezett fx g figgvény
LP(R™)-hez tartozik, és

1 *glly < [[fllx- llgllp-

Bizonyitds. Az allitas az imént targyalt altalanositott Young—egyenlotlenségbol
a K(z,y) = f(z —y) vélasztéssal addédik. O
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A tétel allitdsat szimbolikusan L' x LP C LP alakban fejezhetjiik ki. Specis-
lisan L' %« L' C L', tehat az L' tér a konvoliciéra nézve zart.

1.7.3 Tétel. Az L*(R™) tér a vektortér-miveletekkel, a konvolicidval, és a |, |1
normdval kommutativ Banach—algebra.

Bizonyitds. A konvolicié asszociativitasa az 5.7.4 Fubini—tétel kbvetkezménye.
O

Az 5.7.2 Holder—egyenlGtlenség alapjan, ha 1 < p < 400, és ¢ olyan, hogy
%—i—% = 1, akkor barmely L?(R™)-beli f és LZ(R™)-beli g esetén az f*g fliggvény
L°°(R™)-hez tartozik, és

1S * glloo < [If[lp - llgllq-

1.8 Approximativ egységek

Ebben a szakaszban n egy pozitiv egész szamot jelol.

Az L'(R™) konvoliciéalgebra nem egységelemes. Legyen w a D(R™)-ben
olyan nem negativ fliggvény, melyre [w = 1, tovdbbd barmely R"-beli  esetén

legyen
x

we(x) = 5‘"w(—).
(2) :
Ekkor az {w.} fiiggvényhalmazt approximativ egységnek nevezzik.

Ha € helyett j =1,2... esetén %-t ifrunk, akkor

wi) = jhw(jo),

és az (w;) en fliggvénysorozatot is approximativ egységnek szokas nevezni. Ez
nem fog félreértést okozni, mert a szévegbdl mindig ki fog deriilni, hogy melyik
véltozatrdl van szé. Vegyiik észre, hogy valdjdban az {w.} fliggvényhalmaz is
egy ”sorozat”: egy altalanositott sorozat a pozitiv valds szamok olyan médon
irdnyitott halmazan, melynél a rendezést a "kisebb vagy egyenld” relacio irja le.
Ezért {w.} helyett célszeriibb az (we)e>0 jelolést hasznalni.

Ha y az R" tetszdleges eleme, akkor a 7, eltoldsoperdtort a

Ty f(2) = [z —y)

formuldval értelmezziik tetszdleges f : R" — C fiiggvény és R"-beli z mellett.
Ugyancsak értelmezziik az f figgvényt f(z) = f(—2x) médon.

1.8.1 Tétel. Legyen 1 < p < 400, és f az LP(R™) tetszdleges eleme. Ekkor

tim . f — fll, = 0.
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Bizonyitds. Ha g kompakt tartéju, folytonos, komplex értéki fliggvény R™-en,
akkor  — 0 esetén 7, g egyenletesen konvergdl g-hez. Ha ||z|| < 1, akkor 7,9 és
g tartdi egy kozos kompakt halmazban vannak, igy ||7.9 — g|l, — 0, ha z — 0.
Legyen most f az LP(R™) tetsz6leges eleme, € > 0, s vdlasszunk olyan g kompakt
tart6ji, folytonos fiiggvényt, melyre || f —gl|, < 5. Ekkor ||7,f — 7.9, < §, {gy

2e
17ef = Fllp < 7o f = 7agllp + 79 = gllp + 9 = fllp < 729 = gllp + 5

Ha [|z|| elég kicsi, akkor ||7.9 — gl|, < §, igy
72 f = gllp <.
o

A tétel p = +o0 esetén nem érvényes, mert lim,_q |75 f — f|lcc = 0 ekvivalens
f egyenletes folytonossagaval.

1.8.2 Tétel. Legyen (we)e>0 approzimativ egység, s valamely 1 < p < 400
esetén legyen [ az LP(R™) tetszdleges eleme. Ekkor

i |1+ = £, = 0.

Bizonyitds. Elészor legyen p = 1. Integraltranszformacié segitségével konnyt
l4tni, hogy [w. =1, ha ¢ > 0. Ezért majdnem minden R™-beli z-re

(F swla) = £(a) = [ [ =3) = F@)]ely) dma(y) =

= / [f(z —ey) — f(2)|wi(y) dma(y),
amib6l

1 *we — fll < / ey f = Flls - w1 (y) dimn(y)

kovetkezik. Mivel ||z, f — fll1 < 2[|f|l1, és € — 0+ esetén ||7ey f — fll1 — 0, igy
az allitas az 5.7.1 Lebesgue—tételbol kovetkezik.

Legyen most 1 < p < +4oo. Jegyezziik meg, hogy ha egy LP(R™)-beli h
fiiggvényre ||h||cc < M teljesiil, akkor

= [ 1 dm, < 2007 [ bl dm,
s ezért

P
Il < M A}

Visszatérve az allitds bizonyitasdhoz, legyen f az LP(R™) tetszéleges eleme
és § > 0. Valasszunk egy olyan folytonos, kompakt tartéju g fiiggvényt R™-en,
melyer || f — g||p < 0 teljesiil. Ez lehetséges, hiszen a kompakt tartéjua folytonos
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fiiggvények siirtik LP(R™)-ben. Legyen M olyan szdm, melyre ||g|lcc < M/2.
Ekkor ||g * welloo < M/2, igy az el6bbi észrevétel alkalmazhatd, s azt kapjuk,
hogy

1 *we = fllp < IIf *we = g* wellp + g+ we = gllp + [lg = fll» <

p—1 1
SNf=gllpllwells +f —gllp + M7 |lg*xw: —gll{ <
<2+ M |grw. — g,

ami 26-hoz tart € — 0+ esetén. EbbOl allitdsunk kovetkezik, s a tételt bebi-
zonyitottuk. O

A megfelel§ tétel L>°(R™)-ben a kovetkezéképpen hangzik:

1.8.3 Tétel. Legyen (we)e>o approzimativ eqység, és f az L°(R™) tetszdleges
eleme, mely egyenletesen folytonos az R™ tér valamely V részhalmazdn. Ekkor
€ — 0+ esetén f xw. a V-n egyenletesen konvergdl f-hez.

Bizonyitds. Legyen § > 0, és W az R™ olyan kompakt részhalmaza, hogy
f]R"\W |wi| < §. Ekkor

sup | +we(w) ~ f@) £ sup |fa = ey) = f(@)] [ forl + 20 o -5
zeV zeV,yew w

A jobboldal els6 tagja egyenletesen konvergal 0-hoz, ha ¢ — 04, mig a maéaso-
dikban ¢ tetszélegesen kicsi. O

1.8.4 Tétel. Legyen 1 < p < +o00, és f az LP(R™) tetszbleges eleme. Ha ¢ az
S(R™) egy eleme, akkor f*p az E-hez tartozik, és bdrmely o multi-index esetén

OU(f*p)=fx0%.

Bizonyitds. Ha ¢ az S(R™)-hez tartozik, akkor barmely « multi-index esetén
0%p az LI(R™) eleme, ahol 1—17 + % = 1. Az 5.7.2 Holder—egyenlGtlenség miatt az

f e 0%p(x) = / F)2%o(x — y)dmn(y)

integral R™-en abszolit és egyenletesen konvergens, tehat az 5.7.1 Lebesgue—
tétel alapjan az integralas a differencidlassal felcserélhetd. O

Ugyanez a tétel érvényes, ha f az L} (R™) térhez, ¢ pedig D(R™)-hez tar-
tozik.

A konvolicié tartdjara nyilvan érvényes a kovetkezo:

supp (f * g) C supp f +suppg.

1.8.5 Tétel. Ha Q az R™ tér nem fiires, nyilt részhalmaza, és 1 < p < +00,
akkor D(Q) stird LP(Q2)-ban.
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Bizonyitds. Legyen f egy kompakt tartdji fliggvény LP()) -ban, melynek tar-
téja K. Tegyiik fel, hogy f az egész R™-en értelmezve van ugy, hogy (2-n kiviil
eltiinik. Legyen

d = dist (K,R™"\) > 0,

és (we)eso olyan approximativ egység, melyre az w; tartéja az origd nyilt, d
sugard gémbjében van. Ekkor f *w. tartéja az 2 kompakt részhalmaza, igy ez
a fliggvény D(Q)-hoz tartozik minden 0 < ¢ < 1 esetén, ha w; végtelen sokszor
differencidlhat6. Nyilvan f x w. — f az LP(Q2)-ban, ha ¢ — 0+, mdsrészt, a
kompakt tartéju fiiggvények siirtik LP(Q)-ban, s ezzel a tételt igazoltuk. O

1.8.6 Tétel. (DuBois—Reymond-lemma) Legyen f az L} (Q) tetszbleges eleme.

loc

Ha [, f¢ =0 minden D(2)-beli ¢ esetén, akkor f majdnem mindenitt 0.

Bizonyitds. Mivel Q o-kompakt, igy elég megmutatni, hogy f az £ minden
kompakt részhalmazédn majdnem mindeniitt 0. Ez viszont az el6z6 tétel kovet-
kezménye. O

1.9 Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy ha X topologikus tér, akkor C(X) a pontonkénti
vektortér miiveletekkel és a pontonkénti szorzassal egységelemes komplex
algebra.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha X lokalisan kompakt Haussdorff-tér, akkor az 1.1
szakaszban értelmezett {px} szeminorma-csaldd a C(X) téren lokdlisan
konvex, Haussdor{f-féle vektor-topolégiat indukal, mellyel C(X) Fréchet—
tér.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha X lokalisan kompakt Haussdorff-tér, akkor a
C(X) térben egy (fn)nen filggvénysorozat pontosan akkor konvergal a
C(X)-beli f fiiggvényhez, ha az (fn)nen fliggvénysorozat az X minden
kompakt részhalmazén egyenletesen konvergal az f fliggvényhez.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha X lokdlisan kompakt Haussdorff-tér, akkor C(X)
dudlis tere topologikusan izomorf az C(X)-en értelmezett Gsszes kompakt
tartdji reguldris komplex Borel-mértékek M. (X) terével.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha X lokélisan kompakt Haussdorff-tér, K pedig az
X kompakt részhalmaza, akkor Cx (X) a C(X) tér zart altere.

6. Bizonyitsuk be, hogy ha X lokélisan kompakt Haussdorff-tér, akkor Co(X)
az || f|loc normaval Banach—tér, melyben Coo(X) nem feltétleniil zart altér,
viszont Cx (X)) zért altér, az X barmely K kompakt részhalmaza esetén.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha X kompakt Haussdorff-tér, akkor a C(X) tér
a pontonkénti vektortér miiveletekkel, a pontonkénti szorzédssal, a kon-
jugdldssal és a || f]|co normaval kommutativ, egységelemes C*-algebra.
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Feladatok 17

. Bizonyitsuk be, hogy ha X lokdalisan kompakt Haussdorff-tér, K pedig

az X kompakt részhalmaza, akkor a Cx (X) tér izomorf a C(K) Banach—
térrel.

. Bizonyitsuk be, hogy ha Q az R™ nem iires, nyilt részhalmaza, p pedig

nem negativ egész, akkor a CP(Q) tér a pontonkénti vektortér miivele-
tekkel és a 1.2 szakaszban definidlt ¢, x szeminorma-csaldd altal indukélt
topologiaval lokalisan konvex topologikus vektortér.

Bizonyitsuk be, hogy ha 2 az R™ nem iires, nyilt részhalmaza, akkor {2-nak
létezik kompakt kimeritése.

Bizonyitsuk be, hogy ha  az R™ nem iires, nyilt részhalmaza, (K,,)men
pedig az ) egy kompakt kimeritése, akkor az {2 barmely kompakt részhal-
maza része valamelyik K, halmaznak.

Bizonyitsuk be, hogy a (gsm)s<p,men Szeminorma-csaldd ugyanazt a
topolégiat indukdlja CP(£2)-n, mint a (g x)s<p csaldd, ahol K végigfutja
Q Osszes kompakt részhalmazait.

Bizonyitsuk be, hogy a (¢s.m)s<p,men Szeminorma-csaldd altal indukélt
topoldgidval CP(Q2) szeparabilis Fréchet—tér.

Bizonyitsuk be, hogy a (¢s.m)s<pmen Szeminorma-csaldd altal indukélt
topolégidval CP(£2) nem lokdlisan korldtos, igy nem normdlhatd.

Bizonyitsuk be, hogy a (¢s.m)s<p,men Szeminorma-csaldd altal indukélt
topolégidval a CP(Q2) térben az (f,,)nen sorozat pontosan akkor konvergal
az CP(Q)-beli f fiiggvényhez, ha a (0% f,)nen sorozat az 2 minden kom-
pakt részhalmazin egyenletesen konvergédl a 0%f fiiggvényhez, minden
olyan o multi-index esetén, melyre |a| < p.

Bizonyitsuk be, hogy (gsm)sen,men szeminorma-csaldd &ltal indukélt
topoldgidval £(QQ) szeparabilis Fréchet—tér.

Bizonyitsuk be, hogy ha Q az R™ nem iires, nyilt részhalmaza, akkor
D(Q) egy részhalmaza akkor és csak akkor korlatos, ha valamely Q-beli K
kompakt halmaz esetén része Dy (€2)-nak, és abban korlatos.

Bizonyitsuk be, hogy ha £ az R™ nem iires, nyilt részhalmaza, akkor D(2)
nem metrizalhaté, igy nem Fréchet—tér.

Bizonyitsuk be, hogy a (psm)seN,men szeminorma-csaldd altal indukélt
topolégidval S(R™) szepardbilis Fréchet—tér.

Bizonyitsuk be, hogy R™-en egy végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvény
pontosan akkor gyorsan csokkend, ha barmely derivaltjanak barmely poli-
nommal val6 szorzata korlatos.

Bizonyitsuk be, hogy R™-en egy gyorsan csokkené fiiggvény barmely de-
rivaltjanak barmely polinommal vald szorzata integralhato.
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22. Bizonyitsuk be, hogy a (ps,m)seN,men és a (¢n) Nen szeminorma-csalddok
ugyanazt a topoldgidt indukaljak S(R™)-en.

23. Bizonyitsuk be, hogy az R"™ tér x elemén

w(z) = exp (— —17||11||2) ha [lzf| <1,
0 ha |z|| > 1

moédon értelmezett w fiiggvény végtelen sokszor differencidlhaté.

24. Legyen (we)e>o approximativ egység R™-en, Q pedig az R™ nyilt részhal-
maza. Bizonyitsuk be a kovetkezCket:

(i) ha f lokdlisan integrédlhaté R™-en, akkor f *w. végtelen sokszor dif-
ferencialhaté;

(ii) ha f tartéja -ban van, akkor elég kis € esetén f * w. a D(Q)-hoz
tartozik;

(ili) ha f az LP(R™)-hez tartozik (1 < p < +00), akkor f * w, is, és

1 #welly < Uflps i I %02 = fll, = 0;

(iv) ha f folytonos, akkor
lim fxw.=f

e—0+
az R™ minden kompakt részhalmazan egyenletesen.
25. Legyen 2 az R” nyilt részhalmaza, K pedig az () kompakt részhalmaza.

Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ : R® — [0, 1] végtelen sokszor differen-
cidlhato fliggvény, mely a K-n azonosan 1, Q-n kiviil pedig eltiinik.
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2 DISZTRIBUCIOK

2.1 A D(Q) tér linedris leképezései

Ebben a szakaszban 2 az R™ egy nem iires, nyilt halmazat jeloli, ahol n
rogzitett, pozitiv egész.

2.1.1 Tétel. Legyen Y lokdlisan konvex topologikus vektortér, A : D(Q) — Y
linearis leképezés. Ekkor a kovetkezd feltételek egyenértékiek:

(i) A folytonos;
(i1) A korldtos;
(i1i) ha D()-ban ¢; — 0, akkor Y -ban Ap; — 0;

(iv) ha K az Q kompakt részhalmaza, akkor A-nak Dy (Q)-ra valo szikitése
folytonos.

Bizonyitds. Ismeretes (1d. 5.6 szakasz), hogy lokélisan konvex topologikus vek-
torterek kozti folytonos linedris leképezések korlatosak, igy az els feltételbol
kovetkezik a mésodik.

Tegylik fel, hogy A korldtos, és ¢; — 0 a D(Q)-ban. Ekkor ¢; — 0 valamely
Dk (Q)-ban, ahol K az Q kompakt részhalmaza, tovabba A-nak Dk (Q2)-ra valé
szlikitése korldtos. Ezért A-nak D (2)-ra valé sziikitése folytonos, igy Ap; — 0
az Y-ban, azaz, a masodik feltételbdl kovetkezik a harmadik.

Tegyiik fel most, hogy teljesiil (ii7), és legyen (p;)ien egy sorozat Dk (£2)-
ban, ahol K az Q egy kompakt részhalmaza, tovabbd ¢, — 0 a Dk (£2)-ban.
Ekkor ¢; — 0 a D(Q)-ban, {gy (¢i7) miatt Ap; — 0 az Y-ban. Mivel Dg ()
metrizdlhatd, igy (iv) kovetkezik.

Végiil legyen U az Y-ban a 0 egy konvex, korszerti kornyezete, és legyen
V = A~Y(U). Ekkor V konvex és korszer®. A V akkor és csak akkor nyilt
D(Q)-ban, ha D (Q)NV nyilt Dk (2)-ban az Q minden K kompakt részhalmaza
esetén. Ezért (iv)-b8l kévetkezik (i), s a tételt igazoltuk. O

2.1.2 Tétel. Legyen A : D(Q) — C linedris funkciondl. Ekkor a kévetkezd
feltételek egyenértékiek:

(i) A folytonos;

(i1) az Q bdarmely K kompakt részhalmaza esetén van olyan s nem negativ
egész, és C valds konstans, hogy

|Ap| < Cgs k()

teljesil a D (Q) minden ¢ eleme esetén.
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Bizonyitds. Az &llitds pontosan az el6bbi tételben szerepld (i) és (iv) feltételek
ekvivalencidjdval egyenértékii, ha figyelembe vesszikk a D () tereken a gs i
szeminormak altal indukdlt topologia definicidjat.

2.2 Disztribicidok fogalma, jelolések

Legyen n pozitiv egész, ) pedig az R™ tér nem iires, nyilt részhalmaza. A
D(Q) tér folytonos linedris funkciondljait disztribucidknak, vagy dltaldnositott
fliggvényeknek nevezziik Q-n, illetve egyszerlien disztribtuciéknak. A 2.1.1 tétel
alapjdn a D(Q) tér egy linedris funkciondlja pontosan akkor disztribicid, ha az 2
barmely K kompakt részhalmaza esetén a Dk (£2) térre vald sziikitése folytonos.
Ez az u : D(2) — C linedris funkciondl esetén akkor és csak akkor teljesiil, ha
az () barmely K kompakt részhalmazahoz van olyan N nem negativ egész, és
C valés szam, hogy

lu(p)| < Can,kx(p)

teljestil barmely Dy (Q)-beli ¢ mellett. Ha létezik olyan N nem negativ egész,
hogy az el6bbi egyenlétlenség ezzel az N-el minden Q-beli K kompakt hal-
maz esetén fenndll (esetleg més és mds C konstansokkal), akkor azt mond-
juk, hogy u véges rendi, s a legkisebb ilyen N-t az w disztribiicié rendjének
nevezziik. Az () Osszes disztribiicidinak halmazat D' () jeloli. Az u disztribiicié
¢ tesztfiiggvényen felvett értékét szokds (u, ), illetve (u(x),p(z)) mdédon is
jelolni.

Legyen f lokalisan integralhato fiiggvény Q-n, és barmely ¢ tesztfiiggvény
esetén legyen

uyp(p) = / fe.
Ekkor
lur () S/Ifl-qo,x(w)

teljesiil a Dk (Q2) minden ¢ elemére az Q minden K kompakt részhalmaza
esetén. Ezért uy 0-adrendi disztribicié. Az 1.8.6 DuBois-Reymond-lemmébdl
kovetkezik, hogy ha g is lokalisan integralhaté fiiggvény Q-n, akkor uy = u4 pon-
tosan akkor teljesiil, ha f majdnem mindeniitt egyenld g-vel. Ezért - a majdnem
mindeniitt egyenld fliggvényeket azonositva - az uy disztribuciét azonositjuk f-
el. Ha u olyan disztribucié, melyhez létezik lokalisan integralhatd f gy, hogy
u = uyf, akkor u-t reguldris disztribicionak nevezziik. Ilyenkor szokds azt is
mondani, hogy az u disztribucié figgvény. Ellenkez6 esetben u-t szinguldris
disztribicionak nevezziik.

A regularis disztribicié fogalmahoz kapcsolédik disztribucidk egy tovabbi
lehetséges jelolése. Ha u egy disztribiicié, akkor u helyett szokds néha u(z)-
et irni, kiilénosen az olyan kifejezésekben, amikor valamilyen formulaval ad-
juk meg az x — @(x) tesztfliggvényt, melyben az x valtozét jelolé szimbdlum
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is szerepel. Ilyenkor az u(yp), illetve (u,p) jelolések mellett haszndlatos az
(u(z), p(x)) frasmdd is. Ez olyankor kiilondsen hasznos, amikor ¢ egynél tobb
valtozotdl fiigg, s valtozoit valamilyen szempont szerint megkiilonboztetjik. Ha
példaul ¢ egy tesztfiiggvény R™ x R™-en, u pedig egy disztribicié R"-en, akkor
(u(x), p(x,y)) azt jelenti, hogy az u disztribiciét az y — p(x, y) tesztfliggvényre
alkalmaztuk valamely rogzitett R™-beli x mellett. Ez a jelolés kiilonosen gyakori
olyankor, amikor v = uy reguldris disztribicid, s ilyenkor u(z) valdjdban f(z)
helyett all.

A 0-adrendi disztribiciokat Radon—mértékeknek nevezzik Q-n. Konnyen
lathaté, hogy a Radon—mértékek egyértelmiilen kiterjeszthetok az -n ér-
telmezett, komplex értékii, kompakt tartéji, folytonos fiiggvények Coo(2)
terének folytonos, linedris funkciondljaivd. Mésszéval, a Coo(€2) tér p linedris
funkcionélja pontosan akkor Radon—mérték, ha az 0 barmely K kompakt
részhalmaza esetén van olyan C' valds szam, hogy ha ¢ a K-n értelmezett,
komplex értékil, folytonos fiiggvény, akkor

()] < C sup [p(x)].
zeK

Radon—mértékre példa az 2 halmaz barmely = pontja esetén az x ponthoz
tartozé 0, Dirac—disztribiucio, mely a ¢ tesztfiiggvényen a

értéket veszi fel. A g disztribuciét d-val jeldljiikk. Konnyl belatni, hogy barmely
Q-beli x esetén a d, disztribucié szingularis. Az elGbbieket figyelembe véve
gyakori a §(x) jelolés haszndlata is. Ha u Radon—mérték, akkor az eléz6 sza-
kaszban alkalmazott jelolés kovetkezd véltozata is haszndlatos: (u, ) helyett

szokas a
[ wdu= [ ela)dua)

irdsmédok barmelyikét alkalmazni.

2.2.1 Példa. Tekintsiik R-en az f(z) = 1 médon (majdnem mindeniitt)
értelmezett mérheto figgvényt. Ez a fliggvény nem lokdlisan integralhato, igy
nem definidl regularis disztribuciét. Tekintsiik ugyanakkor a kévetkezé mdédon
értelmezett u funkcionalt:

u(@)=#€£%+</;%@d$+/s+m$dx), (2)

hacsak ¢ a D(R) eleme. A jobboldalon allé kifejezést - az \/%—F szorz6 nélkil -

szokas a ¢ fiiggvény Cauchy—féle foérték-értelemben vett integrdljdnak nevezni,
s a kovetkez6 médon jelolni:
Vp / £@) g4
x
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b2

A 7”Vp” a francia "valeur principale” kifejezés réviditése, melynek jelentése:

foérték.

El8szor megmutatjuk, hogy a (2)-ben szerepld hatdrérték minden D(R)-beli
¢ esetén létezik. Tegyiik fel, hogy ¢(x) = 0, ha |z| > R. Helyettesitéssel
konnyen kapjuk, hogy

/8 Mdﬁ/mﬂdx:/RL)‘“’H)dx. (3)

oo T T z

Legyen (&, )nen pozitiv tagi nullsorozat, ekkor

‘/ )dx_/: p(z) —xw(—:v) de| <
| [l

amibdl a (3)-ban, s igy a (2)-ben szerepl6 hatdrérték létezése nyilvan kovetkezik.

<len _5m|2SUP|<P (z)],

Most azt mutatjuk meg, hogy a (2) formuldval értelmezett u disztribicid.
Mivel linearitdsa nyilvanvald, elég a folytonossdgot igazolni. Legyen (@n)nen
nullsorozat D(R)-ben, ekkor van olyan R > 0 szdm, hogy ¢,(xr) = 0, ha
|z] > R (n = 0,1,...), tovdbbd a (¢ %))neN fiiggvénysorozatok egyenletesen
konvergalnak 0-hoz R-en. Ebbdl a fentiekhez hasonlé szamitassal azt kapjuk,

hogy

‘/ en(@) —pn(=2) | < (R—¢)2supley/ ()],

zeR

s a jobboldal minden € > 0 esetén egyenletesen 0-hoz konvergdl, amib6l u
folytonossaga kovetkezik.

Az ilyen médon értelmezett u disztribuciét a kovetkezd médon szokas jelolni:
7’%. Tehat barmely ¢ tesztfiiggvény esetén

<7>$,<p(x)> = \/%_FV]Q/ @dw.

2.2.2 Példa. A ¢ disztribicié altaldnositasa a feliileti 0 disztribicié. Legyen
S szakaszonként sima feliilet R™-ben, p : S — C pedig folytonos fliggvény. A
w1 dg disztribiciét R™-en a kovetkezd médon értelmezziik: minden D(R™)-beli ¢
tesztfiiggvény esetén legyen

<M&@=Au@ﬂ@%@%

ahol az integralds a felszin szerinti integralt jelenti az S feliileten. A udg diszt-
ribuciot p striségi egyszeri rétegnek nevezzik az S felilleten. Konnyt latni,
hogy supp uds C S.
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Egy fontos speciélis eset a kovetkezé: jeloljiik R*T! = R x R™-ben a pontok
koordinatait (¢,z1,z2,...,x,) médon, és legyen S a t = 0 sik. Az S feliileten
adott, p siiriségli egyszer(l réteget, tehdt a pdg disztribuciot szokds p(x)d(t)
modon is jelolni, azaz barmely D(R x R™)-beli ¢ tesztfiiggvény esetén

@)3(t)olt,2)) = [ n(a)p(0,0)da.

2

Az n =1 esetben az |z|] = R egyenldséggel jellemzett Sk ”gombfeliileten
definidlt dg,, disztribuciét szokds (R — |z|) mddon jeldlni, azaz barmely D(R)-
beli ¢ tesztfiiggvény esetén

(O(R — |z]), p(x)) = ¢(R) + ¢(=R).

2.3 Disztribucidk differencialasa

Ha o egy multi-index, u pedig egy disztribicié D’(§2)-ban, akkor a D(Q2) tér
@ elemén a
(0%u)(p) = (1) *u(0*¢)

formula egy 0%u linedris funkcionélt értelmez. Ha az Q halmaz K kompakt
részhalmaza esetén minden Dk (2)-beli ¢ mellett

lu(p)| < Can,x (p)

teljesiil, akkor ugyanezen ¢-re

[(0%u)(¢)| < Can x(0%p) < Canyjal,k ()
is fennall, igy 0% disztribucié.
Vegylik észre, hogy a
0%0%u = 9°TPu = 8°9%u

egyenléség minden u disztribucid és barmely «, § multi-indexek esetén fennill,
hiszen a 9 és 97 differencidloperatorok felcserélhet8k D(£2)-n.

Ha P tetsz6leges, n-valtozds, komplex egyiitthatés polinom, u pedig egy
disztribiicid, akkor a P(9)u disztribiciét értelemszertien, az u kiillonb6z6 rendii
derivaltjainak a P egyiitthatoival vett linedris kombinacidjaként értelmezziik.
Ugyanilyen médon kapjuk a P(D)u disztribicié jelentését.

Ha f lokalisan integralhato fiiggvény Q-n, akkor tetszéleges o multi-index
esetén a 0%u s disztribuiciét az f disztribucio-értelemben vett a-adik derivdltjanak
nevezziik. Ezt szokas 0° f-el is jel6lni.
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2.3.1 Tétel. Legyenek n, N pozitiv egészek,  az R™ nem dres, nyilt részhal-
maza, [ : Q — C fligguény, melynek legfeljebb N -edrendi; parcidlis derivdltjai
folytonosak, P pedig N -edfoki, n-vdltozos, komplex egyiitthatos polinom. Ekkor
P(a)Uf = ’U,p(@)f.

Bizonyitds. Elegend6 a P(£1,&2,...,&n) =& (k=1,2,...,n) esettel foglalkoz-
ni, ekkor azonban az allitas parcidlis integralassal kovetkezik. O

2.3.1 Példa. Legyen

1 hazx >
H(x):{ ax >0,

0 haz<0.

A H figgvényt Heaviside—féle fiiggvénynek nevezziik. A H nyilvan lokalisan in-
tegralhato. Most kiszdmitjuk a disztribucié-értelemben vett derivaltjat. Legyen
¢ tesztfiiggvény R-en, melyre p(z) = 0, ha © > K. Ekkor

+oo K
H'(p) =-H(¢) =~ 3 H(z)¢' (x)dmi (z) = —/0 ¢’ (x)dmy (x) =
1 1 1

fgy a Heaviside—fiiggvény disztribucié-értelemben vett derivaltja a Dirac—diszt-
ribucié %-szerese.
2

2.4 Disztribicidk szorzasa fiiggvénnyel

Legyen n pozitiv egész, ) az R™ tér nem iires, nyilt részhalmaza, u egy
disztribucié Q-n, f pedig végtelen sokszor differencialhaté, komplex értéki
fiiggvény Q-n, tehat £() egy eleme. Ha ¢ egy tesztfiiggvény Q-n, akkor fy is
az, s az

(fu)(p) = u(fe)

egyenldség egy linedris funkciondlt értelmez D(Q)-n. Annak igazoldsihoz, hogy
fu disztribticié Q-n, sziikségiink van a Leibniz—formulara.

2.4.1 Tétel. (Leibniz—formula) Legyen n pozitiv egész, Q0 az R™ nyilt részhal-
maza, o egy multi-index, f,g pedig E(Q) beli fiigguények. Ekkor

0°(fg) =Y cap(0°£)(2%),
Bl
ahol a cqo.3 szamok f-tdl és g-tol figgetlen, pozitiv egészek.
Bizonyitds. A bizonyités a jol ismert
(f9) = fg+1d

azonossag iteraldsaval adédik. O
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Visszatérve annak igazolasahoz, hogy fu disztribucié Q2-n, ha tehdt K az Q
egy kompakt részhalmaza, akkor van olyan N nem negativ egész, és C' valos
szam, hogy

lu(p)| < Can,x ()

teljesiil a Dk () minden ¢ eleme mellett. A Leibniz—formula szerint van olyan
f-t6l, K-tdl és N-t61 fiiggd C’ valds szam, hogy

qn.k (fo) < Clan x(9)

is fenndll, minden Dk (2)-beli ¢ mellett. Ezért az ilyen -k esetén

[(fu)(p)| < CC'qn Kk (9).
Ez azt jelenti, hogy fu disztribicié az Q-n.
A kovetkezé tétel a 2.4.1 tétel analdgja.

2.4.2 Tétel. (Leibniz—formula) Legyen n pozitiv egész, Q0 az R™ nyilt részhal-
maza, o eqy multi-indezx, f egy E(N) beli fiigguény, u pedig egy disztribicié Q-n.

Ekkor
0*(fu) = ca,p(0° 7 £)(0%u),

Bl
ahol a cq.3 szamok f-tdl és u-tol fiiggetlen, pozitiv egészek.

Bizonyitds. A bizonyitas pusztan formalis szamolds. Az R™ barmely y eleme
esetén legyen hy a

hy(z) = exp(y - )

egyenldséggel definialt fiiggvény. Itt x az R™ tetszdleges eleme, (- ) pedig a belsd
szorzat R"-ben. Ekkor 0%h, = y*h,. Ha a 2.4.1 tételben szereplé Leibniz—
formuldt f = h, és g = h, valasztéssal alkalmazzuk, akkor barmely R"-beli y, 2
esetén kapjuk az

(y+2)* = Z Capy® PP
BLla

azonossagot. Itt a c, g szamok f-tél és u-tdl fiiggetlen, pozitiv egészek. Speci-

alisan,

ya _ [Z + (—Z + y)]a _ Z Caﬁzaiﬁ Z 6577(—1)‘[377‘2[177347 —
Bl Y<B

=3 (=02 Y (—)Pleq pes .
Yo y<BLa
Ezért

Dl han—a
> (—1)'%%@%,7—{( D han=a (1)

e 0 egyébként.
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Alkalmazzuk a 2.4.1 tételben szerepld Leibniz—formulit o ~ 3, f ~ ¢ vala-
mint g ~ 0 A f valasztéassal, majd hasznaljuk fel (4)-et, ekkor a

> (1)l 50 (007 ) = (1)l fo%
BLla

azonossagot kapjuk. Ebbdl az allitds adddik, hiszen
0°(fu)(p) = (=11 (fu)(0%p) = (-1)*Nu(f0%p) =
= Z 1)lBle, au( 85(9060‘ Bf))

B<La

= > cap@u) (9 f) =Y ca (0777 1)(0W)](p).

BLla BLla

O

2.4.1 Példa. Legyen x( tetszéleges valds szam, és tegyiik fel, hogy az f : R — C
fiiggvény folytonosan differencidlhaté a | — oo, 20| és az [xg,+oo| interval-
lumokon, tovabba legyen

[z = f(x0 +0) = f(x0 — 0)

az f fuggvény ugrdsa az xy pontban. Megmutatjuk, hogy ekkor

ufl =up + [f]aco 6;60

1
V2T
Valéban, ha ¢ tetszdleges tesztfliggvény R-en, melynek tartéja a | — R, R inter-
vallumban van, ahol |x¢| < R, akkor

(ug, ) = =(us, @) / f@)¢' () dma (z) =
1 Zo 1 —
= = @@ — <=l / f'(a)pla) dm () =

L w0 0)p(a0) - — F(zo + O)pan) + [ F(@)elw) dma(z) =
NeT: NeT: _R
1

= <Uf’,(p> + \/%[f]mo<6mov(p> = <Uf/ + E[f]mo 5107(,0>-
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2.5 Differencialoperatorok

Legyen n pozitiv egész, () pedig az R™ tér nem iires, nyilt részhalmaza.
A O (E = 1,2,...,n) parcidlis differencidloperdtorok nyilvén a D(2) tér
korlatos linedris operdtorai, csakigy, mint ezek 0% = 971052 ... 05" szorzatal,
tetszéleges a = (a1, a, . . ., ay) multi-index esetén. A 0 vektor-differencidlope-
rator definicidja: 0 = (01,0a,...,0,). Ha P tetszbleges, n véltozds, komplex
egylitthat6s polinom, akkor a P(9) operator jelentése vildgos: a P polinomban
az

o a2 (6 7%)
T =T Ty” ... Ty

monomot formaélisan a
[ehRgale ) [e%
071057 ..o

operatorral helyettesitjik. A Jy operdtorok mellett bevezetjiik a
1
Dk:—ﬁk (k=1,2,...,n)
i

differencidloperatorokat, melyek hasznalata esetenként attekinthetébb formu-
lakhoz vezet. Ekkor D = (D1, Ds, ..., D,). Ha P tetsz6leges n-valtozés, komp-
lex egyiitthatés polinom, akkor a P(D) operator jelentése hasonlé a P(9) ope-
ratoréhoz.

Legyen N pozitiv egész, és minden olyan o multi-index esetén, melyre
|a] < N legyen f, az E(Q) tetszbleges eleme, tehdt Q-n N-szer folytonosan
differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy létezik legaldbb egy olyan a, melyre
|a] = N és f, nem azonosan nulla. Tekintsiik ezek utdn D'(Q)-n a kovetkezd
linedris differencidloperdtort: legyen minden D'(Q2)-beli u disztribicié és Q-beli
x esetén

P(z,D)u = Z folz) D%u,

la|<N

illetve, szimbolikusan

P(z,D)= Y falz)D*.

la|<N

Az N szédmot a P(z, D) operdtor rendjének nevezziik. A

> fale)D®

lee|=N

operator a P(x, D) operdtor férésze, az Q-beli x és R™-beli y esetén

ply) = > fala)y®

lal<N

médon értelmezett p : @ x R” — C fliggvény pedig a P(x, D) operdtor karakte-
risztikus polinomja. Ez egy N-edfoki homogén polinom az y = (y1,92, .-, Yn)
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valtozékban, melynek egyiitthatdi £(€2)-beli fliggvények. A p fliggvényt szokds
a P(xz, D) operdtor fészimbdlumdnak nevezni.

A P(x,D) operatort elliptikusnak nevezzik, ha p(x,y) # 0 hacsak z az
Q) tetszbleges eleme, y pedig az R™ nullatdl kiillonbozé eleme. Ezek szerint a
P(x, D) operator ellipticitdsa csupédn a f6résztdl fiigg.

A P(z, D) operatort dllandd egyitthatdsnak nevezzik, ha az f, fliggvények
minden « esetén dllandék. Ilyenkor P(x, D) helyett a fentiekben mér alkalma-
zott P(D) frasmédot alkalmazzuk.

2.5.1 Példa. Legyen n = 1, a komplex szam, és jelolje L a % — a kézonséges,
elsérendii, linedris, dllandd egyiitthatds differencidloperdtort. A megfeleld
P(z, D) operétor: P(x,D) =D — a. Az L operétor karakterisztikus polinomja
p(z,y) = iy, hacsak x,y az R elemei. Az L operétor tehét elliptikus.

Ha m pozitiv egész, ag, a1, ..., an,—1 pedig komplex szdmok, akkor az
dm dm—l d
L=—+4an-1——+ " -+a1—+a
e + am LT + + . + ag

differencidloperator elnevezése: kdzonséges, m-edrendd, linedris, dllando egyiitt-
hatds differencidloperdtor. A megfelel§ P operator

P(z,D) =i"D™ 4 ap, @™ D™ 4. 4 aiD + ag,
a karakterisztikus polinom pedig
p(z,y) =i"y™,
azaz, az L operator elliptikus.

Tekintsitk most RZ-en a % + ia% differencidloperatort. Ezt Cauchy—
Riemann—operdtornak nevezzikk. A megfelel§ P(x, D) operator a kovetkezd
alaki: P(x1,z2) = iD1 — Dy, mig az operdtorhoz tartozd karakterisztikus
polinom p(x1,x2,y1,y2) = iy1 — Y2, hacsak x1,22,y1,y2 az R tetszdleges ele-
mei. A Cauchy—Riemann—operator tehat elliptikus. Természetesen a Cauchy—

Riemann-operator értelmezheté R? barmely nem iires, nyilt részhalmazén, s
azon is elliptikus.

Legyen most n pozitiv egész. Az R™ tér Q nem fires, nyilt részhalmazan
értelmezett
0? 0? 0?
e
oz? = Ox3 oz2

mdasodrendd, linedris, dllando egyutthatos differencidloperdtort Laplace—operd-
tornak nevezziik Q-n. A megfelels P(x, D) differencidloperator alakja tehdt
P(z,D) = —(D? + D3 + --- + D?). A Laplace-operator karakterisztikus poli-
nomja

p(z,y) = —lyll,
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hacsak x az 2-nak, y az R™-nek tetszOleges eleme. A Laplace—operator tehat az
R™ tér barmely €2 nem iires, nyilt részhalmazan elliptikus.

Az R x R™ tér elemeit (t,z1,x2,...,2,) moédon jeldlve a

0
5 A

masodrendi, linedris, allandé egyiitthatés differencidloperatort az R™ barmely
Q, nem iires, nyilt részhalmazén hdvezetési operdtornak nevezziik. Itt A, a

0? 0? 0?

Be =52 T o3 o2

operatort jeloli. A hévezetési operdtornak megfelelé P(t,x, Dy, D, ) operdtor
P(t,x,D;,D;) = iDy + D} + D5+ --- + D2,
a karakterisztikus polinom pedig

plt . s,9) = lyl?.
A hévezetési operator tehat nem elliptikus.

Az R x R™ téren az
10

T
masodrendi, linearis, allandé egyiitthatos differencidloperatort Schrodinger—
operdtornak nevezzik, a ,

0

o o
ugyancsak mésodrendi, linedris, dllando egyiitthatds differencidloperatort pedig
hullamoperdtornak. Ezek egyike sem elliptikus.

2.6 Topologia a disztribiicidk terén

Legyen n pozitiv egész, 2 pedig az R™ nem {ires, nyilt részhalmaza. A D'()
teret a gyenge*-topoldgiaval latjuk el, melyet rajta, mint a CP¢?) alterén a
szorzattopolégia indukal. Igy példdul, ha (ug)rey disztribicick egy sorozata Q-
n, akkor ez a sorozat pontosan akkor konvergdl az u disztribliciéhoz, ha barmely

D(2)-beli ¢ tesztfiiggvény esetén az (uy (cp))keN komplex szdmsorozat u(y)-hez

konvergal. Ervényes a kovetkezd tétel:

2.6.1 Tétel. Legyen o multi-index, f pedig az E(Q) egy eleme. Fkkor az
u— 0% és uwr— fu

leképezések a D'(Q) tér folytonos linedris operdtorai.
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Bizonyitds. A linearitds mindkét esetben nyilvanvals. Tegyiik fel, hogy a D' (Q)-
beli disztribiciok (ux)ken sorozata az u disztribiciéhoz konvergal. Ekkor bér-
mely ¢ tesztfiiggvény esetén a (u(0%¢)) pen Szamsorozat u(9%p)-hez konvergdl,
igy

0% uk(p) = (—=1)!*lug(9*¢) — (=D)1*u(9%p) = 9*u(p),

tehdt u — 9%u folytonos leképezés.

Ugyancsak barmely ¢ tesztfiiggvény esetén az (uk( fgp)) EN szamsorozat,
u(f¢)-hez konvergdl, {gy

fur(p) = up(fo) — u(fe) = fulp),

tehat az u — fu leképezés folytonos. o

2.7 Disztribucidk lokalis egyenlésége

Legyen n pozitiv egész, 1 pedig az R™ tér nem iires, nyilt részhalmaza.
Legyenek wuq,us disztribucidk 2-n, €y pedig az ) egy nem iires, nyilt részhal-
maza. Akkor mondjuk, hogy az uy €s us disztribicick az Qo halmazon egyenlék,
ha barmely D(€g)-hoz tartozé ¢ tesztfliggvényen ui(p) = wua(p). Ha az u
disztribicié az Qp-on 0, akkor azt mondjuk, hogy eltinik p-on. Ha példaul f
egy lokalisan integrdlhaté fiiggvény €2-n, akkor uy akkor és csak akkor tiinik el
Qp-on, ha f az p-on majdnem mindeniitt nulla.

2.7.1 Tétel. Legyen  az R™ nem tres, nyilt részhalmaza, ' pedig az Q egy
nyilt lefedése. Legyen minden I'-beli w esetén u,, eqy disztribicio w-n igy, hogy
ha a T-beli wy,ws esetén wiNwy # 0, akkor uy = us az w1 Nws halmazon. Ekkor
egyértelmiien létezik olyan u disztribicid az Q-n, hogy u = u,, teljesil az w-n,
minden I'-beli w esetén.

Bizonyitds. Legyen (v;);en a I' lefedés ald rendelt lokdlisan véges egységfelbon-
tas, ami az 1.3.1 tétel alapjan létezik. Minden i-re legyen w; a I'-nak egy olyan
eleme, mely tartalmazza ; tartéjat.

Ha ¢ tesztfiiggvény Q-n, akkor ¢ = Y2 1. Ebben az Osszegben csak
véges sok tag kiilonbozik 0-tél, mert ¢ tartéja kompakt. Vildgos, hogy az

u(@) = Y e () )

moédon értelmezett u fliggvény linedris funkciondl D(Q2)-n.

Tegyiik fel, hogy ¢; — 0 a D(2)-ban. Ekkor van olyan K kompakt halmaz
Q-ban, mely tartalmazza minden ¢; tartéjat. Az 1.3.1 tétel alapjan van olyan
m pozitiv egész szdm, hogy

u(p;) = Z U, (V05 (6)
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teljestl egy K-t tartalmazé nyilt halmazon, ha j = 1,2,.... Mivel ¢;¢; — 0 a
D(w;)-ben, ha j — oo, ezért (5) miatt u(p;) — 0. Tehdt a 2.1.1 tétel alapjin u
disztribucié Q-n.

A misodik allitas bizonyitdsahoz legyen ¢ egy tesztfliggvény w-n. Ekkor ;¢
tesztfliggvény w; Nw-n, igy a tétel feltétele miatt wu,, (1Y) = uw(YPip). Tehdt

u(p) = Zuw(%s@) = U(Z%s@) = u,(p),

és ezért u = u,, az w-n.

A most bizonyitottakbdl az egyértelmiiség is kovetkezik, hiszen u-nak telje-
sitenie kell (4)-et. O

2.8 Disztribucié tartdja

Legyen n pozitiv egész, 2 az R™ tér nem ires, nyilt részhalmaza, u pedig egy
disztribicié az Q-n. Az u tartdjdnak nevezzik az Q2 mindazon nyilt részhalmazai
egyesitésének (2-ra vonatkozé komplementerét, melyeken az u eltiinik. Ezt a
halmazt supp u-val jeloljiikk. Az 1.3.1 tétel alapjdn minden disztribucié eltiinik
tartéja komplementerén.

2.8.1 Tétel. Legyen Q2 az R™ nem tres, nyilt részhalmaza, u pedig egy disztri-
bicio Q-n. Ekkor

(i) Ha az Q valamely ¢ tesztfiigguényének tartéja nem metszi az u tartdjdt,
akkor u(p) = 0.

(i) Ha u tartdja res, akkor u = 0.

(111) Ha az E(Q)-beli ¢ fiigguény 1-el egyenld valamely, az u tartdjdt tartalmazd
nyilt halmazon, akkor u = u.

(iv) Ha u tartdja kompakt, akkor w véges rendi: létezik olyan C > 0 szdm és
N nem negativ egész, hogy

lu(p)| < Can,x(¥)

teljesil minden Q-beli K kompakt halmaz, és minden Dy (Q2)-beli ¢ esetén.
Tovdbbd, az u egyértelmien kiterjeszthetd E(Q) folytonos linedris funkci-
ondljdvd.

Bizonyitds. Az els6 két éllitas nyilvanvalé. A harmadik allitasban, ha ¢ egy
tesztfiiggvény -n, akkor a ¢ — ¥y fiiggvény tartdja nem metszi u tartéjat, igy
az els6 4llitds alapjdn készen vagyunk. Végiil az (iv) bizonyitdsdhoz legyen u
tartdja kompakt. Az 1.3.1 tétel alapjan van olyan 1 tesztfiiggvény Q-n, melyre
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teljesiil (iii). Rogzitsiink egy ilyen 1-t, melynek tartéja legyen K. Ekkor van
olyan C; konstans és N nem negativ egész, hogy

lu(p)| < Cran, k()

teljesiil minden D (Q)-beli p-re. A Leibniz—formula szerint van olyan Cy szdm,
hogy
an, k (V) < C2qn x(p)

fennall minden D(Q)-beli ¢-re. Ezért

lu(@)| = |u(ve)| < Crgn k() < C1C2qn K (p)

érvényes minden D(02)-beli ¢ mellett. Mivel u(p) = u(yp) teljesiil minden
D(Q)-beli ¢ esetén, ezért az E(Q)-beli f-ekre

u(f) = uw(®f) (7)

moédon adott formula nyilvan az u egy kiterjesztését értelmezi £(Q)-ra. Ez a
kiterjesztés folytonos, mert ha f; — 0 az £(2)-ban, akkor az f;-k deriviltjai az
Q) kompakt részhalmazain egyenletesen konvergalnak 0-hoz i — oo esetén, ezért
a Leibniz—formula alapjdn ¢ f; — 0 a D(Q)-ban, igy u(f;) — 0.

Ha f az £(Q) tetszOleges eleme, Ky pedig az Q egy kompakt részhalmaza,
akkor van olyan ¢ tesztfiiggvény Q-n, mely f-el egyenl$ Ko-on. Ezért D(Q) stir(i
E(Q)-ban, s igy u-nak legfeljebb egy folytonos kiterjesztése lehet £(2)-ra. O

Megjegyezziik, hogy (i)-ben lényeges, hogy ¢ nem csak u tartéjan, hanem
egy u tartéjat tartalmazo nyilt halmazon is eltiinik.

Az (ii)-t figyelembe véve a mdsodik legegyszeriibb eset az, amikor egy diszt-
ribucié tartdja egyetlen pontbdl all. Az ilyen disztribicidk teljesen leirhatok.

2.8.1 Lemma. Legyen n pozitiv egész, X komplex vektortér, tovdbba legyenek
A1, Ao, ..o Ay, A linearis funkciondlok X -en. Jelolje N a A1, Ao, ..., Ay funk-

ciondlok nulltereinek metszetét. Ekkor a kiovetkezd feltételek egyenértékiek:

(i) Vannak olyan aq, o, ..., ap komplex szamok, hogy

A=aiA1 +asAo + -+ a, A,
(i) Van olyan v < +00, hogy minden X -beli x esetén
|A(z)] <~y max |Ai(z)].

1<i<n

(iii) A(x) =0 minden N-beli x esetén.
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Bizonyitds. Vildgos, hogy (7)-bdl kovetkezik (ii), és (ii)-bSl kovetkezik (444). Te-
gyiik fel, hogy teljesiil (iii). Legyen 7: X — C™ a

m(z) = (A1(z), A2 (2), ..., An(z))

médon értelmezve, hacsak z az X eleme. Ha m(x) = mw(z’), akkor (i7) miatt
Alx) = A(2'). Ezért A = F o, valamely F : C* — C fuggvénnyel. Ez az
F linedris funkciondl C"-en, igy léteznek olyan «; (i = 1,2,...,n) komplex
szamok, hogy

F(z1,22,...,2n) = 0121 + 0222 + - + ap2y

teljestil minden C"-beli 21, 29, .. ., 2, esetén. Ezért
A(z) = F(n(z)) = F(A1(2), A2(2), ..., Ap(2)) = Z ;A (x)
i=1

hacsak = az X eleme, s ez éppen (4). O

2.8.2 Tétel. Legyen n pozitiv egész,  az R™ tér nem tires, nyilt részhalmaza,
u pedig eqy disztribucio Q-n, melynek tartdja az Q-beli p pontbdl dllo egypontos
halmaz. Ha u rendje N, akkor vannak olyan co (|| < N) kostansok, hogy

u = Z Ca 0%0p. (8)

laf<n

Megforditva, minden (8) tipusi disztribicid tartdja a {p} halmaz, ha nem min-
den cq nulla.

Bizonyitds. Vildgos, hogy minden (8) alakd disztribucié tartéja {p}, feltéve,
hogy a ¢, szdmok nem mindegyike nulla.

A tétel nem trivialis részének igazolaséhoz tegyiik fel, hogy p = 0. Ezzel nem
korlatozzuk az altalanossdgot. Legyen ¢ egy tesztfliggvény 2-n, melyre minden
|a] < N estén teljesiil, hogy

(0%¢)(0) = 0. (9)
Elészor azt fogjuk megmutatni, hogy ekkor u(p) = 0.

Ha n > 0, akkor van olyan K kompakt gomb az ()-ban, melynek az origd a
kozéppontja, hogy
|0%| <n (10)

a K-n, ha |a| = N. Azt allitjuk, hogy
0% ()| < g1Vl (11)

hacsak = a K eleme és |a| < N.
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Ha |a| = N, akkor ez éppen (10). Legyen 1 < i < N, és tegyiik fel, hogy
(11)-et igazoltuk mar minden olyan a-ra, melynél |o| = i. Legyen f olyan
multi-index, hogy |3| =i — 1. A 9% gradiense a

vektor. Az indukcids feltevésbdl kovetkezden
lgrad 9°p)(z)| < n - g™ 2N, (13)

hacsak = a K eleme, és mivel 3°p(0) = 0, a kdzépérték—tétel alapjan (11)
érvényes (B-val « helyett. Ezzel (11)-et igazoltuk.

Most valasszunk egy olyan D(R™)-beli ¢ figgvényt, mely 1-el egyenls a 0
valamely kornyezetében, s melynek tartéja az R™ tér B zart egységgdombjében
van. Legyen

Yr(z) = 1/1(5) (14)

r

hacsak r > 0 és x az R™ eleme. A 1, tartdja r B-ben van, mely elég kis r esetén
része K-nak. A Leibniz—formula alapjan

0 (re)(a) = 3 co @0 (2 )@@ as)

Bla

A (11)-b6l kovetkezik, hogy elég kis r esetén

qN,K(U)TSﬁ) S anN,K(U))v (16)

ahol C az n-tol és N-tdl fiiggo dllando.

Mivel u rendje N, ezért van olyan C; konstans, hogy |u(¢)| < Cign,x (¥)
minden Dy (R™)-beli ¢ tesztfiiggvény mellett. Mivel ¢, = 1 az u tartéjdnak egy
kornyezetében, ezért (16), és a 2.8.1. Tétel (iii) allitdsa kovetkeztében

lu(p)] = [u@rp)|l < Cran,k (Yrp) < NCC1aN,K (V).
Mivel 7 tetsz6leges volt, ezért u(p) = 0, ha (9) teljesiil. Mdsrészt, a
(0°6)p = (=1)I*15(0%p) = (=1)*/(8*)(0) (17)

egyenléség alapjdn ez azt jelenti, hogy w eltlinik a 9%0 (Jo| < N) funkciondlok
nulltereinek metszetén, s ezért tételiink allitasa kovetkezik a 2.8.1. tételbol. O
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2.9 Disztribuciok konvolicidja

Az 1.7 szakaszban mér bevezettiik a konvoluciét fiiggvényekre. Ha tehat

f, g olyan komplex értéki fiiggvények R™-en, amelyeknek létezik a konvolucidja,
akkor

(fxg)(x) = . f@)g(x —y)dmn(y)

érvényes minden R™-beli x esetén. Vegyiik észre, hogy
fro=[1m

Ennek alapjan célszerii barmely D'(R™)-beli u disztribiicid, D(R™)-beli ¢
tesztfiiggvény, és R™-beli x esetén az u és ¢ konvolicidjat

(uxp)(x) = u(r2p) (18)

moédon értelmezni, hiszen ekkor barmely f lokalisan integralhato fiiggvény ese-
tén up * @ = Upy, teljesil.

Ugyancsak célszerti értelmezni barmely D’ (R™)-beli u disztribiicié és R™-beli
x esetén a T,u disztribuciot

(2u) () = w(T—2p) (19)
médon barmely D(R™)-beli ¢-re, illetve az @ disztribucidt
() = u(p) (20)

moédon, ugyancsak tetszoleges ¢ tesztfliggvény esetén. Konnyt latni, hogy 7,u
és 4 val6ban folytonos linedris funkciondlok a D(R™) téren.

2.9.1 Tétel. Legyen n pozitiv egész, u eqy disztribicio, ¢, pedig tesztfiggué-
nyek R™-en. Ekkor

(i) minden R™-beli x esetén
Te(ux @) = (Tou) * @ = ux* (To);
(i1) az ux* ¢ az E-hez tartozik, és
0% (u* @) = (%) * o = ux (0%)
teljesil minden o multi-index esetén;

(iii)
u* (px1h) = (ux*p) x1h.
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Bizonyitds. Minden R"-beli y esetén

(Ta(ux @) (W) = (uxp)(y—2)=u(ry—sp), (21)
((Twu) * ‘P) (y) = (Twu)(Tu‘P) = U(Tu 29), (22)
(ux (w)(y) = ulry(rp)) = u(ry—op) (23)
teljesiil, ami (é)-t adja.
Ha u-t a
7.((0%)) = (=1)*19°(r.9) (24)

azonossag mindkét oldaldra alkalmazzuk, akkor az (i1) egy részét kapjuk, neve-

zetesen
(ux (0%9)) () = ((0%u) * p) (2).

Az (i) tovabbi részének bizonyitasdhoz legyen e egy egységvektor R™-ben, és
barmely r > 0 szam esetén legyen

Tr = T_l(TO - Tre)- (25)

Ekkor (7)-b&l
N (u* ) = ux* (). (26)

Ha r — 0, akkor 7,0 — 0. a D(R™)-ben, ahol 0, az e irdnyban vett irdnymenti
derivaltat jeloli. Ezért barmely R™-beli x mellett

Tz ((nr@)v) — Tz(0etp)”
a D(R™)-ben, s igy
lim (u (7)) () = (u* (9e)) (), (27)
A (26) és (27) alapjén
Oe(u * @) = u * (Dep), (28)
igy a (28) ismételt alkalmazdsdval (i7)-t kapjuk.
Az (i) bizonyitdsdhoz a
(pxy)(t) = - D () (75 @) (t)dmn (s) (29)

azonossagbél indulunk ki. Legyen K7, illetve K a ¢, illetve 1 tartéja, tovabba
K = K; + Ks. Ekkor (29) a kovetkez8, Dy (R™)-értékii integrdl (1d. az 5.7
szakasz 5.7.3 tételét):

(pxy) = K J’(S)TS(S‘V’) dmy,(s), (30)

amibdl

(u (@ *9))(0) = ul(p *¢¥)) =
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= | d(s)ulrd)ds = . (=8)(u* @) (s) dman(s),

vagyis
(ux (9% 9))(0) = ((u* ) *¥)(0) (31)
adddik.

Ahhoz, hogy (31)-et 0 helyett x-re kapjuk meg, alkalmazzuk (31)-et 7_,1)-re
a 1 helyett, és haszndljuk fel (i)-t. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

Az approximativ egységek szerepét vildgitja meg a kovetkezo tétel.

2.9.2 Tétel. Legyen (wj)jen approzimativ egység R"™-en, u eqy disztribicid, ¢
pedig egy tesztfiggvény. Ekkor

(i) im0 @ *wj = ¢ a D(R™)-ben,
(11) lim; oo u * wj = u a D'(R™)-ben.

Bizonyitds. Az 1.8.3 tétel alapjan f * w; — f az R™ minden kompakt részhal-
mazan, ha f az R™-en folytonos, komplex értékii fliggvény. Ha itt f = 0%p,
akkor latjuk, hogy 0%(p*w;) — 0% egyenletesen. Ugyanakkor az Osszes ¢ *w;
tartéja benne van egy kompakt halmazban, hiszen az w; fiiggvények tartéi a
{0}-ra htuzdédnak 6ssze. Ebbé] (i) kovetkezik. Tovabbd, a 2.9.1 tétel (i) és (i)
allitdsaibdl kovetkezik (i7), ugyanis

u(@) = (ux@)(0) = lim (ux (w; *¢))(0) =

J—

= lim ((u*wj) *©)(0) = lIm (u*w;)(@).

Jj—oo Jj—oo

O
2.9.3 Tétel. Legyen n pozitiv egész, és minden D' (R™)-beli u disztribicid esetén
Lo =ux*gp, (32)

hacsak ¢ D(R™)-beli tesztfigguény.

(i) Ekkor L a D(R™)-nek E-be vald folytonos, linedris leképezése, melyre min-
den R™-beli x esetén teljestil

7oL = L7,. (33)

(i) Megforditva, ha L a D(R™)-bdl C(R™)-be képezd folytonos, linedris leképe-
2és, melyre fenndll (33), akkor egyértelmien létezik olyan w disztribicid,

hogy fenndll (32).
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Bizonyitds. Elbszor (i)-t bizonyitjuk. Mivel 7, (u * ¢) = u * (15¢), ezért (32)-
bél kovetkezik (33). Az L folytonossdganak bizonyitdsdhoz elég megmutatni,
hogy az L-nek minden Dy (R™) térre val6 sziikitése folytonos leképezés E-be,
hacsak K az R™ kompakt részhalmaza. Mivel ezek a terek Fréchet—terek, igy a
5.6.5 zdrt graf tétel alkalmazhat6. Tegyiik fel, hogy ¢; — ¢ a Dk (R™)-ban, és
ux p; — f az E-ben. Azt kell igazolni, hogy f = u * ¢.

Legyen x az R™ egy eleme. Ekkor 7,¢; — 7,9 a D(R™)-ben, ezért
Fla) = lim (ux 0 (x) = lim u(raps) = u(rs) = (us @) (x).

Az (ii) bizonyitdsdhoz legyen u(p) = (L)(0), hacsak ¢ D(R™)-beli. Mivel
¢ — ¢ a D(R™)-n folytonos, linedris operdtor, a ¢ — ¢(0) pedig a C(R")-
en folytonos, linedris funkciondl, ezért u folytonos D(R™)-n, azaz disztribicid.
Mivel L teljesiti (33)-t, igy

(L) (x) = (T2 Lp)(0) = (LT-2tp)(0) =

= u((T-2¢)) = w(12p) = (u* )(0).

Az u egyértelmiisége nyilvanvald, ugyanis, ha u olyan disztribucié, hogy uxp = 0
minden ¢ tesztfiiggvény esetén, akkor

u(p) = (ux¢)(0) =0,
hacsak ¢ tesztfiiggvény, ezért u = 0. O

Tegyiik fel, hogy v kompakt tartéji disztribicié. A 2.8.1 tétel alapjin u
egyértelmiien kiterjesztheté £ folytonos, linearis funkcionaljava, melyet a fél-
reérthetéség veszélye nélkiil ugyancsak wu-val jeloliink. Ekkor a korabbiakhoz
hasonlé moédon értelmezziik u és tetszéleges E-beli ¢ konvolicidjat az

(ux p)(2) = u(r2)

formuldval minden R"-beli x esetén.

2.9.4 Tétel. Legyen n pozitiv egész, u kompakt tartoji disztribicic R™-en, ¢
az € eqy eleme, ¢ pedig eqy tesztfiggvény. Ekkor

(i)
To(ux ) = (T2u) * @ = u (To9),

ha x az R™ eleme;
(i1) ux az E-hez tartozik, és

0% (u* @) = (0%u) * ¢ = u * (0%p);

(iii) u* 1 a D(R™)-hez tartozik;
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(iv) ux (px1p) = (ux @)= (uxt)*op.
Bizonyitds. Az (i) és (i) bizonyitdsa teljesen hasonlé a 2.9.1 tétel megfeleld
allitdsainak bizonyitdsdhoz, {gy azokat nem ismételjikk. meg. Az (i) bizonyi-
tésahoz legyen K, illetve H az u, illetve a ¢ tartéja, ekkor 7,1 tartéja @ — H.
Ezért 5

(ux ¢)(x) = u(re9)) =0,
ha K nem metszi x — H-t, azaz, ha x nem tartozik K + H-hoz. fgy az u *
tartéja a K + H kompakt halmaznak részhalmaza.

A (iv) igazoldsdhoz legyen W egy K-t tartalmazé korldtos, nyilt halmaz, és
vélasszunk a D(R™)-ben olyan ¢q fiiggvényt, hogy ¢o = @ teljesiiljon a W + H-
ban. Ekkor (p * 1) = (po * ¢) teljesiil W-ben, igy

(w (px1))(0) = (u* (o 1)) (0). (34)

Ha —s a H-ban van, akkor 759 = 750 érvényes W-ben, tehdt u ¢ = u * ¢q
teljesiil a —H halmazban. Ebbdl

((uxp) %) (0) = ((ux* o) * 1) (0) (35)
adddik. Mivel az u * ¢ tartéja K + H-ban van, ezért
((wx 1) % 9)(0) = ((u* 1) * po) (0). (36)

A jobboldalak egyenlok a 2.9.1 tétel alapjén, igy a baloldalak is egyenlok. Ez
azt mutatja, hogy az (iv)-ben szerepld konvolicidk egyenlék az origéban. Az
altaldnos esetet eltolassal kapjuk, csakiagy, mint a 2.9.1 tétel végén. O

Legyenek u,v disztribucidk, és tegyiik fel, hogy legaldbb az egyiknek kom-
pakt a tartéja. Ekkor barmely ¢ tesztfiiggvény esetén legyen

Lo =wux*(v*p). (37)

Vegyiik észre, hogy ha a v tartdja kompakt, akkor v * ¢ tesztfiiggvény, ezért az
u* (v * @) értelmezve van, és Ly az E-hez tartozik, mig ha u tartéja kompakt,
akkor u x (v * ) azért van értelmezve, mert v x ¢ az E-hez tartozik, melyre u
egyértelmiien kiterjeszthetd, s ekkor ismét Ly az E-hez tartozik.

Ha ¢; — 0 a D(R™)-ben, akkor a 2.9.3 tétel (i) allitdsa miatt v * ¢p; — 0 az
E-ben, tovabbd, ha v tartéja kompakt, akkor v * ¢; — 0 a D(R™)-ben. Ezért
mindkét esetben (Lp;)(0) — 0, s igy a ¢ — (L)(0) funkciondl disztribicid,
melyet u x v-vel fogunk jelolni, és az u és v disztribicick konvolicidjanak
nevezziik. A 2.9.3 tétel (i) részének bizonyitasabdl ldthat6, hogy u * v és L
a kovetkez6 kapcsolatban allnak egymassal:

Lo = (uxv) x o, (38)
barmely ¢ tesztfiiggvény esetén. Masszoval, az u * v disztribiciot az
(uxv) ko =musx*(v*ep) (39)

egyenloség jellemzi, mely minden ¢ tesztfiiggvény esetén fenndll.
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2.9.5 Tétel. Legyen n pozitiv egész, u,v,w disztribicick R™-en, S, Sy, Sw pe-
dig rendre a tartoik.

(i) Ha u és v valamelyikének tartdja kompakt, akkor uxv = v x u.

(i) Ha S, és Sy, valamelyike kompakt, akkor

Su*'u C Su + Sv-

(i) Ha u,v és w kozil legalabb kettének a tartdja kompakt, akkor

(usv)*xw=mux*(v*w).

(iv) Ha o« multi-index, akkor
0%u = (0%9) x u.
Specidlisan, uv = 0 * u.

(v) Ha u és v valamelyikének a tartdja kompakt, akkor bdrmely o multi-index
esetén

0% (u*v) = (0%) xv = ux* (0%0).

Bizonyitds. Az (i) bizonyitdsdhoz legyenek ¢, tesztfiggvények. A 2.9.1 tétel
(#4) 4llitdsabdl kovetkezik, hogy

(uxv)* (px1) =ux (v (p*v)) =
:u*((v*<p)*1/)):u*(1/}*(v*<ﬂ))7

hiszen a fliggvények konvolicidja kommutativ. Ha S, kompakt, akkor ismét al-
kalmazzuk a 2.9.1 tétel (éii) allitdsat, ha pedig S, kompakt, akkor a 2.9.4 tétel
(iv) részét. Mindkét esetben azt kapjuk, hogy

(uxv)(px9) = (ux ) x (v ). (40)
Mivel ¢ * 1) = ¥ * ¢, ugyanezzel a szamitassal

(v u) x (pr 1) = (v @) * (ux) (41)
addédik. A (40) és (41) jobboldalai egyenlék, hiszen fiiggvények konvoliciéi. Igy

(wxv)x@)x = ((v*u)*p) . (42)

Ha kétszer alkalmazzuk a 2.9.3 tétel bizonyitasdnak végén hasznélt egyértelmii-
ségre vonatkozo érvelést, akkor u x v = v * u adodik.

Az (i) bizonyitdsdhoz legyen ¢ egy tesztfiiggvény, ekkor egyszerii szamolds-
sal kapjuk, hogy

(uxv)(p) = u((v*@)). (43)
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Az (i) alapjan nem korldtozzuk az §ltaldnossdgot, ha feltételezziik, hogy v
tartéja kompakt. A 2.9.4 tétel (ii4) allitdsdnak bizonyitdsa mutatja, hogy a
v * @ tartdja S, — S,-ben van, ahol S, a ¢ tartéja. A (43) miatt (u*v)(p) =0,
ha S, nem metszi S, — S,-t, azaz, ha S, nem metszi S, + Sy-t.

Most (ii1)-t igazoljuk. Az (4#)-bdl kovetkezik, hogy az (u x v) * w és az
u* (v *w) disztribiciék mindegyike értelmezve van, ha az Sy, Sy, S, halmazok
kozil legfeljebb egy nem kompakt. Ha ¢ egy tesztfiiggvény, akkor a definiciobol
azonnal kovetkezik, hogy

(us (vew)) xp=u((vxw)*p)=ux(v*(wxyp)). (44)
Ha S,, kompakt, akkor
((u*v)*w)*gp:(u*v)*(w*w):u*(v*(w*gp)), (45)

hiszen w * ¢ tesztfiggvény, a 2.9.5 tétel (iii) dllitdsa alapjan. Az (44) és (45)
osszehasonlitdsdbol kapjuk (444)-t, ha S, kompakt.

Ha S, nem kompakt, akkor S, kompakt, s az €l6z6 eset alapjan a kommu-
tativitas felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy

uk (Vrxw)=ux(wxv)=(w*v)*u=
=wx* (vru) =wx* (uxv) = (u*v)*w.

Az (iv) bizonyitdsdhoz legyen ¢ egy tesztfiiggvény, ekkor 0 * ¢ = ¢, ugyanis

(0 @) (@) = 6(m2p) = (129)(0) = p(—x) = (),
minden R™-beli z esetén. Igy (i), valamint a 2.9.3 tétel (i) allitasa alapjin
(%) x o =u*x 0% =ux0(d * @) = ux (9%9) * .
Végiil, a (v) az (i), (iii) és (i) kovetkezménye:
O%(u*v) = (0%6) * (uxv) = ((00) *u) * v = (0%u) * v,

és
((0%0) *u) *v = (u*0%8) x v =ux (9%6) x v = u* 0.
O

A 2.5 szakaszban bevezettiikk a Dy = %8;@ (k =1,2,...,n) differencidlope-
ratorokat. Konny(d latni, hogy ha a fentiekben a Oy operdtorokat Dy-ra cse-
réljiik, akkor allitasaink és formuldink - esetleg értelemszerti valtoztatasokkal -
érvényben maradnak.
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2.10 Feladatok

1.

10.

Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ tetszéleges tesztfiiggvény R-en, n pedig olyan
tesztfiiggvény R-en, mely a 0 valamely kornyezetében 1-el egyenld, ak-
kor barmely pozitiv egész n esetén van olyan v tesztfiiggvény R-en, hogy
minden R-beli x esetén fennall

n—1 .Ik
ple) =n(x) D 5 ¢ (0) +a" ().
k=0

. Legyen ¢ tesztfiiggvény R-en. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor

1étezik olyan 1) tesztfiiggvény R-en, hogy ¢ = 1)’, ha fjoo ©=0.

oo

. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ olyan tesztfiiggvény R-en, melyre fennall

i oo wo = 1, akkor az R-en barmely ¢ tesztfiiggvény el6allithato

+oo
o) =@ [ o +v(a)
alakban, ahol ¢ alkalmas tesztfiiggvény R-en.
Bizonyitsuk be, hogy a Dirac—disztribtcié szingularis disztribucid.

Bizonyitsuk be, hogy az x +— In |z| fiiggvény R-en lokdlisan integralhato.

Bizonyitsuk be, hogy az x — In |z| fiiggvény disztribicié-értelemben vett
derivéltja ’P%.

Bizonyitsuk be, hogy a ’P% disztriblicié szinguldris disztribuicio.

Bizonyitsuk be, hogy ha 2 az R" nyilt részhalmaza, f : @ — C pedig
folytonos fliggvény, akkor supp f = suppuy.

Bizonyitsuk be, hogy ha (w:)eso approximativ egység R"-ben, akkor a
D' (R™)-ben w. — ¢ teljesiil € — 0+ esetén.

Bizonyitsuk be, hogy ha f. az alabbi R-en lokélisan integralhaté fiiggvé-
nyek barmelyikét jeloli, akkor D'(R)-ben f. — § teljestil e — 0+ esetén.

(1)

1 a2
fs(x) = \/—2_56 )
(i)
21 . «x
fe(z) = — smg,
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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21 .52
fg(:v)Z\/;ﬁsm -

Bizonyitsuk be, hogy a Zz:ioo a0k sor tetszéleges komplex ay egyiitt-
haték esetén D'(R)-ben konvergens.

(iv)

Bizonyitsuk be, hogy disztribiiciék barmely D’(R™)-ben konvergens sora
tagonként differencialhato.

Legyen (ax)rez komplex szdmsorozat, melyhez van olyan m nem negativ
egész, s vannak olyan A, B valés szdmok, hogy

lak] < Alk|™ + B

teljesiil minden k egész szam esetén. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a

1 axe™® trigonometrikus sor D’(R)-ben konvergens.

Bizonyitsuk be, hogy D’'(R)-ben érvényes a kovetkezd:

—+o0 —+o0
oot = 3" g
k=—o0 k=—00

Bizonyfitsuk be, hogy D’(R)-ben fenndllnak a Szohockij—féle formuldk:

1 1
lim = iy Z5(x) + P,
e—0+ T + 1€ 2 x
és
1 ™ 1
li =14/ =0 —
a—1>%1+ T — 1€ ! 2 (z) +Pw

illetve —L-.)

(A két hatdrérték szokdsos jelolése: —5

1
x+107
Bizonyitsuk be, hogy ha m pozitiv egész szam, akkor az

zmu=0

egyenletnek eleget tevé minden u disztribicié a kovetkezo alaku:

m—1
i=Y e,
k=0
ahol cg, c1, ..., cm—1 tetszoleges komplex szamok.

Hatarozzuk meg az alabbi egyenletek 0sszes u disztribicié-megoldasait:
(i) zu =1;

(i) zu = PL;



44

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

2 DISZTRIBUCIOK

(iii) 22u =1;
(iv) sinz- v =0.

Bizonyitsuk be, hogy ha u kompakt tart6ju disztribicié R™-en, akkor w1
allando.

Legyen barmely o > 0 és valds x esetén

1 =2 2 «
O R

Bizonyitsuk be, hogy barmely «, 8 > 0 esetén
faxfs =1 foazp € 9a* 95 = gats-

Szamitsuk ki D’ (R)-ben a H*H konvoliciét, ahol H a Heaviside—fiiggvény.

Legyen minden R-beli x esetén f(x) = e~ 1*l. Szamitsuk ki D’'(R)-ben az
uys * uy konvoliciot.

Legyen minden R-beli z esetén f(x) = H(R — |z|), ahol R > 0, H pedig
a Heaviside—fliggvény. Szdmitsuk ki D’(R)-ben az uy * uy konvoluciét.

Legyen o > 0, minden R-beli z,¢ esetén f(¢t,z) = H(at — |z|), tovdbba
jelolje v a H(t) - 6(z) disztribiiciét R2-en, ahol H a Heavisidefiiggvényt
jeléli. Szdmitsuk ki D'(R?)-ben az u s * v konvolticiét.

Legyen o > 0, minden R-beli z,¢ esetén f(¢t,z) = H(at — |z|), tovdbba
jelolje v a H(t) - &' (x) disztribticiét R2-en, ahol H a Heaviside—fiiggvényt
jeloli. Szdmitsuk ki D’(R?)-ben az uy * v konvolticidt.
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3 FOURIER-TRANSZFORMACIO

3.1 Jelolések

A tovabbiakban n mindig egy pozitiv egész szdmot jelol, s multi-index alatt
mindig n-dimenzids multi-indexet értiink. Mint kordbban, az R™ téren m,, fogja
jelolni a normadlt Lebesgue—mértéket:

dm,(z) = (2m)~ 2 dz.

Az LP tereket R™-en ezzel a mértékkel normaljuk:

I ={ [ rpama b, @< p <00

Az R"-en értelmezett f, g komplex értéki fliggvények konvolicidja tehdt

(F=9)@) = [ fa=nalwdma)

modon van értelmezve, feltéve, hogy az integral 1étezik.

Barmely R™-beli t esetén az e; karaktert az
el(z) = e = exp{i(tizy + toxo + -+ thzn)}
egyenlOség értelmezi, ahol x az R™ tetszoleges eleme. Minden e; kielégiti az

et(z +y) = er(w)er(y)

fliggvényegyenletet, ahol ¢, z,y azR"™ tetszOleges elemei. Tehdt e; az R™ ad-
ditiv csoportjanak az egységnyi abszolit értékii komplex szamok multiplikativ
csoportjaba valé homomorfizmusa.

3.2 A Fourier—transzformacié értelmezése

Az LY (R™)-beli f fiiggvény Fourier—transzformdltja az f : R — C fiiggvény,
melyet az

fy="[ fe_idm,

R~

egyenldség értelmez az R™ minden ¢ eleme esetén. Az f — f leképezést Fourier—
transzformdcionak nevezziik. Vegyiik észre, hogy

F(t) = (f % e)(0)

minden R™-beli ¢ esetén fennall.
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Ha « egy multi-index, akkor a 2.5 szakasz jeloléseinek megfelel6en legyen

Lo\ (19\" [19\™
a_ (N—lalga — [ 2 Y - -
b ()~9 (i(?:rl) <i8x2> (z@:z:n> '

A D% operatorok hasznalata egyszerisiti a formuldkat. Példaul,
Do‘et = to‘et,

ahol, mint kordbban, az R"-beli t = (t1,t2,...,t,) esetén t& = 752 ... t*.
Ha P egy n véltozés, komplex egyiitthatés polinom, és minden R™-beli & mellett

P(g) = Z ca€”,
akkor a P(D) és P(—D) differencidloperdtorokat

P(D)=> caD® P(-D)=) (-1)l*lc, D

[e3 «

modon értelmeztik. Kovetkezésképpen
P(D)et = P(t)et
teljesiil minden R™-beli ¢ esetén.

A kovetkezo tétel allitasai egyszerii szamolassal kovetkeznek a definiciokbol.

3.2.1 Tétel. Legyenck f,g az L'(R™) elemei, x,t pedig R™-beli. Ekkor
(i) (tafV = e of;

(i) (exf)=7of;

(iii) (f * gy = fg;

() ha A >0, és h(x) = f(x/)), akkor h(t) = X" f(At).

3.2.2 Tétel. (i) Ha P egy polinom, g az S(R™) tér egy eleme, a pedig egy
multi-index, akkor az

f=Pf fregf, [—Df
leképezések az S(R™)-nek S(R™)-be vald folytonos, linedris leképezései.

(ii) Ha f az S(R™) egy eleme, P pedig egy n-vdltozds, komplex egyiitthatds
polinom, akkor

(P(D)f)'=Pf ¢és (Pf)=P(-D)f.

(iii) A Fourier—transzformdcié S(R™)-nek S(R™)-be wvald folytonos, linedris
leképezése.
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Bizonyitds. Ha f az S(R™) egy eleme, akkor D*f is, és a Leibniz—formula
alapjan Pf és gf is. A harom leképezés linearitasa nyilvanvald, folytonossdguk
pedig a 5.6.5 zdrt graf tétel kovetkezménye. Ez bizonyitja (i)-t.

Ha f az S(R™) eleme, akkor P(D)f is, és
(P(D)f) xer = fxP(D)es = f* P(t)ey = P(t)[f * et

Ezen fiiggvények 0-beli értékeit kiszdmitva kapjuk (ii) els§ részét, nevezetesen

(P(D)F)(8) = P(0)f (1),

hacsak ¢t az R™ egy eleme. Ha t = (t1,to,...,t,), ést’ = (t1 +¢,12,...,t,), ahol
e # 0, akkor

1€ 1X1E

A 5.7.1 Lebesgue-tétel alkalmazhatd, hiszen x;f integralhatd, s azt kapjuk,

hosy )
g 0= [ mpwe dm, o).

i 0ty

Ez éppen (i) mésodik része P(x) = x1 esetén. Az dltaldnos esetet ebbdl iterd-
ciéval kapjuk.

Legyen f az S(R™) eleme, és g(x) = (—1)l*l2*f(z), ha x az R" tetszGleges
eleme. Ekkor g az S(R™)-hez tartozik. Az (i) alapjan § = D*f, és

P-D*f=P-j=(P(D)y),

mely korlétos, hiszen P(D)g az L'(R")-hez tartozik. Ezért f az S(R") eleme.
Ha f; — f az S(R")-ben, akkor f; — f az L'(R™)-ben, s ezért f;(t) — f(t)
teljestil minden R™-beli ¢ esetén. Az f — f leképezés folytonossiga ezek utdn a
5.6.5 zart graf tételbdl addédik, amivel (iii)-t is igazoltuk. O

3.2.3 Tétel. (Riemann—Lebesgue—lemma) Ha f az L'(R™)-hez tartozik, akkor
f folytonos, és eltinik a végtelenben, tovdbbd || flleo < || fll1-

Bizonyitds. Mivel |e;(x)| = 1, ezért ha f az L'(R"™)-ben van, t pedig R"-beli,
akkor R

@I <111 (46)

Mivel D(R") C S(R"), ezért S(R™) sfirti L'(R")-ben. Minden L!(R™)-beli

f-hez vannak olyan S(R™)-beli f; fiiggvények, hogy ||f — fi|li — 0. Mivel f; az

S(R™)-hez tartozik, ami Co(R™) része, a (46) alapjan az kovetkezik, hogy f; — f

teljesiil az R™-en egyenletesen, s ezzel a bizonyitast befejeztiik. (|
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3.3 Az inverzids tétel

3.3.1 Lemma. Legyen barmely R™-beli x esetén
1
On () = exp( 5 l2])
Ekkor ¢, az S(R™)-hez tartozik, bn = dn, €s

R’Vl
Bizonyitds. Vildgos, hogy ¢, az S(R™)-hez tartozik. Mivel ¢; kielégiti R-en az
v +zy=0 (47)

differencidlegyenletet, a 3.2.2 tétel (ii) 4llitdsa alapjén qgl is kielégiti ugyanezt
az egyenletet. Masrészt,

[N

N +OO
1(0) = ¢rdmy = (2m)~ / exp(—%xz)dac =1,

R —o00
tovabbd ¢ (0) = 1, ezért ¢, = ¢y. Vegyiik figyelembe a
bn(z) = ¢1(x1)P1(72) - .. P1(Tn)
egyenldséget, ahol © = (21,2, ...,2,) az R™ tetszbleges eleme, melybol
Gu(t) = G1(t1)d1(t2) ... 1(tn)

kovetkezik barmely R™-beli t = (t1, 2, ..., t,) mellett, s igy ¢, = ¢ teljesiil
minden n pozitiv egész esetén. Mivel ¢, (0) = [ ¢ndm,,, ezért a tétel bizonyita-
sat befejeztiik. O

3.3.1 Tétel. (Inverzids tétel)
(i) Ha g az S(R™) tetszbleges eleme, akkor

@) = [ o(0)es(t)dma 0 (18)
minden R™-beli © esetén fenndll.

(i) A Fourier—transzformdcié az S(R™)-nek S(R™)-re vald folytonos, linedris,
kolcsonosen egyértelmi, 4 periodusi leképezése, melynek inverze is folyto-
nos.

(iii) Ha f és f integrdlhatok, akkor
f(z) = o f(t)ew (t) dmn(t)

magjdnem minden R™-beli x esetén teljesil.
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Bizonyitds. Ha f és g integralhatdk, akkor a 5.7.4 Fubini—tételt alkalmazhatjuk
az

|| s@atwe=vm, @am, )

kett6s integralra, amibél az
fgdmn = fgdm,, (49)
Rn R’Vl

egyenldség adédik. Az (i) bizonyitdsdhoz legyenek g,¢ az S(R™) elemei, és
minden R™-beli z, valamint A > 0 esetén legyen f(x) = ¢(z/A). A 3.2.1 tétel
(iv) allitdsa alapjén (49) a kovetkezd alakot olti:

[ atonionam, o= [ o3 )atwin, ).

[ o(5 )samao = [ o(% )atwam ), (50)

Ha XA — oo, akkor g(t/\) — g(0) és ¢(y/A) — ¢(0), igy a 5.7.1 Lebesgue—tétel
alkalmazhaté az (50)-ben szerepld két integrélra. Ebbél

vagy

9(0) [ ddmn, = ¢(0) / gdmn, (51)
R’Vl n

adédik minden S(R™)-beli g, ¢ esetén. Ha most ¢ a 3.3.1-ben szerepl§ ¢,,, akkor

a (48) inverzids formula x = 0 esetre vonatkozé részét kapjuk. Ebbdl az dltaldnos

eset a 3.2.1 tétel (i) allitdsa alapjdn

@) = (r29)0) = [ (s, = [ gesdm,

n

modon kovetkezik.

Az (ii) bizonyitasdhoz vezessiik be ideiglenesen a &g = § jelolést. A (48)
inverzi6s formula mutatja, hogy ® kolcsonosen egyértelmli S(R™)-en, hiszen
g = 0-bdl nyilvan g = 0 kovetkezik. Ugyancsak adédik, hogy

%9 = g, (52)

ahol g(z) = g(—x), s ezért ®*g = g. Ebb6l kovetkezik, hogy ® az S(R"™)-t
S(R™)-re képezi. A ® folytonossdgat mar a 3.2.2 tételben igazoltuk, ebbsl 1
folytonossdga ® 1 = ®3 alapjin kovetkezik.

Az (i) bizonyitdsdhoz térjiink vissza a (49) azonossdghoz, ahol g az S(R™)
egy eleme. Ha a (48) inverzids formulat (49)-ba helyettesitjiik, majd alkalmaz-
zuk a Fubini-tételt, akkor azt kapjuk, hogy

fogdmy = | fgdmny, (53)
Rn R
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ahol
fox) = | f(t)ea(t) dmn(t)

R’Vl
barmely R"-beli = esetén. Az (i1) alapjan a ¢ alaku fiiggvények kimeritik S(R"™)-
t, s mivel D(R™) az S(R™) része, igy (53)-bél

/ (fo—f)pdmy, =0 (54)
kovetkezik minden D(R™)-beli ¢-re. Mivel D(R™) siirii Coo-ban, ezért fo— f =0
az R™-en majdnem mindentitt. O
3.3.2 Tétel. Ha f,g tetszbleges S(R™)-beli fiiggvények, akkor

(i) f =g az S(R™)-hez tartozik, és
(i) (f9)= 4.
Bizonyitds. A 3.2.1 tétel (iii) allitdsa alapjan az eléz6 tétel jeloléseit haszndlva

O(fxg)=2f - Bg. (55)

Ha f, g helyére az f, g fiiggvényeket helyettesitjiik, akkor
®(fg) = °f - ®*g = fg = (f9) = 2*(fg) (56)

adédik. Ha (56) mindkét oldaldra alkalmazzuk ®~1-et, akkor (ii)-t kapjuk. Mi-
vel fg az S(R™)-hez tartozik, {gy (4#)-bdl kovetkezik, hogy f * g is S(R™)-beli, s
ebbél (i) adddik, hiszen a Fourier—transzformdcié sziirjektiv. (]

3.4 Plancherel tétele

3.4.1 Tétel. (Plancherel) Egyértelmiien létezik az L*(R™)-nek énmagdra valé
olyan ¥ linedris izometridja, melynél minden S(R™)-beli f mellett Vf = f
teljestil.

Bizonyitds. Ha f,g az S(R™)-hez tartoznak, akkor az inverziés tételbél

fgdm, = / g@)dma(z) [ FE)etdma(t) =
Rn n Rn

=/ f(t)dm.,(t) / g(x)e"™ dmy(z)

adddik. Az utébbi integral éppen §(t) komplex konjugéltja. Ebbol a Parseval-
formulat kapjuk: ha f, g az S(R™)-hez tartoznak, akkor

fgdm, = | fgdm,. (57)
R’Vl ]Rn
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Ha g = f, akkor )
12 = IIfll2 (58)

addédik tetszéleges S(R™)-beli f mellett.

Megjegyezziik, hogy S(R™) ugyanazért stirtt L?(R")-ben, amiért L!(R")-
ben. Ezért (58) azt mutatja, hogy az L2-metrikdra nézve az f — f leképezés az
L?(R") stirti alterének, S(R™)-nek 6nmagdra valé izometrikus leképezése. Ebbdl
elemi médon kovetkezik, hogy az f +— f leképezés egyértelmiien kiterjeszthetd
egy ¥ : L2(R") — L?(R") folytonos leképezéssé, mely linearis és sziirjektiv. O

Az f — [ leképezés L?(R™)-re valé fenti kiterjesztését szokds Fourier—
Plancherel-transzformdcionak nevezni. Megjegyezziik, hogy az (57) Parseval-
formula tetsz6leges L?(R™)-beli f és g esetén érvényes.

Az a tulajdonsdg, amit a Plancherel-tétel a Fourier—transzforméciérol kife-
jez, hogy tudniillik az L2-tér linedris izometridja, a Fourier-transzformacié leg-
fontosabb és legmélyebb tulajdonsaga.

3.5 Temperalt disztribuciék

Mindenekel6tt a kovetkezo tételt igazoljuk.
3.5.1 Tétel. Az identikus leképezés D(R™)-b6l S(R™)-be folytonos.

Bizonyitds. Az identikus leképezés folytonossagdnak igazoldsahoz vegyiik észre
azt, hogy D(R™)-nek egy topologikus vektortérbe valé leképezése pontosan ak-
kor folytonos, ha annak minden Dk (R™) altérre valé szlikitése folytonos, ahol K
az R™ tetszOleges kompakt részhalmaza. Ha K egy ilyen kompakt részhalmaz,
akkor a Dk (R™)-n S(R™) &ltal indukalt topoldgia pontosan megegyezik sajit
topoldgidjaval, hiszen nyilvan az (1 + ||z||?)V fiiggvények mind korldtosak K-n.
Ezért az identikus leképezés Dy (R™)-b6l S(R™)-be folytonos (valdjaban home-
omorfizmus), s ebbdl az &llitas kovetkezik. O

Jelolje i : D(R™) — S(R™) az identikus leképezést, L pedig legyen az S(R™)
egy folytonos linedris funkciondlja. Az uy, = Lo formula a fentiek miatt D(R™)
egy folytonos linearis funkcionaljat értelmezi, azaz, egy disztribuciét. Mivel
D(R™) sfiri S(R™)-ben az 1.5.1 lemma szerint, kiilonb6z8 L funkciondlokbdl
kiillonboz6 w disztribicidék szarmaznak. Madsszoval, ez a formula vektortér-
izomorfizmus az S(R™) tér S’ duélisa és disztribiicidk egy bizonyos vektortere
kozott. Az ilyen disztribucidkat temperdlt disztribicicknak nevezziik. Egy dis-
ztribicié pontosan akkor temperdlt, ha folytonosan kiterjesztheté S(R™)-re. Ha
tehdt a temperalt disztribicidkat azonositjuk S(R™)-re valé kiterjesztésiikkel,
akkor azt mondhatjuk, hogy a temperalt disztribiiciék pontosan S(R™) folytonos
linedris funkciondljai, azaz, az S’ dudlis tér elemei. A ”temperalt” jelzd egy
novekedési feltételre utal a végtelenben, amint azt a kovetkez6 példak mutatjak.
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3.5.1 Példa. Minden kompakt tartéju disztribicié temperalt. Legyen ugyanis
K az u disztribicié kompakt tartéja, rogzitsiink egy olyan v tesztfiiggvényt,
amely azonosan 1 valamely K-t tartalmazo nyilt halmazon és legyen

= u(y f),

ha f az S(R™) eleme. Ha f; — 0 az S(R™)-ben, akkor D*f; — 0 az R"-
en egyenletesen, minden a multi-index esetén. Ezért D*(¢ f;) — 0 az R"™-en
egyenletesen, minden o multi-index esetén, tehdt ¢ f; — 0 a D(R™)-ben. Ezért
@ folytonos S(R™)-en. Mivel @(p) = u(p), ha ¢ a D(R™)-hez tartozik, ezért @
az u kiterjesztése.

3.5.2 Példa. Legyen u egy olyan pozitiv Borel-mérték R"-en, melyre

| 0 lalP)F dua) < +o0 (59)

teljesiil valamely pozitiv egész k mellett. Ekkor p temperalt disztribicid, ami
azt jelenti, hogy az

u(f) = fdu

R™

formula az S(R™) tér folytonos linedris funkcionaljat értelmezi. Tegyiik fel ugya-
nis, hogy f; — 0 az S(R™)-ben. Ekkor az

e; = sup (1 + ||lz||®)*| fi(z)]
xeR™

jeloléssel nyilvén e; — 0. Mivel |u(f;)| az (59)-ben szerepld integrélnak legfel-
jebb e;-szerese, ezért u(f;) — 0, tehdt u folytonos S(R™)-en.

3.5.3 Példa. Legyen 1 < p < 400, N pozitiv egész, g : R® — C pedig olyan
mérhetd fliggvény, melyre

/ (1 + [|z[1*) ™ g(2) P dmn(2) = C < +o0

R’n

teljesiil. Ekkor g temperalt disztribucié. Legyen ugyanis
u(f) = fgdmy, ,

ha f az S(R™) eleme. Tegyiik fel el6szor, hogy p > 1, s legyen ¢ a p-hez konjugalt
kitevo, ekkor a 5.7.2 Holder—egyenlétlenség szerint

1/q
wn=c ([ el s an) < o)

< CYPBY sup |(1+ [l]*)M f ()],
TER™
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ahol M elég nagy ahhoz, hogy
/ (1+ 2]V M4 dn (2) = B < 400
R’n

teljestiljon. A (60) egyenl6tlenség mutatja, hogy u folytonos S(R™)-en. A p =1
eset még egyszeriiben targyalhaté.

3.5.4 Példa. Az el6z6 példa mutatja, hogy barmely 1 < p < 400 mellett min-
den LP(R™)-beli fliggvény temperalt disztribiicié. Ilyen példdul minden poli-
nom, és minden olyan mérheté fiiggvény, mely abszolit értékben polinommal
majoralhaté.

3.5.2 Tétel. Ha a multi-index, P polinom, g gyorsan csoékkend fiigguény, u
pedig temperdlt disztribicio, akkor D*u, Pu és gu temperdlt disztribiciok.

Bizonyitds. Az allitdsok a 3.2.2 tétel alapjan a kovetkezo definiciokbdl adédnak:

(—1)l*lu(Df),
(Pu)(f) = wu(Pf),
(gu)(f) = wulgf).

~
~—
I

Barmely u temperalt disztribiicié esetén legyen
a(p) = u(p),

ha ¢ tetszbleges tesztfiigggvény. Mivel ¢ — ¢ folytonos linedris leképezés
S(R™)-en, u pedig folytonos linedris funkciondl S(R™)-en, ezért @ folytonos
linedris funkciondl S(R™)-en, azaz, temperdlt disztribicid, melyet az u temperdalt
disztribicié Fourier—transzformdltjanak neveziink. Megjegyezziik, hogy ezzel az
elnevezéssel kapcsolatban meg kell vizsgalni a kdvetkez6 problémat: lattuk, hogy
minden integralhaté fliggvény temperalt disztribicié, igy egy ilyen fiiggvénynek
kétféle értelemben létezik Fourier—transzformaltja. Azt kellene tudni, hogy ha
tehat f az L'(R") egy eleme, akkor a f—nek megfelel6 reguldris disztribucié
éppen (uy)". Ez azonban igy van, hiszen

(up) () = ug(p) = / fo = (w)(e)

teljesiil minden ¢ gyorsan csokkend fliggvényre. Ugyanez a kérdés a Fourier—
Plancherel-transzforméciéval kapcsolatban is feltehetd, hiszen a négyzetesen in-
tegralhat6 fliggvények is temperdlt disztribuciok, s a valasz hasonléan, pozitiv
értelemben adhaté meg, amint az konnyen lathato.

3.5.3 Tétel. A Fourier—transzformdcid S’ énmagdra vald kolcsondsen egyér-
telmii, folytonos, linedris, 4 periodust leképezése, melynek inverze is folytonos.
Tovabbd, ha u temperdlt disztribicio, P pedig egy polinom, akkor

(P(Dyu)"= P,  és  (Pu)=P(-D)a.
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Bizonyitds. Legyen W a 0 kornyezete S’-ben. Ekkor vannak olyan f1, fa, ..., f&
fiiggvények S(R™)-ben, hogy

{fueS8 :|u(fi)]<1 ha i=1,2,....,k} CW.

Legyen .
V={ueS :|lulfi)]<1l ha i=1,2,...,k}.

Ekkor V' a 0 kdrnyezete S’-ben, s mivel

a(f) = ulf) (61)
teljesiil minden S(R™)-beli f és S’-beli u esetén, ebbdl lathatd, hogy 4 a W-hez
tartozik, ha u V-beli. Ez mutatja a ® leképezés folytonossdgat, ahol ®(u) =
@, ha u temperalt disztribicié. Mivel ® 4 periédusi S(R™)-en, (61) mutatja,
hogy 4 periédusi &'-n is, tehat ®*(u) = u teljesiil minden &'-beli u mellett.
Ezért ® kolcsondsen egyértelmi, s mivel &1 = ®3, igy ! folytonos. A
tovabbi allitdsok a 3.2.2 és 3.5.2 tételekbdl, valamint a kovetkez6 szdmitasokbol
kovetkeznek:

(P(=D)it)(p) = a(P(D)p) = u((P(D)p)) =
= u(P@) = (Pu)($) = (Pu)Tp),
melyek minden S(R™)-beli ¢ esetén fenndllnak. O

3.5.5 Példa. Tekintsiikk R™en az f(z) = 1 fliggvényt, ha © az R" tetszéleges
eleme. Az f fliggvény - mint polinom - temperalt disztribtcié. Fourier—transz-
forméltja:

() =100 = [ 1 pdma= [ pdm, = 4(0) =5(e),

az inverzios tétel miatt, ahol 0 a Dirac—disztribiicié. Hasonléan

Azt kaptuk tehat, hogy
1=29, és S=1.
Ha P tetszdleges polinom R"-en, akkor az el6z6 tétel alapjan
(P(D)§)'=P, é  P=P(-D)s.

Figyelembe véve a 2.8.2 tételt és ezeket a formuldkat azt mondhatjuk, hogy egy
disztribucié akkor és csak akkor Fourier—transzformaltja egy polinomnak, ha
tartéja iires, vagy egyetlen pontbdl all.
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3.5.6 Példa. A H Heaviside—fiiggvény nyilvan temperalt disztribicié. A
kovetkez6kben meghatarozzuk Fourier—transzformaltjat. Legyen tehat ¢ gyor-
san csokkend fliggvény R-en, ekkor a definicié alapjan

—+o0
<aH,w>:<uH,¢>:¢% / H(t) dt —

1 —+oo —+oo )
=5 / o(z)e ™t dr dt .
™Jo —0o0

Mivel a t +— e~ fiiggvény [0, 400)-en nem integralhatd, igy a Fubini-tétel
nem alkalmazhatdé, s a két integralds sorrendjét nem lehet felcserélni. A Fourier—
transzformadlt kiszamitdsahoz més utat valasztunk. Legyen € > 0 esetén u. az
x — H(xz)e =* lokdlisan integrdlhaté fiiggvénynek megfelel$ temperalt disztri-
bticié. Nem nehéz megmutatni, hogy az (u.)e>o dltaldnositott sorozat S’-ben az
up disztribiciéhoz konvergdl. Valéban, ha ¢ gyorsan csokkend fliggvény, akkor

—ET = lim — e x x*i o x)dx
(H(z)e " p(z)) = 1 o(z)d ‘m/o o(z)dz,

a Lebesgue—tétel szerint. A 3.5.3 tétel miatt tehdt az (Gc)eso 4ltaldnositott
sorozat S’-ben az Gy disztribicidhoz konvergdl. Legyen ¢ gyorsan csokkend
fliggvény R-en, ekkor a definicié alapjan

U = 5 fL e e o _
(e, 9) = (e, 9) = = / H(1) dt =

1 —+oo —+oo )
=5 / o(z)e ™t dr dt .
™ Jo —o0

Itt mar a t — e~ @=¢t fiigovény integralhaté [0, +00)-en, a Fubini-tétel alkal-
mazasaval tehat

1 —+oo —+oo )
(@e, ) = o / [/0 e iwtmet dt] p(x) d
adédik. A belsé integrél kiszamithato:

o0 —ig-t—et] T
it e 1 1 1
(& iz-t—et dt = —_— = - = - - .
0 - —< |, 1T +e 1T —1E

Ez azt jelenti, hogy
1 1

(@) = Vori x—ie’
Kordbban (Id. a 2.10.15. Szohockij—formuldkat) 14ttuk, hogy

1 T 1
I —i /L5 -
oy r—ie V2 (x)+7)a:’
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igy
1

V2T

" A 1 1
(o) =l o) = 5000) + 7P
a Heaviside—fliggvény Fourier—transzformaltja.

A tovabbiakban barmely u disztribicié és barmely ¢ tesztfliggvény esetén
legyen

i) = u(g).
Ekkor @ disztribiicié és nyilvan barmely lokalisan integralhaté f esetén vy = u 7
Ha u temperalt disztribicio, akkor 4 is az.

3.5.4 Tétel. (Inverzids tétel) Bdrmely u temperdlt disztribicid esetén
(4)'=1a
teljesil.

Bizonyitds. Az éllitds azonnal kovetkezik a (¢)"= ¢ inverzids formuldbdl, mely
minden S(R™)-beli ¢ mellett fennall, ugyanis ennek alapjén

(@) () = a(p) = u((¢)) = u(p) = uly).

3.5.1 Lemma. Ha w = (1,0,0,...,0) az R™ eleme, ¢ az S(R™) eleme, és

p(z + ew) — p(x)

pe () =
hae >0 ésx az R"™ eleme, akkor . — O1p az S(R™)-ben, ha ¢ — 0.

Bizonyitds. Elég azt igazolnunk, hogy a ¢. — 01 fliggvény Fourier—transzfor-
méltja 0-hoz konvergal S(R™)-ben, azaz,

Yep— 0 (62)
az S(R™)-ben, ha £ — 0, ahol

exp(iey1) — 1
e

e (y) =

ha € > 0, y pedig az R" tetszbleges eleme, melynek els6 koordinataja y;. Ha P
egy polinom, a pedig egy multi-index, akkor

P-D(Yep) = Z Ca,pP - (Da_6¢) ) (D6¢5)- (63)
B<a

_iyla

Egyszerti szamitdssal kapjuk, hogy
eyt ha |8 =0,
[D%e(y)| < S elya]l  ha |8 =1,
elBI=1 ha |B| > 1.

Ezért a (63) baloldala egyenletesen 0-hoz konvergdl R"-en, amint ¢ — 0. A (62)
reldcié ezutdn az S(R™) topoldgidjdnak definicigjabdl kovetkezik. O
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Ha u temperdlt disztribicid, ¢ pedig gyorsan csokkend fliggvény, akkor az
u * ¢ konvoliuciét az

(u* @) (z) = u(rap)
formulaval értelmezziik, ahol x az R™ tetszOleges eleme. Ez értelmes, hiszen az
R™ minden x eleme esetén 7,¢ gyorsan csokkend.

3.5.5 Tétel. Legyen ¢ gyorsan csokkend fligguény, u pedig temperdlt disztribi-
ci6. Ekkor

(i) ux* @ végtelen sokszor differencidlhatd és
D¥(ux ) = (D%) x o =ux* (D%p)
teljesil minden o multi-index esetén,
(i1) ux p temperdlt disztribicid,
(iii) (ux @) =@,
() (ux*@)*1p =ux*(p=*p) teljesil minden S(R™)-beli 1 mellett,
(v) @x = (pu).

Bizonyitds. Az (i) ugyantgy bizonyithat6, mint a 2.9.4 tételben, mivel a kon-
volicié nyilvén felcserélheté az eltolasokkal. EbbOl az is adédik, hogy

T—ew — 70 - T—ew — 70
T 0 (s ) = (T2 T
g g

A 3.5.1 lemma alapjan
D*(ux ) = ux (D%),

ha o = w. Ezt iterdlva kapjuk (i) dltaldnos esetét.

Jelolje gy (f) az S(R™) tér topoldgidjat definidlé normét az 1.5 szakaszbol,
tetsz6leges S(R™)-beli f mellett. Az R™ tér barmely x,y elemeire fenndll6

Lt [l +yl” < 200+ =) (1 + [ly]1*)
egyenl6tlenség mutatja, hogy
an (7o f) < 2% (1 + ||z]*)an (f) (64)

teljestil minden R™-beli z és S(R™)-beli f esetén. Mivel u folytonos linedris
funkcional S(R™)-en, s a ¢y normak S(R™) topoldgidjat definidljék, ezért van
olyan N nem negativ egész szdm és C' szdm, hogy minden S(R™)-beli f-re fennall

[u(f)] < Can(f). (65)
A (64) és (65) alapjdn tehdt

[(wx @)(@)] = |u(r29) < 2V Can ()1 + ||z[*)Y,
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amibél (ii) kovetkezik.

Az el8bbiek szerint tehdt u * p-nek van Fourier-transzformaltja S’-ben. Ha
1 egy tesztfiiggvény a K kompakt tartoval, akkor

n

(ux o) (6 = (ux 0)(i) = / (% ) (@) —) dmn (z) =

= [ ubbl=a)rgldm,(z) - u( /. w(—wmszvdmn(:c)) -

—u((px)) = a((p*v)) = (@),
ezért
(ux @) () = (@a)(¥). (66)

Az eléz6 szdmitdsban, amikor u-t "kiemeltiik” az integréljel aldl, azt hasznaltuk
fel, hogy egy S(R™)-beli értékii integral az S(R™) folytonos linedris funkciondl-
jaival felcserélhetd (1d. a 5.7 szakasz 5.7.3 tételét). Eddig tehdt (66)-et D(R™)-
beli ¢ fliggvényekre igazoltuk. Mivel D(R") siiri S(R™)-ben, a D(R™)-beli
figgvények Fourier—transzformaéltjai is sfirlik S(R™)-ben. Ezért (66) minden
S(R™)-beli ¢ mellett érvényes. Tehat az (u* )" és ¢a disztribicidk egyenldk,
amivel igazoltuk (444)-t.

A (66)-ot megel6z8 szamitds két végén 4116 tagok tehdt minden S(R™)-beli
1) mellett egyenlok. Ezért

(ux@)(1h) = u((p*v)),

ami ugyanaz, mint

((wx ) x9)(0) = (ux (¢ +))(0).
Ha itt -t 7,19-re cseréljiik, akkor (iv)-t kapjuk.

Végiil, (4 @) = ¢t = (pu) a fentiek alapjan, ez adja (v)-t, mivel nyilvdn
(pu) = ((pu))" O

3.6 A Szoboljev—lemma

Ebben a szakaszban n egy rogzitett pozitiv egész szamot jelol. Az R™ tér
nem iires, nyilt részhalmazéan értelmezett f : 2 — C mérheto fiiggvényt az Q-n
lokdlisan L?-nek nevezziik, ha

[ 14 dm < 400
K
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az ) minden K kompakt részhalmaza esetén teljesiil. Egy D(2)-beli u diszt-
ribiciét Q-n lokdlisan L?-nek mondunk, ha van olyan g fiiggvény, amely Q-n
lokdlisan L?, és u = u,, azaz,

u(yp) = /Q gpdmy

teljestil minden D(Q)-beli ¢ tesztfiiggvény esetén. Amikor azt mondjuk, hogy
egy f fiiggvény D® disztribicid-derivdltja lokdlisan L* az 2-n, akkor ez azt je-
lenti, hogy f lokélisan integralhaté -n, s a Duy disztribicié Q-n lokalisan
L2. Explicit médon ez azt jelenti, hogy van olyan g : 2 — C mérhetd fiiggvény,
amely Q-n lokdlisan L2, és

/gsﬁdmn:(—ﬂ'a‘/ fDpdmy,
Q

Q

teljesiil minden D(Q)-beli ¢ tesztfliiggvény esetén. Ez tehdt semmit nem &llit az
f figgvény klasszikus értelemben esetleg 1étez6 parcialis derivéltjairol.

Emlékeztetiink arra, hogy ha p nem negativ egész, akkor CP(2) jeldli az
Osszes olyan f : Q — C fiiggvények halmazat, melyek D f parcialis derivéltjai
minden |a| < p multi-index esetén léteznek és folytonosak Q-n.

3.6.1 Tétel. (Szoboljev-lemma) Legyenek n,p,r egész szamok, n pozitiv, p nem
negativ és

>pit o
T — .
pvy

Legyen Q0 az R™ tér nem dres, nyilt részhalmaza, f : Q2 — C pedig egy fiigguény,
melynek 8ff disztribiicid-derivdltjai Q-ban lokdlisan L?-k1 <i<nés0 <k <r
esetén. Ekkor van olyan fo figguény CP(Q2)-ban, hogy fo(z) = f(x) majdnem
minden 2-beli x esetén.

Bizonyitds. A feltevés miatt vannak olyan g;; fliggvények, melyek 2-n lokalisan
L%k, hogy

[ gwpdmn = (-1 [ fofpm, (67)
Q Q
teljesiil minden D(Q)-beli ¢ esetén, ha 1 <i<nés0<k <r.

Legyen w egy olyan nem iires, nyilt halmaz, melynek K lezartja az €2 kom-
pakt részhalmaza. Vilasszunk egy olyan 1 tesztfiiggvényt D(2)-ban, amely 1
a K-n és értelmezzik F-et R™-en a kovetkez6 médon:

@)= {1/}(3:)f(a:) ha €,
0 ha = ¢ Q.

Ekkor F' integralhaté és négyzetesen integralhaté R™-en.

A Leibniz—formula 2-ban a kévetkezét adja:

T T

orr =3 (D)@ wern =3 ()@ .

s=0 s=0
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A 1) tartéjanak 2y komplementerében 0] F' = 0. Ez a két disztribticié egybeesik
az ) N Qp halmazon. fgy O/ F', melyet eredetileg R™ egy disztribiciéjaként
értelmeztiink, valéjaban L2?(R™)-hez tartozik i = 1,2,...,n esetén, hiszen a
(O ~*1))gss fiiggvények L%(R™)-hez tartoznak. Mivel 97 F kompakt tartoji, igy
ugyancsak L!(R")-hez tartozik.

A Plancherel-tételt F-re, valamint 0] F-re, 05 F-re,..., O0; F-re alkalmazva
azt kapjuk, hogy

/ |F? dm,, < +00,
és
| @R dma(s) <+,
hat=1,2,...,n. Mivel
A+ lyl)* < @n+2)" (1 +u" +--+u2r),

ezért az el6bbi egyenlétlenségekbdl

L 1P 1P dma(s) < +o0 (68)

kovetkezik. Ha J jeloli a (68)-ban szerepld integrélt, o, pedig az R™ egység-
gbmbje n — 1-dimenziés felszinét, akkor a Schwarz—egyenlGtlenség alapjan

([ s rtans)’ <7 [ ot -

+oo
= Jan/ 1+t 2" L dt < 400
0

adddik, mivel 2p — 2r +n — 1 < —1. Ezzel azt igazoltuk, hogy

| 1P @R dm o) < +oc. (69)

Legyen
Fy(x) :/ F(y)e™ v dm(y),

ha =z az R"™ tetszbleges eleme. Az inverziés tétel alapjan F,, = F az R"-en
majdnem mindeniitt. Tovabbé (69) miatt y — y*F(y) is L'(R™)-hez tartozik,
ha |a| < p. A 3.2.2 tétel (ii) része bizonyitdsdnak iteralasaval azt kapjuk, hogy
F, a CP(R™)-hez tartozik. Mdsrészt, az adott f fliggvény w-ban egybeesik F-el.
Ezért f = F,, az w-ban majdnem mindeniitt.

Ha ' egy mdsik w-hoz hasonlé halmaz, akkor az eddigiek alapjin egy
CP(R™)-hez tartozé F, fiiggvényt kapunk, amely f-el majdnem mindeniitt meg-
egyezik w'-ben. Igy F, = F,, az wNw’ halmazban. A kivant fo fiiggvényt tehdt
az Q halmaz tetszdleges @ pontjdban értelmezhetjiik gy, mint fo(z) = F, (),
ha x az w-hoz tartozik. O
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3.7 A Paley—Wiener—tételek

Ebben a szakaszban n egy rogzitett pozitiv egész, Q0 pedig a C™ tér egy

nem {ires, nyilt részhalmaza. A C™ tér elemeit z = (21, 22,...,2,) mdédon
jeloljiik, ahol z; komplex szam (kK = 1,2,...,n). Ha zr = xx + iyg, ahol
= (21,Z2,...,Zn) és y = (Y1,Y2,...,Yn) az R™ elemei, akkor a z = = + iy

irasmédot hasznéljuk, s az x = Re z és y = Im z vektorokat a z valds részének, il-
letve képzetes részének nevezziik. fgy R™-t a C™ részének tekintjiik, mégpedig az
Im z = 0 tulajdonsagu z elemekbdl allé részhalmaznak. Ha o tetszoleges multi-
index, z a C", t pedig az R™ tetsz6leges eleme, akkor a ||z||, |[Re z]|, ||[Im z||, 2%,
z -1 és e,(t) jelolések jelentése értelemszertien adddik a korabbiakbdl. Ha r > 0,
akkor B, fogja jelolni az R™ térben az origd kozéppontu, r sugard zart gombot.

Ha f : Q2 — C folytonos fiiggvény, akkor f-et holomorfnak nevezzilk Q-n, ha
minden véltozdjaban holomorf. Ha f holomorf C™-en, akkor egész fliggvénynek
nevezzik.

3.7.1 Lemma. Ha f olyan egész fiigguény, amely eltinik R™-en, akkor f = 0.

Bizonyitds. Az n = 1 esetet ismertnek tekintve jelolje P, az f kovetkezd tu-
lajdonsagéat: ha a C™-beli z pontnak legalabb k valés koordinataja van, akkor
f(z) = 0. Ekkor P, a tétel feltétele, és Py-t akarjuk bizonyitani. Tegyiik fel,
hogy 1 < i < n és P;-t mar igazoltuk. Legyenek ai,ao,...,a; valdés szamok.
Ekkor a

A f(al,...,aifl,ai—|—/\,ai+1,...,an)

egész fliggvény a valds tengelyen nulla, igy minden komplex A esetén nulla. Ezért
P;_4 igaz, s a bizonyitast befejeztiik. O

3.7.1 Tétel. (Paley—Wiener) Legyen r > 0 valds szdam.

(i) Ha a D(R™)-beli ¢ tesztfiigguény tartdja By.-ben van, és minden C™-beli z
esetén

16 = [ e dm(o), (70)

akkor f egész figguény, és van olyan (yYn)nen valds szdmsorozat, hogy
minden C™-beli z esetén fenndll

1F(2)] <y (1 [J2]) =N erlitm =l (71)
(N=0,1,...).

(ii) Megforditva, ha az [ egész fligguény teljesiti a (T1) feltételeket minden C™-
beli z és N =0,1,... esetén, akkor van olyan D(R™)-beli ¢ tesztfigguény
tartdja B,-ben van, és minden C"-beli z esetén fenndll (70).

Bizonyitds. Ha t a B,-hez tartozik, akkor

lemi=t| = vt < eVl I < erilim el
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A (70)-ben szereplé integrandus tehdt barmely C™-beli z esetén integralhatd
R"™-en, s f értelmezve van C"-en. Az f folytonossidga nyilvanvalé, s ha min-
den valtozojaban alkalmazzuk a Morera—tételt, akkor azt kapjuk, hogy f egész
fiiggvény. Parcidlis integraldssal a kovetkezot kapjuk

21 = [ (D) dm (o)
barmely o multi-index esetén, ami azt jelenti, hogy
22 1f(2)] < D%l erl™ =1 (72)
amibél (71) kovetkezik.

Tegyiik most fel, hogy f olyan egész fiiggvény, melyre teljesiil (71), és legyen

p(t) = () € dmy, (z) (73)
Rn
az R" tetszoleges ¢ eleme esetén. El6szor is megjegyezziik, hogy ilyenkor az
z — (14 |z|)Nf(z) fiiggvény barmely N-beli N esetén integralhaté R™-en a
(71) alapjén. Ebbdl adédik, hogy ¢ végtelen sokszor differencidlhaté R™-en,
ugyanazzal az érveléssel, amivel a 3.2.2 tétel (i) allitdsdt igazoltuk.

Most azt fogjuk megmutatni, hogy ha t1,to, ..., t, tetszoleges valés szamok,
22,23, - .., 2n pedig tetszbleges komplex szdmok, akkor az
+Oo . .
/ f(§ + “77 2oy, Zn)ez(h(5+m)+t2z2+m+tn2n) dé- (74)
— 00

integral értéke n-tdl fiiggetlen. Legyen I' annak a téglalapnak a hatdra a (§+1in)
sikban, melynek egyik oldala a valds tengelyen van, egy masik az n = n; egyene-
sen, a fliggéleges oldalai pedig a végtelenbe tdvolodnak. A Cauchy-integraltétel
alapjan a (74)-ben szerepld integral I'-n nulla. Ebb6l kovetkezik, hogy a (74)-ben
szereplo integral 7 = 0 esetén ugyanannyi, mint n = 7; esetén. Ez allitdsunkat
igazolja.

Ugyanezt a gondolatmenetet a tobbi koordinata esetén is alkalmazhatjuk,

igy a (73) alapjan azt kapjuk, hogy

p(t) = () ' dmy, () (75)
R™

fennall az R™ tetszoleges t és y elemei esetén.

Legyen t # 0 az R™ egy eleme, és legyen y = HAT?I’ ahol A > 0 valds szam.
Ekkor ¢ -y = At]], [lyll = A, és

|f (@ +iy) e W] <y (14 [Jz]) N el 1D,
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s ezért

[P0 < v TN [ (1 o) (o), (76)

ahol az N szdmot olyan nagyra valasztjuk, hogy az integral véges legyen. Ha
most A — 400 és ||t|| > r, akkor (76) alapjdn ¢(t) = 0. Igy ¢ tartéja B,y-ben
van.

Ezutan (70) valds z értékekre az inverzids tételbél kovetkezik. Mivel (70)
mindkét oldaldn egész fluggvények &llnak, igy egyenléségiikk a 3.7.1 lemma
alapjan addédik. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. [l

3.7.2 Tétel. (Paley—Wiener) Legyen r > 0 valds szdam.

(i) Ha a D' (R™)-beli u disztribicid tartdéja By-ben van, és u rendje N, tovdbbd
minden C"-beli z esetén

f(z) = (u,e), (77)

akkor f egész figguény, az f figgvény R™-re vald leszikitése az u Fourier—
transzformdltja, és van olyan 7y valés szdm, hogy minden C™-beli z esetén
fennall

[f)] < w (L |z N erlim =l (78)

(i) Megforditva, ha az f egész fiigguény teljesiti a (78) feltételt minden C™-beli
z és valamely N nem negativ egész esetén, akkor van olyan D'(R™)-beli
w disztribicio, melynek tartdja By-ben van, és minden C™-beli z esetén
fenndll (77).
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a D'(R™)-beli u disztribicié tartéja B,-ben van.
Vélasszunk olyan D(R™)-beli ¢ tesztfiiggvényt, amely 1-el egyenld B, i-en.
Ekkor u = ¢u, s a 3.5.5 tétel (v) 4llitdsa alapjan

= (Yu)=1dx. (79)

Ezért 4 végtelen sokszor differencidlhaté. Vdlasszunk olyan S(R™)-beli ¢-t,
hogy ¢ = 1. Ekkor

igy (79) alapjan
() = u(e—o) (80)

kovetkezik minden R™-beli x esetén.

A kévetkezd 1épésben azt mutatjuk meg, hogy a (77)-ben definidlt f fliggvény
egész fiiggvény. Legyenek a,b a C" elemei és

g(\) = fla+Ab) = u(e—a—xb) (81)
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tetszéleges komplex A esetén. Az f folytonossiga nyilvanvalé: ha w — z a C"-
ben, akkor e_,, — e_, az E-ben, és u folytonos £-n. Ahhoz tehat, hogy meg-
mutassuk, hogy f egész fiiggvény azt kell igazolni, hogy minden valtozéjaban
egész fiiggvény, amihez elég megmutatni, hogy a (81)-ben definidlt g fiiggvény
egész fiiggvény.

Legyen I' egy téglalap hatarvonala C-ben. Mivel a A — e_,_x, leképezés
C-bol E-be folytonos, ezért 1étezik az

FZ/ e_a_,\bd)\ (82)
T

E-beli értékil integral (1d. a 5.7.3 tételt). Mivel az R™ tér tetszbleges t pontjaban
a kiértékelés folytonos linedris funkciondl £-n, ez felcserélheté az integrédlassal,
azaz

F(t) = / e_a—xp(t)d\ = / emlat =i gy —
r r

Tehat F =0, s a (82)-bdl azt kapjuk, hogy

0 = u(F) = /F w(e—a-xp) dA = /F gV d,

s a Morera—tétel alapjan g egész fliggvény.

A tétel elsd részének teljes bizonyitdsdhoz elég (71)-et igazolni. Vélasszunk
egy olyan h végtelen sokszor differencialhaté segédfiiggvényt a valds egyenesen,
hogy h(s) =1, ha s <1, és h(s) =0, ha s > 2, tovdbba minden C"-beli z # 0
és R™-beli t esetén legyen

p=(t) = e (|t Izl = rll=1) (83)

Ekkor ¢, a D(R™)-hez tartozik. Mivel u tartéja B,-ben van, valamint érvényes
(It 12l = 7llz]l) = 1, ha ||t]] < [|z]|7F + 7, a (77) és (83) Esszehasonlitasabol

f(z) = ulep:) (84)

kovetkezik. Mivel u rendje N, van olyan vy valés szam, hogy |u(¢)| < vo gn ()
teljesiil minden D(R™)-beli ¢ mellett, ahol gy az 1.5 szakaszban bevezetett
norma. Igy (84)-bdl azt kapjuk, hogy

|f(2)] < voan(g2) - (85)
A ¢, fliggvény tartéjan ||t|| < r + ﬁ, ezért
|e—iz»t| — ¥t < €2+T”ImzH i (86)

Ha a (83)-ban szerepld szorzatra a Leibniz—formuldt alkalmazzuk, valamint fel-
hasznéljuk (86)-ot és (85)-6t, akkor (78)-at kapjuk. Ezzel a tétel elsé részének
bizonyitasat befejeztiik.
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A mésodik résznél a feltevés szerint f-re teljesiil (78), ezért

[f(@)] < 1+ [l (87)

teljestl minden R™-beli z esetén. Ezért f-nek R™-re valé lesziikitése S’-hoz
tartozik, igy valamely u temperalt disztribucié Fourier—transzformaéltja.

Viélasszunk olyan D(R™)-beli h fiiggvényt, melynek tartéja By-beli, és [ h =
1, valamint értelmezziik a
gt
fiiggvényeket € > 0 és tetszoleges R™-beli ¢t esetén. Legyen tovabba

fa(z) = f(z) ﬁa('z)v (88)

hacsak € > 0 és z a C™ tetszOleges eleme. Itt he azt az egész fliggvényt jeloli,
melynek R™-re valé lesziikitése a h. fiiggvény Fourier—transzforméltja. Ha a
3.7.1 tétel elso allitasat a h. fiiggvényre alkalmazzuk, akkor arra jutunk, hogy
fera teljesiil a 3.7.1 tétel (71) feltétele r helyett r + e-nal. Ezért a 3.7.1 tétel
mésodik allitdsa alapjan f. = @. teljesiil valamely D(R"™)-beli ¢, fiiggvényre,
melynek tartéja B,4.-ba esik.

Legyen most ) az S(R") egy olyan eleme, hogy ) nem metszi B,-t. Ekkor
Y@ = 0 teljesiil, ha € > 0 elég kicsi. Mivel f1) integralhaté R"-en és érvényes

he(z) = h(ex) — 1 korldtos majoranssal, ezért

(@) = aw) = [ fodm, =t [ fovdm, -

= lim / e dm, = / U pedm, =0.
E—>
Ezért u tardja B,-ben van.

Azt kaptuk, hogy z — u(e—,) egész fliggvény, s mivel (77) az u valasztdsa
folytan minden R"-beli z mellett fenndll, igy a 3.7.1 lemma alapjdn a tétel
bizonyitdsat befejeztiik. O

3.8 Feladatok

1. Legyen « # 0 valds szdm és minden R-beli x esetén

fla)=em"
Mutassuk meg, hogy f gyorsan csokkené és minden R-beli ¢ mellett
N 1 2
ft) = —z e e

a2
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2. Bizonyitsuk be, hogy ha xy az R" tetszbleges eleme, akkor SIO =€_g,-

3. Legyenek R,a valds szamok, R > 0. Mutassuk meg, hogy a kovetkez6
f flggvényeknek megfelelé uy reguldris disztribiciék temperaltak, s
szdmitsuk ki Fourier—transzforméltjaikat (H a Heaviside—figgvényt jeloli):

4. Szamitsuk ki a kovetkezd disztribicidk Fourier—transzformaltjat:

. 2
(i) 40,
oy gEntl
(11) % 57
1

(iii) P.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha w temperalt disztribicié R"-en és x az R”
tetszOleges eleme, akkor

(Tzu)A: e_g i, (em u)A: Ty U

6. Bizonyitsuk be, hogy barmely R™-en integralhaté fiiggvény Fourier—
transzformaltja folytonos.
7. Legyen az R3 birmely z eleme esetén

fl@)=@2m)E+ o>t

Bizonyitsuk be, hogy
U —Ady=96.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha I jeloli az identikus operdtort S(R)-en, akkor az
I — A operdtor S(R)-en kolcsondsen egyértelmi.
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4 ALKALMAZASOK DIFFERENCIAL-
EGYENLETEKRE

4.1 Fundamentalis megoldasok

Ebben a szakaszban n egy rogzitett pozitiv egész szamot jelol. Legyen P lega-
14bb elséfokd n valtozds komplex egyiitthatds polinom. A D'(R™)-beli E diszt-
ribiciét a P(D) differencidloperdtor fundamentdlis megolddsdanak nevezzik, ha
fennall

P(D)E=9. (89)

Ilyenkor szokds az E disztribiiciét a P(D)u = 0 parcidlis differencidlegyenlet
fundamentdlis megolddsdnak is nevezni. A fundamentélis megoldas szerepét a
kovetkez6 megfontds érzékelteti: tegyiik fel, hogy F a P(D) differencidloperd-
tor fundamentalis megoldasa, s legyen v kompakt tartéju disztribicié. Ekkor
létezik az E x v konvolucio, tovabba

P(D)(E +v) = (P(D)E) xv=¢6*v=u,

tehat F * v megoldédsa a

P(Dju=wv (90)
parcidlis differencidlegyenletnek. A fundamentdlis megoldds birtokdban tehat
elédllithatjuk (90) egy disztribicié-megolddsat. Madsrészt, vildgos, hogy (90)
barmely két megolddsdnak kiillonbsége megoldasa a P(D)u = 0 homogén egyen-
letnek.

Megjegyezziik, hogy az FE x v konvolicié olyankor is létezhet, ha v nem
kompakt tartéjui. Ilyenkor olyan FE-t kellene taldlni, amely a ”végtelenben
jol viselkedik”. Az volna az optimalis, ha kompakt tartéju E-t taldlnank, dm
konnyli latni, hogy ez lehetetlen. Ekkor ugyanis a 3.7.2 tétel alapjan E egész
fiiggvény volna, s azt kapnank, hogy P - E =1. Egy polinom és egy egész
fiiggvény szorzata viszont csak akkor lehet 1, ha mindkett6 allandé.

Ugyanakkor a P - E=1 egyenletet szamos esetben felhasznalhatjuk E meg-
hatdrozasdra. Ha példdul 1/P temperalt disztribiicid, akkor az 1/P disztribicid
inverz Fourier—transzformaltja olyan fundamentdlis megoldast szolgaltat, mely
ugyancsak temperalt disztribucié.

A kovetkezdkben T™ a C™ tér w = (%1, "2, ... e¥) alakii pontjaibdl all6
halmazt jeloli, ahol 61,05, ...,0, valés szdmok. A T™-en o, jeloli a Lebesgue—
mérték ﬁ-szeresé‘u.

4.1.1 Lemma. Legyen N nem negativ egész, P pedig eqy N -edfoki polinom
C™-en. Ekkor van olyan csupdn P-tdl fliiggé A valds szam, hogy

If(Z)ISAT’N/ |(f P)(z + rw)| do, (w) (91)

n

teljesul minden f egész figgvény, C™-beli z és r > 0 esetén.
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Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy F egyvaltozos egész fiiggvény, és minden
komplex A esetén

=

Q) =c ] A+ai), (92)

i=1

ahol ¢, aq, ..., a, tetszéleges komplex szamok. Legyen minden komplex A esetén
N
Qo()\) = CH (I+a;N).
i=1
Ekkor ¢F(0) = (FQo)(0). Mivel |Qo| = |Q| az egységkoron, ezért

eFO) < o [ 1FQE) . (93)

—T

Az adott P polinom felirhaté P = Py + P, + --- + Py alakban, ahol P;
j-edfokd homogén polinom (j = 0,1,...,N). Ertelmezzitk A-t a kovetkezd

modon:
— = Pn | do., .
4 1 /'JT | N | n

Mivel P fokszama N, ez az integrél pozitiv. Ha z a C"-bél, w pedig a T"-bol
vald, akkor legyen minden komplex \ esetén

F(\) = f(z+riw), Q) =P(z+riw).

A Q polinom f8egyiitthatéja rV Py (w). Igy (93) alapjén

1 [ i
Py (w)| |f(2)] < %/ |(fP)(z +rew)| db. (94)
Ha ezt az egyenlGtlenséget o, szerint integraljuk, akkor

F(2)] < Ar N

= 27

! df |(fP)(z + rew)| do, (95)
- Tn

adédik. Mivel a o,, mérték invaridns az z — e'? valtozétranszforméciéval szem-
ben, ezért a belso integral fliggetlen #-t6l, amibdl az allitdst kapjuk. O

4.1.1 Tétel. Legyen P egy n wvdltozdés komplex polinom, v pedig eqy kompakt
tartogu disztribicio R™-en. A

PDju=wv (96)

differencidlegyenletnek akkor és csak akkor létezik kompakt tartdji u megolddsa,
ha van olyan g egész fiigguvény C™-en, hogy

Pg=1v. (97)

Ha ez a feltétel teljesiil, akkor (96)-nak pontosan egy kompakt tartdji megolddsa
létezik, s annak tartdja része a v tartoja konver burkdnak.
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Bizonyitds. Ha (96)-nak van kompakt tartéji « megolddsa, akkor vildgos, hogy
fennall (97) a g = @ vélasztassal.

Megforditva, tegyiik fel, hogy teljesiil (97) valamely g egész fliggvénnyel.
Legyen r > 0 olyan, hogy v tartéja B,-ben van (1d. a 3.7 szakaszt). A 4.1.1
Lemma alapjan (97)-bél az kovetkezik, hogy

() <A [ oz + w)| dow (w) (98)
TTL
teljesiil, hacsak z a C™ eleme. A 3.7.2 Paley—Wiener—tétel (77) llitdsa szerint
van olyan N nem negativ egész és v valds szam, hogy minden C"-beli z, w esetén
fennall
[8(z + w)| < (1 + ||z +w|)V erlim Gl (99)
Tovabba, vannak olyan ¢y, ¢ valés szamok, melyekre minden C™-beli z és T"-
beli w esetén teljesiil
Lz 4wl < er(X+2]) (100)
és
ITm (2 + w)|| < 2 + |[Im z]| . (101)

Ezekbol az egyenlotlenségekbol adéddéan minden C™-beli z mellett fenndll
l9(2)] < BL+ |[z[) erltm=ly (102)

ahol B egy djabb dllandd, amely v, A, N, ¢1, ¢ és r értékétél fligghet. A (102)
egyenlétlenség, és a 3.7.2 Paley—Wiener—tétel (78) allitdsa szerint van olyan B,.-
beli tartéji u disztribicié, hogy ¢ = 4. Igy (97) azt jelenti, hogy P = 0, ami
egyenértéki (96)-tal.

Az u egyértelmiisége nyilvanvald, hiszen a P4 = 0 egyenlGséget legfeljebb
egy U egész fliggvény teljesitheti.

Az €l6z6 okfejtés alapjdn az w disztribicié S, tartdja minden olyan origd
kozéppontu zart gombben benne van, amely tartalmazza a v disztribucié S,
tartéjat. Mivel (96) alapjén minden R™-beli z-re fenndll

P(D)(1,u) = 120,

ezért ugyanez igaz az x + 5, és x + S, halmazokra is. Kovetkezésképpen S,
benne van az Osszes olyan, tetszbleges kozéppontu zart gombok metszetében,
melyek tartalmazzak S,-t. Mivel az Osszes ilyen gombok metszete az S, konvex
burka, ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

4.1.2 Tétel. (Malgrange—Ehrenpreis) Legyen N pozitiv egész, P pedig egy N -
edfoki n wvdltozds komplex polinom. Ekkor a P(D) differencidloperdtornak van
olyan E fundamentdlis megolddsa, melyre fenndll

@I <Ay [ don(w) [ 1+ roldma( (03

valamely A valés szammal, minden 1 tesztfigguény és minden r > 0 esetén.
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Bizonyitds. Rogzitsiink egy r > 0 szamot és legyen

ol = [ doutw) [ Jite+ w0 (104)
minden v tesztfiiggvény esetén. Elészor azt mutatjuk meg, hogy
Jim [le5]} =0, (105)

ha ¢; — 0 a D(R™)-ben. Ha t az R"-bél, w pedig a C"-bél van, akkor érvényes

Yt +w) = (e_w))(t). Ezért
[0l = [ doutw) [ ety ldm, (106)

teljesiil minden % tesztfiiggvény esetén. Ha ¢); — 0 a D(R™)-ben, akkor az dsszes
1; tartéja benne van valamely K kompakt halmazban. Az e, fliggvények
T™-beli w esetén egyenletesen korlatosak K-n. A 2.4.1 Leibniz—formulabdl
kovetkezik, hogy minden o multi-index esetén fennall

1D (e—ruthj)lloe < C(K, o) max 1D 4511 - (107)

Az (107) jobboldala 0-hoz tart minden o multi-index esetén. Igy, ha adott e > 0,
akkor van olyan jp, hogy

(I = A)"(e—rwthj)ll2 <€, (108)

ha j > jo és w a T™ eleme, I az identikus operdtor, A pedig a Laplace—operator
(1d. a 2.5.1 szakaszt):

A= +02 4+ 40>=—-(D}I+D2+---+D?).

A 3.4.1 Plancherel-tétel alapjén (108) azt jelenti, hogy
L1 B 6+ ) dme) < 2 (109)

amib6l a Schwarz—egyenlStlenség és (104) alapjan az kovetkezik, hogy fennall
l]] < Ce minden j > jo mellett, ahol

c? :/ (1+ [[E2) 2" dma () < 0.
Rn

Ezzel (105)-6t bebizonyitottuk.

Tegyiik most fel, hogy ¢ olyan tesztfiiggvény R"-en, melyre fennall

¥ =P(D)p. (110)
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Ekkor z/AJ = Py, tovabba ¢ és 1& egész fliggvények, ezért ¢ meghatarozza
©-t.  Specidlisan, ¢(0) a 1-nek linedris funkcionélja, mely a P(D) operdtor
értékkészletén értelmezve van. A bizonyitds lényege annak igazoldsa, hogy ez
a linedris funkciondl folytonos, tehat van olyan w disztribtcié R™-en, melyre
barmely ¢ tesztfiiggvény esetén fennall

u(P(D)g) = ¢(0), (111)

mert ekkor az E = u disztribuiciéra fennall
(P(D)E)(¢) = E(P(~=D)¢) = u((P(=D)p)) =

=u(P(D)g) = ¢(0) = (0) = d(¢),
tehdt P(D)E = 4. A 4.1.1 lemmét a Pg = z/AJ fliggvényre alkalmazva azt kapjuk,
hogy

16(t)] < Ar—Y / [t + rw)) do (w) (112)

Tn

érvényes minden R™-beli ¢ esetén. A 3.3.1 inverziés tétel alapjan

»(0) :/ Gdm,, .
Ezért (112), (104) és (110) alapjan
|(0)] < Ar= Y ||P(D)g] (113)

adédik minden ¢ tesztfiiggvényre. Legyen Y a D(R"™) térnek az az altere, amely
az Osszes P(D)g alaki fiiggvényekbdl 4ll, ahol ¢ tetszdleges tesztfiiggvény.
Ekkor (113) alapjdn az (5.8.1) Hahn-Banach—tétel azt mutatja, hogy az Y
altéren P(D)y +— ¢(0) médon értelmezett linedris funkciondl kiterjeszthet6 a
D(R™) olyan w linedris funkciondljdva, mely (111) mellett az

lu(y)] < Ar~ Ny

egyenlétlenséget is teljesiti, ha v tesztfiiggvény. Madsrészt, (105) alapjén u
folytonos D(R™)-n, tehat disztribicié. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

4.2 Kozonséges differencidlegyenletek fundamentalis meg-
oldasai

Legyen a komplex szam, és jelolje L a % — a kozonséges elsorendii linedris
differencidloperatort. Az L operdtor fundamentélis megolddsainak meghatéro-
zasdhoz a

dF(x)

dx
kozonséges differencidlegyenlet F' megolddsait kell meghatérozni a D’ (R) térben.
Az a = 0 esetben a H Heaviside fiiggvény v/2m-szerese megoldas (1d. a 2.3

—aF(z) =d(x) (114)
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szakaszt), s az Osszes megoldds x — 27 H(z) + C alakd, ahol C tetsz6leges
komplex szam. Ebbdl adédik, hogy (114) dsszes megolddsa

F(z) = E(x) + Ce*®

alaki, ahol E(z) = v2m H(z)e* egy fundamentdlis megoldds. Vegyiik észre,
hogy az U : x — e fliggvény az

U'—aU =0, U0)=1

kezdetiérték-feladat egyértelmii megoldasa, és £ = v2m HU. Ezt az eredményt
konnyl dltaldanositani az

am dmfl
L=——+apn15——+ +ao
dz™ dxm—1
kozonséges m-edrendii linedris differencidloperatorra, ahol ag, a1, ..., am—1 tet-

sz6leges komplex szamok. Ennek egy fundamentalis megolddsa ugyancsak
felirhaté6 E = +/27m H U alakban, ahol U az

LU=0, UY0)=0(j=01,....m—2), U™ D0)=1

kezdetiérték-feladat egyértelmii megoldédsa. Az Osszes fundamentélis megoldés
ismét F' = E + h alakban adhat6é meg, ahol A az Lh = 0 homogén egyenlet
tetszoleges megoldasa.

4.3 A Cauchy—Riemann—egyenlet fundamentalis megolda-
sai

Mivel a Cauchy-Riemann-operator R2-n

9.0
ox dy

(Id. a 2.5.1 szakaszt), igy a fundamentdlis megolddsok meghatdrozasahoz a

OE(x,y) n Z.@E(x, Y)

e oy 6(z,y)

differencialegyenletet kell megoldanunk D’(R?)-ben. Régzitett R-beli o mellett
az egyenlet mindkét oldalanak, mint y fiiggvényének vegyiik a Fourier—transz-
formaltjat:
oF -
OELD e, m) = o).

Ez egy els6rendii kbzonséges differencidlegyenlet. Az el6z6 pont alapjan tehat

E(x,n) = \/%(H(x) +C(n))e™ .
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Minket azonban F(z,y) érdekel, nem pedig E(x, n). Az inverz Fourier—transz-
formaciét viszont csak akkor alkalmazhatjuk, ha E(z,n) az n valtozéban tem-
perdlt disztribicié. Vilasszuk meg C(n)-t gy, hogy ez teljesiiljon. Legyen

-1 ha >0,
Cn) = !
0 ha 7 <0.
Ekkor

Blon) —V/2rH(—x)e™ ha n >0,
x,m) =
7 V2 H (x)e"* ha n<0.

Az inverz Fourier—transzforméciot alkalmazva az n véltozoban azt kapjuk, hogy

0 +00
E@w:/ Hmw“mm—/ H(—2)e"@) dy =
. |

1
x+iy
Kozvetlen behelyettesitéssel is meggy6z6dhetiink arrél, hogy ez a disztribucid
valéban fundamentdlis megolddsa a Cauchy-Riemann-operatornak. Ehhez azt
kell igazolni, hogy barmely D(R?)-beli ¢ tesztfiiggvény esetén fenndll

oFE OF
<% + 8_y> () = ¢(0,0),
azaz a % = %<Bz + zai> jeloléssel

dp O0p\ 1 dp dxdy
_E(Iay)<% +18_y> __;//Rz gx_ﬂ.y—%?((),o)-

Ennek igazoldsahoz vezessiink be (r, §) poldrkoordindtékat:

r = rcosf
y = rsinf.
A 66_ operator alakja polarkoordindtakban

Loos 425
26 (or + T@G)

ahol ¢(r,0) = ¢(r cosd,rsind), igy

Oy dxdy oo p2m
_ =_= . )drdf
//Wmﬂy o A
+00 i 27
U A O e
™ Jo 0 ™ Jo rJo

_ L /277 —(0,0)d = 3(0,0) = (0, 0).
T Jo

Ezzel megmutattuk, hogy az adott disztribicié valoban fundamentdlis megol-
dasa a Cauchy-Riemann-operatornak.
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4.4 A hovezetési egyenlet fundamentalis megoldasai

Tekintsiik R x R™-ben a hévezetési operatort (1d. a 2.5.1 szakaszt), illetve a

0
Z A,
ot

hévezetési operdtorhoz tartozé differencialegyenletet, ahol A, a Laplace—opera-
tor R™-ben. Igy a fundamentdlis megoldasok meghatarozasahoz a
0E(t,
OE(t.z) _ A E(t,x) =6(t x)
ot
differencidlegyenletet kell megoldanunk D’(R2?-ben. Az z véltozéban hajtsunk
végre Fourier—transzformaciét, ekkor

OE(t,€)

S el B 6) = 001

adédik. Ennek - a t valtozéban - egy fundamentélis megoldédsa
Bt &) = V2 H(t) e el

alakl, ami nyilvan temperalt disztribucié. Az inverz Fourier—transzforméciot
alkalmazva ¢ > 0 esetén

12

_ Ve ieatlg|? o _ V2T (" (i ? ) e
E(t,z) = R x de = R 31;[1 /R e d¢; e

adédik. Az integraléds elvégezhetd, ha felhasznéljuk, hogy
—+o0
/ et gy = /L ,
e \V ¢

E(t,x) = W(ﬁ Tt

adodik ha ¢ > 0, az R™ minden x eleme esetén. Ezért a hévezetési egyenlet egy
fundamentalis megoldasa a

ebbol ugyanis

V2 ki
VT H(t)e™ I (t #0)
(V2t)"
disztribucié. Az Osszes fundamentélis megoldds FE + h alaku, ahol h a
Oh
ot

homogén hévezetési egyenlet megolddsa R x R™-en.

E(t,z) =

—Azh=0
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4.5 A Schrodinger—egyenlet fundamentalis megoldasai

A Schrédinger—operédtor R x R™-ben

10
—Z A,
i 0t
(Id. a 2.5.1 szakaszt), igy az
10E(t, x) B
e A, E(t,z) =0(t,x)

parcidlis differencidlegyenlet E disztribicié-megoldasat kell meghatdroznunk.
A fentiekhez hasonlé médon, Fourier-transzformaciét végrehajtva az x valtozo-
ban, azt kapjuk, hogy

19E(t,€) 2
. 2 E(t =6(t
- el B g) = 6),
ahonnan R o
E(t,€) =V2mi H(t) e el
kovetkezik. Ez ismét temperalt disztribicio, igy az inverz Fourier—transzforma-
ci6 alkalmazhaté. Vegyiik észre, hogy ha € — 0+, akkor az

Bt €) = V2ri H(t) e+l

altaldnositott sorozat disztribucié-sorozat disztribicié-értelemben tart E—hez,
igy inverz Fourier—transzformaltja tart F-hez. Az E. inverz Fourier—transzfor-

maltja
E.(t,x) = ——— V21 (/ o (e+it) €]l d§) il
(2m)" \ Jgn

Ha t > 0 és € — 0+, akkor ennek hatarértéke

V2T 1 IE

4it

7—(27()71 ﬁ Ce 5

+oo o n
C:J":(/ e " dx) ,

az ugynevezett Fresnel—féle integrdl. A J értékét példaul a residuum-tétel se-
gitségével lehet kiszamitani, amibdl az adddik, hogy

J:\/Eef%,

51~I>I(r)l+ EE (t7 JJ) -

ahol

és igy a fenti hatarérték

V2 _x _llell?
(& 1e
(20"

51~I>I(r)l+ EE (t7 ,T) -

s végiil
V2T _l=l?
e dit |

) = e*i(n72)%
Bit,x) = H(t) -
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4.6 A hullamegyenlet fundamentalis megoldasai

A hulldm—operator R x R™-ben
62
Z_ A,
ot?
(1d. a 2.5.1 szakaszt), igy a
O?E(t,x)

parcidlis differencidlegyenlet E disztribucié-megoldasat kell meghataroznunk. A
fentiekhez hasonlé médon, Fourier—transzformaciot végrehajtva az x valtozoban
azt kapjuk, hogy

PO L er? o) = 0.
aminek egy t > 0 tartéju fundamentalis megoldasa
B (t,€) = Vor H(t) % .
Hasonldéan, egy ¢t < 0 tartéju fundamentdalis megoldas
E_(t,&) = —V2n H(—1) % .

Most csak F,-szal foglalkozunk. Az inverz Fourier—transzforméacié alkalmazé-
saval t > 0 és minden R™-beli = esetén

Edtae) - < [ e o0,

adédik, ahol ® a Fourier—transzformaciot jeloli, ¢ pedig tetszbleges gyorsan
csOkkend fiiggvény. Az integraldsokat felcserélve

Ey(t.) = % / B (1,€) de (115)

adédna, am ez csak szimbolikus {rdsméd, hiszen a & — E’+ (t,&) fuggvény nem
integralhaté. Ennek pontos értelme a kovetkezo:

Vor ine—cl€l® f
\/WEE%I+ /Rn € ¢ ' E+(t7§) dg

Ey(tz) =

A (115) felirhaté
E+ (tv 'r) = H(t)u(ta I)
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alakban, ahol

VIE [ st
u , _ ix-€
o) = o Je & Tl

ahol az integralt ugyancsak az elébbi értelemben értjik.

dg

Az U disztribicié fontos szerepet jatszik a hulldmegyenletre vonatkozd
Cauchy—feladat elméletében.

Hasonlé vizsgéalatok végezhetdk el a

9?2 9
gz~ Betm

ugynevezett Klein—Gordon—operdtorral kapcsolatban is, amely fontos szerepet
jatszik a kvantummechanikéban.

Az n = 2 esetben E poldrkoordindtékban a kdvetkez6 alaku:

L (%73  ha r<t
Ey(t,r,0) = 7a= (=) arsh
0 egyébként .

Az n = 3 esetben E; gémbi koordindtakban:

1
E+(t7T7 P, 9) = %5(t - T) .

Az E_ disztribicié hasonléan vizsgalhato.

4.7 A Laplace—egyenlet fundamentalis megoldasai

A Laplace—operator R™-ben

02 0? 0?
A= 8—17% + 8—$% + -+ @
(1d. a 2.5.1 szakaszt), igy a
AE(z) =6(x)

parcialis differencidlegyenlet E disztribucié-megoldasait kell meghataroznunk.
Itt nem célszerti egy valtozot kitiintetni és a tobbi szerint Fourier—transzforméci-
ot végrehajtani, mert ez ellentmond a természetességnek és a Laplace-operator
szimmetridjanak. A Laplace—operator ugyanis rotaciéval szemben invaridns,
sOt, invaridns az R™ tér minden ortogonalis transzformécidjaval szemben. Ez
megforditva is igaz: ha egy linedris transzforméacioval szemben A invaridns,
akkor a linedris transzforméacié ortogonalis, amit Fourier—transzformaciéval nem
nehéz igazolni. Ezért célszerii a Laplace—egyenlet rotacidval szemben invaridns
fundamentalis megoldasait megkeresni.
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El6szor megmutatjuk, hogy rotaciéval szemben invaridns tesztfiiggvényeken

A killonosen egyszerti alaki. Nevezetesen, ha a @ tesztfiiggvény csak r = ||x||-t61
fiigg, ¢(z) = f(r), akkor

0%f n—10f
Aple) =g+ 5

Valgban,
) = )2
& 2o 1 0 /1
G = IO g (10)) -
=L (o) B2+ S e - B

teljestil ¢ = 1,2, ..., n esetén, melyeket Gsszegezve

1< oy O n—10f
RGEPMLCIVEE =Rt 2

Ennek felhaszndlasaval megadhaté A egy fundamentalis megolddsa. Legyen

—%ln% ha n =2,
F(r) =

Ap(r)

ﬁls

NEER

“Imoye-Tmez ba n>2,

ahol |S™ 7| az n dimenziés egységgomb felszine:

I:

2m

Snl
|5 = (@)

wm N
~—

Itt ' az Fuler—féle gammafigguény:

—+oo
I'(z) = / e s* s,
0

hacsak z komplex szdm, és Rez > 0. Ekkor szdmoléssal ellendrizhetjiik, hogy
az E(z) = F(r) disztribiicié a Laplace-operator fundamentdlis megoldésa

A Laplace—operator egy fundamentalis megolddsat a kovetkezd észrevétel
alapjan is meghatarozhatjuk. Tegyiik fel, hogy n > 3, és legyen

V2 1 ki
E(t,z)= Y2 H@)e " t#0
(V2t)"
a hovezetési egyenlet fundamentdlis megoldasa. Ez azt jelenti, hogy ha ¢ egy
tesztfiiggvény R x R"-en, akkor

oE

(O 8B 0 = (8, 90) — (B, ) =

¢(0,0) =



4.8 Szoboljev—terek 79

_ Oy
= _/]R+><R" E(x,t)g dmq (t) dmy,(z) — / /R+ E(z,t)Aypdmy(t) dm,(z).

Specidlisan, ha ¢ tesztfiiggvény R"-en, akkor %—f =0, s ezért

©(0) = —/n (/0+00 E(z,t) dt) Aypdmy(z) =

=/ F(x) Ap(x) dmn(z) = —(AF, @),

+o0
Fla) = /0 E(a, t) dma (1)

disztribucié a —A operator fundamentalis megoldésa.

4.8 Szoboljev—terek

Legyen s valés szam, s jelolje pus a kovetkez6 mértéket R™-en:

dps(y) = (1 + [lylI*)* dmn(y) -

Nyilvan ps pozitiv mérték, s ha f az L?(us)-hez tartozik, akkor f temperalt
disztribucid, igy f valamely u temperalt disztribicié Fourier—transzformadltja.
Mindazon u temperalt disztribaciok linedris terét, melyek Fourier—transzfor-
méltja L%(us)-hez tartozik, jelolje H*. A H*® tér az

1/2
l[ulls = </ Iﬁlzdus>
R’Vl

norméval elldtva L?(us)-el izometrikusan izomorf Hilbert—tér. A H® tereket
Szoboljev-tereknek nevezziik. A Plancherel-tétel alapjan H° izometrikusan izo-
morf L?(m.,,)-el.

Nyilvdnvaléan t < s esetén fenndll H® C H!. Ezért az osszes H® terek X
egyesitése linearis tér. A A : X — X linedris operatort t-edrendinek nevezziik,
ha a A barmely H*-re valé lesziikitése H*-nek H* *-be val6 folytonos leképezése.

4.8.1 Tétel. (i) Minden kompakt tartoji disztribicio valamely H® térhez tar-
tozik.

(i) Ha t valds szam, akkor az az u — v leképezés, melyet minden R™-beli y
esetén

. 2\/2 o

oy) = L+ llyI%)"* aly)
értelmez, a H*-nek H*'-re wvald linedris izometridja, ezért t-edrendi
operdtor, melynek inverze —t-edrendd.

(i11) Hab az L= (R"™) eleme, akkor a © = bd mddon értelmezett u — v leképezés
0-adrendi operdtor.
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(iv) Bdrmely o multi-index esetén a D® leképezés |a|-edrendd operdtor.
(v) Ha f az S(R™) eleme, akkor a u — fu leképezés 0-adrendd operdtor.

Bizonyitds. Ha u kompakt tartdji disztribicié R™-en, akkor a 3.7.2 tétel els6
allitasa szerint

la(y)l < C(+ |yl
teljestil minden R™-beli y mellett valamilyen C, N dllandokkal. Ezért barmely

s < =N — 5 esetén u a H® térhez tartozik, amibdl kévetkezik (i). Az (ii) és

(i11) allitdsok nyilvanvaldéak. Mivel minden o multi-index és R™-beli y esetén
fennall

(D) ()| = Iyl )] < @+ [yl )l

ezért érvényes
[1D%ul|s—jaf < [lulls

amibdl kovetkezik (iv).
Az (v) bizonyitésa az
(1+ [z +yl*)* < 2850 (L + [l]f*)* (1 + [lyl*)"! (116)

egyenl6tlenségen mulik, amely fennall minden R™-beli z,y és minden R-beli
s esetén. Valdban, az s = 1 eset nyilvanvald, mig az s = —1 esetet ugy
kapjuk, hogy az s = 1 esetben z-et © — y-al, y-t pedig —y-al helyettesitjiik.
A (116) altaldnos esetét ezutdn megkapjuk, ha ebben a két esetben mindent
s-edik hatvdnyra emeliink. A (116) alapjan

| e =P du <20+ it [ pRan i)

teljesiil minden h mérhetd fiiggvényre R™-en.

Legyen most u a H® egy eleme, f az S(R") egy eleme, valamint ¢ > |s| 4+ 3.
Mivel f az S(R™)-hez tartozik, ezért || f||; < 4+oco. Legyen y = ys|—¢(R™) < 400,
tovabbd F = |a| * | f|. A 3.5.5 tétel szerint

()| = laxfl<|al«|f| = F. (118)

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz—egyenlGtlenség szerint

F@P < [ wPdut) [ fie-P diiw)

n

teljesiil minden R™-beli x-re. Integraljuk ezt az egyenlétlenséget R™-en a ps
mérték szerint. A (117) szerint az eredmény

/ FI2duy < 290 || F)12 2. (119)
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Végiil (118) és (119) alapjan

1 ulls < @) 211 £lle s
amib6l kovetkezik (v). O

Legyen Q az R™ tér nem iires, nyilt részhalmaza, s pedig egy valés szam.
Akkor mondjuk, hogy a D’'(2)-beli u disztribicié lokdlisan H*-be tartozik, ha
az (1 barmely x pontjanak van olyan €2-beli w nyilt kornyezete és olyan H°-beli
v disztribiicid, hogy u = v az w koérnyezetben.

4.8.2 Tétel. Legyen 2 azR™ tér nem dres, nyilt részhalmaza, s egy valds szdm,
u pedig egy D' (Q)-beli disztribicid. Ekkor a kovetkezd feltételek egyenértékiek:

(i) u lokdlisan H?®-hez tartozik,
(i) Y u H*®-hez tartozik minden D(Q)-beli ¢ tesztfigguény esetén.

Tovdbbd, ha s nem negativ egész, akkor e két feltétellel egyenértékii a
kovetkezo:

(iii) D%u lokdlisan L* az Q-n minden olyan o multi-index esetén, melyre fenn-
dll laf < s.

A masodik feltétel némi magyardzatra szorul, hiszen az u disztribicié csak
olyan tesztfiiggvényeken van értelmezve, melyek tartéja {2-ban van. Azonban
tu definicié szerint azt a funkcionélt jelenti, amely tetszSleges D(R™)-beli ¢
tesztfiiggvényhez a

(Y u)(p) = u(ep)
szémot rendeli, s itt mar ¥ D(Q)-hoz tartozik, tehat u(yyp) értelmes.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy u lokalisan H*®-hez tartozik, és legyen K valamely
D(Q)-beli ¢ tartdja. Mivel K kompakt, 1étezik véges sok w; nyilt részhalmaza
Q-nak ugy, hogy egyesitésiik lefedi K-t, s w;-n az u megegyezik valamely H°-beli
v; disztribtciéval. Az 1.3.1 egységfelbontdsi tétel szerint vannak olyan D(w;)-
beli v; fiiggvények, hogy > . ¢; =1 a K halmazon. Ha ¢ tesztfiiggvény R™-en,

akkor
u(thp) =D uive) =Y vi(vip),

3 3

mivel ;19 a D(w;)-hez tartozik. Ezért
Yu=Y" v

A 4.8.1 tétel (v) allitdsa alapjin ¥;vv; a H®-hez tartozik minden i-re, ezért ¢ u
a H*-hez tartozik, igy (7)-b6l kovetkezik (7).

Ha fenndll (i) , és x az Q egy eleme, valamint ¢ olyan tesztfliggvény Q-n,
amely 1-el egyenlé az x valamely (-beli w nyilt kornyezetében, akkor v = ¢ u
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az w-ban, s a feltevés szerint ¢ u a H*-hez tartozik. Tehat (ii)-b8l kovetkezik
(i)-

Tegyiik most fel ismét, hogy (i) érvényes. Ha 1) tesztfiiggvény Q-n, akkor
Yu a H5-hez tartozik, igy D®(vu) a H*"1®l-hoz tartozik, a 4.8.1 tétel (iv)
allitdsa alapjan. Ha |a| < s, akkor

Hsfla‘ g HO — L2(Rn),

ezért D®(ypu) az L?(R™)-hez tartozik. Ha most 1 olyan tesztfiiggvény Q-n,
amely 1-el egyenl6 valamely adott -beli x pont egy koérnyezetében, akkor azt
kapjuk, hogy D%u lokélisan L? az Q-n. Ezért (ii)-bdl kovetkezik (iii).

Végiil, tegyiik fel, hogy D*u lokalisan L? az Q-n minden olyan a multi-index
esetén, melyre |a] < s. Legyen 9 egy tesztfliggvény Q-n. A Leibniz—formula
alapjan D(¢ u) az L?(R™)-hez tartozik, ha |a| < s, ezért az ilyen a-kra

L1110 0 ) dn(s) <+ (120)

Ha s nem negativ egész, akkor (120) érvényes y“ helyett az y$,vs5,...,y5
monomokkal. Ugyanugy, ahogy a 3.6 Szoboljev—lemma bizonyitasaban, azt
kapjuk, hogy

[ I @) @) dma(y) < +oo.

Tehét u a H®-hez tartozik, azaz, (iii)-b6l kovetkezik (ii), s ezzel a tételt
bebizonyitottuk. O

4.8.3 Tétel. Legyen Q) az R™ tér nem dres, nyilt részhalmaza, s egqy valds szam,
tovabba

(i) legyen

L=>" faD*

elliptikus linedris differencidloperdtor Q-n, melynek rendje N > 1, fq,
egytitthatdi pedig E(Q)-beli figgvények,

(ii) ha || = N, akkor f. dllandd,
(iii) a D(Q)-beli u,v disztribicickra teljesiljon
Lu=w, (121)
ahol v lokalisan H?-hez tartozik.
Ekkor u lokdlisan H**N -hez tartozik.

A tétel (ii) feltétele elhagyhatd, de segitségével a bizonyitds lényegesen
egyszerlibb. El6szor a kovetkezd segédtételt igazoljuk.
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4.8.1 Lemma. A 4.8.3 tétel feltételei mellett, ha valamely t < s+ N — 1 valds
szdm, és valamely D(Q)-beli ¥, ¢ fligguények mellett ¢ egyenld 1-el a ¢ tartdjdt
tartalmazé valamely nyilt halmazon, tovdbbd v a H-hez tartozik, akkor pu a
H'* 1 hez tartozik.

Bizonyitds. Elészor azt mutatjuk meg, hogy L(pu) a H'"N*lhez tartozik.
Tekintsiik a kovetkezo disztribuciot:

A=L(pu) —pLu=Lpu) —pv. (122)

Mivel ennek a tartdja része a ¢ tartéjdnak, ezért (122)-ben u-t ¢ u-ra cserélhet-
juk anélkiil, hogy A megvéltozna:

A=L(gpu) — pLu) =Y fo [D*(pu) — ¢ D*(Pu)]. (123)

Ha D“(p- 1 u)-ra alkalmazzuk a Leibniz—formuldt, akkor 1atjuk, hogy (123)-ban
a ¥ u N-edrendil derivaltjai kiesnek. Ezért A a ¢ u disztribucié legfeljebb N —1-
edrend(i derivaltjainak D(R™)-beli egylitthatékkal vett linedris kombindcidja.
Mivel 1 u a H'-hez tartozik, a 4.8.1 tétel (iv) és (v) dllitdsai alapjan A a H =N F1
hez tartozik. A 4.8.2 tétel alapjan a ¢ v disztribiicié a H*-hez tartozik, s mivel
t— N +1<s, ezért pv a H N1t hez tartozik. Végiil tehét eredeti allitdsunk
(122) kovetkezménye.

Mivel L elliptikus, karakterisztikus polinomja, az R™-beli y esetén

py) = > fay®

lo|=N

médon értelmezett polinom y # 0 esetén nem nulla. Ertelmezziik a kovetkezd
fiiggvényeket:

o) = lyl~"p(y), vy =0+ yl")ay)

hacsak y az R™ nullatdl kiillonb6z6 eleme, valamint értelmezziik a @, R, S ope-
ratorokat a Szoboljev—terek egyesitésén a kovetkez6 modon:

(Qu)y'=q, (Rw)'=ri, S= Y ofoD".

la|<N

Mivel p egy N-edfoki homogén polinom, ezért ¢(Ay) = q(y), ha y az R™ eleme,
és A > 0. Tovabb4a, p csak az origéban tiinik el, s az R” egységgombje kompakt,
igy q és 1/q korlétos fiiggvények. A 4.8.1 tétel (iii) allitdsabdl kovetkezik, hogy
Q és Q' 0-adrendfi operatorok.

Mivel az
y = (L+ gl ™21+ yl™)
fliggvény és reciproka az R"-en korldtos fiiggvények, ha az el6z6 paragrafus
allitasat a 4.8.1 tétel (ii) és (ii1) allitdsaival kombindljuk, azt kapjuk, hogy R
egy N-edrendfi operator, R~! inverze pedig —N-edrendii.
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Mivel ¢ f, tesztfiiggvény R™-en, ezért a 4.8.1 tétel (iv) és (v) dllitdsaibol azt
kapjuk, hogy S egy N — l-edrendii operator.

Mivel p =r — q, s p 4dllandé egyiitthatos, azt kapjuk, hogy

(X g0} =pi = (=g = (- Quy

la|]=N

hacsak w valamely Szoboljev—térhez tartozik. Ezért

(R—Q+ S5)(pu) =Lpu). (124)
A bizonyitas elején lattuk, hogy L(pu) a H*=N*l hez tartozik.

Mivel 1 u a H'-hez tartozik és o1 = ¢, a 4.8.1 tétel (v) allitdsa alapjan
ou = ¢yu a Hl-hez tartozik. Ebbdl adédéan (Q — S)(pu) a H' N+l hez
tartozik, hiszen @ 0-adrendii, S rendje pedig N —1 > 0. Ekkor (124) alapjin
R(pu) a H =N+l hez tartozik, s mivel R~! rendje —N, igy azt kapjuk, hogy
ou a H '-hez tartozik. O

Most bebizonyitjuk a 4.8.3 tételt.

Bizonyitds. Legyen x az ) egy pontja, By C egy = kozéppontd zart gémb,
tovabba ¢ egy olyan tesztfiiggvény Q-n, amely egy Bo-t tartalmazoé nyilt hal-
mazon 1-el egyenld. A 4.8.1 tétel (i) allitdsa miatt ypou beletartozik H-be
valamely valds t esetén. Mivel H? béviil, ha ¢ csokken, ezért feltehetjiik, hogy
t =s+ N —k, ahol k pozitiv egész szam. Viélasszunk olyan

By D>DBiD---D By

zart gomboket, melyek kozéppontja x, hogy mindegyik valédi részhalmaza az
elézének. Valasszunk tovdbbd olyan 1, @e, . .., i tesztfiiggvényeket (2-n, hogy
w; egyenl6 1-el valamely B;-t tartalmazé nyilt halmazon, és egyenld 0-val B;_1-
en kiviil. Mivel ¢gu a H'-hez tartozik, a 4.8.1 alapjan az kovetkezik, hogy o; u
a H'" ' hez tartozik i = 1,2, ..., k esetén. Ezért u lokdlisan H*tN-hez tartozik,
hiszen t + k = s + N, és ¢y, egyenl6 1-el a By halmazon. O

Az aldbbi kovetkezmény alapvetd jelentEségii.

4.8.4 Tétel. Ha L teljesiti a 4.8.3 tétel (i) és (ii) feltételeit, tovabbd v az E(Q)-
hoz tartozik, akkor a (121) egyenlet minden u megolddsa E(Y)-hoz tartozik.
Specidlisan, az Lu = 0 homogén egyenlet minden megolddsa E(Q)-hoz tartozik.

Bizonyitds. Ha v a £(2)-hoz tartozik, akkor ¢ v a D(R™)-hez tartozik minden
Q-n értelmezett tesztfiiggvény esetén, s ezért v minden valds s esetén lokalisan
H*-hez tartozik. A tétel szerint tehat u minden valds s esetén lokalisan H*-hez
tartozik, s a 4.8.2 tétel, valamint a 3.6 Szoboljev—lemma alapjin u £(£2)-hoz
tartozik. O
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4.8.1 Példa. Tegyiik fel, hogy L egy elliptikus allandé egyiitthatds linearis
differencidloperator R™-en, és E az L egy fundamentalis megolddsa. Az ori-
g6 komplementerén az LE = § egyenlet az LE = 0 egyenletet jelenti. Ezért
a 4.8.3 tétel szerint az origé komplementerén E végtelen sokszor differencial-
hato fiiggvény. Ugyanakkor az F szingularitasdnak jellege természtesen az L
operatortdl fligg.

4.8.2 Példa. Korabban lattuk, hogy a Cauchy-Riemann-operitor az R2
barmely nem iires 2 nyilt halmazan elliptikus. Ez azt jelenti, hogy ha u egy
D'(2)-beli disztribiicié-megoldasa a

Cauchy—Riemann—egyenletnek, akkor a 4.8.3 tétel alapjan u végtelen sokszor
differencidlhaté fiiggvény (Q-n. Kovetkezésképpen u a z = x1 + iz2 valtozo
holomorf fiiggvénye Q2-n. Masszoval, minden holomorf disztribiicié holomorf
fliggvény.
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5 FUGGELEK

5.1 Halmazelméleti alapok

A halmazelmélet alapfogalmai: a halmaz és a halmazhoz elemként vald tar-
tozds, roviden a halmaz eleme fogalmak. A ”halmaz” sz6 szinonimgjaként (a
stilus élénkitése érdekében) szokds a "rendszer”, ”halmazrendszer”, ”csaldd”, s
hasonlé kifejezéseket hasznélni. Ha X és Y halmazok, akkor azt a tényt, hogy az
Y halmaz az X halmazt elemként tartalmazza, vagyis X az Y -nak eleme, amint
az szokasos, X € Y jeloli. Ennek tagaddsa: X ¢ Y. A halmazalgebra alapjaival
kapcsolatos fogalmakat és jeloléseket, igy a halmazok egyenléségének fogalmat, a
részhalmaz, a valddi részhalmaz s az tires halmaz fogalmait a szokasos értelemben
hasznaljuk. A halmazalgebraval kapcsolatban dltalanosan hasznalt fogalmakat
és miiveleteket (egyesités, metszetképzés, kiilonbségképzés, komplementer, disz-
Junkt halmazok), s a megfelel jeloléseket ugyancsak a megszokott médon alkal-
mazzuk. Az X és Y halmaz kiilonbségét X\Y, az X komplementerét pedig X ©
modon jeloljik. A pdrhalmaz, valamint a rendezett par jelolése a szokott médon
torténik: adott X, Y halmazok esetén az elébbit {X, Y}, az utébbit (X, Y) fogja
jelolni. Az X és 'Y halmazok elemeibél (ebben a sorrendben) képezhetd Gsszes
rendezett parok halmazéat, az X és Y halmazok Descartes-szorzatdt a szokasos
modon, X x Y-nal jeloljiik.

Az X halmaz sszes részhalmazainak halmazédt az X halmaz hatvdnyhalma-
zdnak nevezziik, szokasos jelolése 2% vagy P(X).

Az X halmaz egy részhalmazanak lefedése alatt az X részhalmazainak egy
olyan rendszerét értjiik, melyek egyesitése tartalmazza az adott részhalmazt.

Az X ésY halmazok kozotti reldaciokkal, fligguényekkel, ezek értelmezési tar-
tomdnydval, értékkészletével kapcsolatos fogalmakat (kép, dskép, inverz, kom-
pozicid, stb.), s az ezekre vonatkozé legegyszeriibb Osszefiiggéseket a szokott
médon és értelemben hasznaljuk. Ugyancsak feltételezziik az ekvivalencia re-
ldacio, a parcidlis rendezési reldcio és a rendezési reldcio fogalménak, valamint
az ezekkel kapcsolatos legfontosabb tudnivaléknak (faktorhalmaz, osztdlyozds,
stb.) az ismeretét. Ha egy halmazon adott egy ekvivalenciareldci6, akkor azt
a leképezést, amely a halmaz minden pontjdhoz a pontot tartalmazoé osztalyt
rendeli, a halmaznak az adott ekvivalenciareldcié szerint vett faktorhalmazara
val6 természetes leképezésének nevezziik.

Egy féligrendezett halmazt irdnyitott halmaznak neveziink, ha benne bér-
mely kételemii részhalmaznak van felsé korlatja.

Egy féligrendezett halmaz valamely részhalmazanak egy elemét a részhalmaz
egy maximdlis elemének nevezziik, ha nincs a széban forgd részhalmaznak
olyan eleme, mely az illeté elemnél nagyobb. Hasonlé médon értelmezziik egy
részhalmaz minimdlis elemét.
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5.1.1 Tétel. (Zorn—lemma) Ha egy féligrendezett halmazban minden linc fe-
lilrol korldtos, akkor a halmaznak van maximdlis eleme.

Fel fogjuk tételezni az indexelt halmazrendszerekkel, halmazcsalddokkal,
valamint az ilyenek szorzathalmazdval, hatvinyhalmazdval kapcsolatos alapvetd
tudnivaldk ismeretét, melyek vonatkozasaban a szokasos elnevezéseket, jelolése-
ket fogjuk hasznalni.

Ugyancsak feltételezziik a halmazok szdmossdgdval, a véges, illetve végtelen
szdmossdagokkal, valamint a megszdmlalhato szdmossdggal, a kontinuum szdmos-
sdaggal kapcsolatos legfontosabb ismereteket.

Feltételezziik, hogy az olvasé rendelkezik az kovetkezO szamhalmazokra
vonatkozé alapveté halmazelméleti, algebrai és topolégiai ismeretekkel: a
természetes szdmok halmaza: N = {0,1,2,...}, az egész szdmok halmaza: Z, a
raciondlis szamok halmaza: Q, a valds szdmok halmaza: R, s a kompler szamok
halmaza: C. Feltételezziik tovabbd a valds és komplex analizis alapjainak is-
meretét.

Legyen I' irdnyitott halmaz. A T'-nak egy halmazba valé [ leképezését
dltaldnositott sorozatnak nevezziik. Ilyenkor az f(v) elemet az altaldanositott
sorozat v-edik tagjinak nevezzilk, s f,-vel jeloljik. Tehat az altalanositott
sorozat egy irdnyitott indexhalmazon értelmezett indexelt halmazrendszer. En-
nek megfeleléen az dltaldnositott sorozatot (f,),er mddon jeldljik. Ha az
altalanositott sorozatnak, mint leképezésnek az értékkészlete egy rogzitett
halmaz hatvinyhalmazénak valamely részhalmaza, és ezt a tény ki akarjuk
hangsilyozni, akkor az dltalanositott sorozatot dltaldnositott halmazsorozatnak
nevezzik.

A (9u)ver, altaldnositott sorozatot az (f,)er, altaldnositott sorozat dltald-
nositott részsorozatanak nevezzik, ha van olyan I'o-t I'1-be képez6 ¢ leképezés,
melynél minden T'a-beli p esetén g, = f,(,) teljesiil, és barmely I'1-beli v-hoz
van olyan I's-beli i, hogy o(u) > v.

Ha I' a természetes szamok halmaza, mely természetes mddon, a szokédsos
< rendezéssel irdnyitott, akkor altalanositott sorozat helyett réviden soroza-
tot mondunk, melynek altalanositott részsorozatait roviden részsorozatoknak
hivjuk.

5.2 Topologikus terek

Az X halmaz egy topoldgidjin az X részhalmazainak egy olyan halmazat
értjiik, amely barmely két hozzatartozé halmaz metszetét, és hozzatartozé hal-
mazok barmely halmazanak az egyesitési halmazat, tovabba az X halmazt és
az ires halmazt is tartalmazza. Az X-et egy topolégidval ellatva topologikus
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térnek nevezziik. A topolégidhoz elemként tartozé halmazokat nyilt halma-
zoknak, komplementereiket zdrt halmazoknak nevezzikk. Az X topologikus tér
egy Y részhalmazanak lezdrtjdn az Y-t tartalmazo Osszes zart halmazok met-
szetét értjik, az Y részhalmaz belsejének pedig az Y Osszes nyilt részhalmaza-
inak egyesitését nevezzitkk. Amint az kénnyen ldthatd, egy topologikus térben
barmely részhalmaz lezartja zart halmaz, belseje nyilt halmaz. Tovabba, egy
részhalmaz pontosan akkor zart, ha egyenld lezartjaval, s pontosan akkor nyilt,
ha egyenld belsejével.

Mint kénnyen lathatd, az X halmazon adott topolégidk barmely nem iires
halmazanak metszete is topolégia X-en. Ennek alapjan az X részhalmazainak
tetsz6leges rendszere esetén van értelme az ezen halmazrendszert tartalmazo
Osszes topologiak metszetérol, mint az adott rendszer dltal generdlt topologiardl
beszélni. Ilyen esetben az eredeti halmazrendszert az altala generalt topoldgia
egy szubbdzisinak nevezziik. Tehat ahhoz, hogy egy topolégidnak egy hal-
mazrendszer szubbazisa legyen sziikséges és elegendd, hogy minden nem fiires,
nyilt halmaz el6alljon a halmazrendszer halmazaibdl képzett véges metszetek
egysitéseként. Ha minden nyilt halmaz egy adott halmazrendszerbdl vett halma-
zok egyesitéseként all els, akkor a szoban forgd halmazrendszert a topoldgia egy
bazisdnak nevezzik. Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér megszamldlhato
badzisu, ha 1étezik megszamlalhatd szamossagu bazisa.

Egy topologikus tér részhalmazanak belsé pontja alatt belsejének tetszéleges
pontjat értjik, mig kilsé pontja alatt komplementerének tetszéleges bels6
pontjat. Egy topologikus tér részhalmazanak egy pont hatdrpontja, ha a pont
a halmaznak sem nem belsé, sem nem kiilsé pontja. Egy topologikus tér
részhalmaza a tér egy pontjanak kornyezete, ha az illeté pont a széban forgd
részhalmaznak bels6 pontja. Egy topologikus tér egy pontjanak kornyezeteibol
all6 halmazrendszert a pont egy kornyezetbdzisanak nevezziik, ha a pont barmely
kornyezete tartalmazza a széban forgé halmazrendszer valamely elemét. Nyil-
vanvald, hogy topologikus térben minden pontnak van nyilt kornyezetekbol 4llé
kornyezetbédzisa. Az is vildgos, hogy egy topologikus tér = pontja esetén az
x barmely U(z) kornyezetbdzisdnak minden eleme tartalmazza az x pontot, s
bérmely két U(z)-beli halmaz metszete tartalmaz U (x)-beli halmazt. Ezek a tu-
lajdonsagok valdjaban jellemzik a kornyezetbazist a kovetkezo értelemben: Ha
egy X halmaz minden z pontjdhoz adott az X részhalmazainak egy U (x) rend-
szere gy, hogy minden X-beli z esetén az U (z) barmely eleme tartalmazza az x
pontot, és barmely két U (z)-beli halmaz metszete tartalmaz U(x)-beli halmazt,
akkor az X-nek pontosan egy olyan topoldgiaja létezik, melynél barmely x pont
esetén U(x) az x kornyezetbézisa.

Az X topologikus tér Y részhalmazénak X nyilt részhalmazaival valé met-
szetei Y egy topoldgidjat alkotjak (mint konnyen ldthatd), amellyel Y-t elldtva
Y-t az X egy alterének nevezziik.

Egy halmaz két topoldgiaja koziil az elsét a masodiknal gyengébbnek mond-
juk, ha az els6ében nyilt halmazok nyiltak a mésodikban is. Ebben az esetben
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a masodik topolégiat az elsOnél erdsebbnek mondjuk. Az X halmaz részhal-
mazainak egy halmazahoz X-nek van egy olyan leggyengébb topoldgidja, hogy
abban az adott halmazok nyfltak (amint az konnyen lathatd, azt az adott halma-
zok véges tagszamu metszeteibol képzett halmazok egyesitési halmazai alkotjak
az lres halmazzal egyiitt); ezt az adott halmazok altal generdlt topoldgidnak
nevezzik.

Akkor mondjuk, hogy az X topologikus térnek az Y topologikus térbe vald
leképezése folytonos, ha Y minden nyilt halmazanak az inverz képe nyilt. Az
X-nek Y-ba valé leképezése nyilt, ha X minden nyilt halmazanak a képe nyilt.
Az X topologikus térnek az Y topologikus térbe valé leképezése zart, ha X
minden zart halmazanak a képe zart. Az X-nek Y-ra val6 olyan kolcsonosen
egyértelmii, folytonos leképezését, amelynek az inverze is folytonos, homeomorf
leképezésnek nevezzilkk. Akkor mondjuk, hogy X homeomorf Y-nal, ha X-nek
van homeomorf leképezése Y-ra.

Az X topologikus térnek az Y topologikus térbe valé f leképezése az X
tér xog pontjaban folytonos, ha az f(xg) pont barmely kérnyezetének f-nél vett
inverz képe az xo-nak kornyezete. Vilagos, hogy az X topologikus térnek az Y
topologikus térbe valé f leképezése akkor és csak akkor folytonos, ha az X tér
minden pontjaban folytonos. Az is konnyen ldthatd, hogy ha az X topologikus
térnek az Y topologikus térbe valé f leképezése az X tér xy pontjdban folytonos,
s az Y topologikus térnek a Z topologikus térbe valé g leképezése az Y tér f(xo)
pontjaban folytonos, akkor az X topologikus térnek a Z topologikus térbe vald
g o f Osszetett leképezése az X tér xp pontjaban folytonos.

Ha a I halmaz minden v eleme esetén f, az Y halmaznak az X, topologikus
térbe valé leképezése , akkor Y-nak van olyan leggyengébb topoldgidja, hogy
azzal Y-t elldtva minden f, folytonos (mint kénnyen lathatd, ezt az X, -k nyilt
halmazainak az f,-knél vett inverz képei generdljik); ezt a topoldgidt az f,
fuggvényrendszer dltal indukdlt topologianak mondjuk.

A T halmaz minden v eleméhez adott X, topologikus terek Y szorzathal-
mazat Y-nak az X, -kre val6 projekciéi altal indukalt topoldgidval (vagyis azzal,
amelyet az X, -k nyilt halmazainak inverz képei generdlnak) elldtva, Y-t az X,
terek szorzatanak nevezziik. Konnyen lathaté, hogy ha B, az X, topolégiajanak
egy béazisa minden I'-beli v esetén, akkor a szorzattér topologidjanak egy bazisat
alkotjak a HUGF B, alaka halmazok, ahol B, a B, eleme, és véges sok v
kivételével B, = X,,.

Az X topologikus tér R ekvivalencia reldcidja (illetve P particidja) esetén az
X/R faktorhalmaznak (illetve az X /P faktorhalmaznak) azok az A részhalma-
zai, melyeknek a természetes leképezésnél vett inverz képeik X-ben nyilt halma-
zok, a faktorhalmazon egy topolégidt adnak (mint konnyen ldthatd), melyet az
X/ R faktorhalmaz (illetve az X /P faktorhalmaz) faktortopoldgidjinak nevezzik.
Mint kénnyen 14thaté, a faktortopolégidra nézve az X-nek X/R-re (illetve X/P-
re) valé természetes leképezése folytonos.
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Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér Haussdorff~tér, ha barmely két
eleméhez van két, az egyiket, illetve a masikat tartalmazé, diszjunkt nyilt hal-
maz. Mint konnyen lathat6, Haussdorff-terek szorzata Haussdorff-tér.

Legyen (z,),er dltaldnositott sorozat az X topologikus térben. Az X tér
x pontjat az (x,),er dltaldnositott sorozat hatdrértékének nevezzik, ha az x
barmely U kornyezete esetén van olyan I'-beli vy, hogy ha v > 1y, akkor z, az
U kornyezethez tartozik. Ekkor azt mondjuk, hogy az (z,),er altaldnositott
sorozat konvergens, és az x ponthoz konvergdl. Konnyen lathatd, hogy ha X
Haussdorff-tér, akkor benne barmely &dltaldanositott sorozatnak legfeljebb egy
hatarértéke létezik, melyet ekkor lim, x, mdédon jelolink. Az is kénnyen iga-
zolhatd, hogy egy topologikus tér altalanositott sorozatanak hatarértéke ha-
tarértéke minden &ltaldnositott részsorozatdnak is. Az &dltaldnositott soroza-
tok alkalmasak a topoldgia teljes leirasara, ugyanis barmely topologikus tér egy
részhalmazanak lezartja mindazon pontokbdl all, melyek valamely, a részhalmaz
elemeibdl képzett altalanositott sorozat hatarértékei.

Az altalanositott sorozatok jél felhasznalhaték a fiiggvények folytonossagi
tulajdonsdgainak vizsgdlatakor is, ugyanis nem nehéz igazolni, hogy az X
topologikus térnek az Y topologikus térbe valé f leképezése akkor és csak
akkor folytonos az X tér zp pontjdban, ha barmely olyan X-beli (z,),er
altaldnositott sorozat esetén, melynek xo hatarértéke, az (f(z,)),er altaldnosi-
tott sorozat f(zg)-hoz konvergal. Ez a klasszikus analizisb6l j6l ismert ” &tviteli
elv” megfelel6je.

Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér kompakt, ha nyilt halmazokbdl allé
minden lefedésébél kivalaszthatd véges lefedés. Egy topologikus tér valamely
részhalmaza akkor kompakt, ha mint altér kompakt. Akkor mondjuk, hogy
egy halmaz valamely részhalmazainak a rendszere centrdlt, ha koziiliik barmely
véges szamuinak a metszete nem iires. A nyilt halmazok komplementereire valé
attéréssel lathato, hogy egy topologikus tér akkor és csak akkor kompakt, ha
centralt halmazt alkoté zart halmazok metszete sohasem {iires. Topologikus tér
egy részhalmazat relativ kompaktnak nevezziik, ha lezartja kompakt. Konnyen
lathatd, hogy kompakt tér minden folytonos képe és minden zart altere kom-
pakt, valamint Haussdorff-tér minden kompakt altere zart halmaz. Alapvetd
fontossagu Tyihonov kévetkezo tétele.

5.2.1 Tétel. (Tyihonov) Kompakt topologikus terek bdrmely halmazdnak szor-
zattere kompakt.

Egy topologikus teret lokdlisan kompaktnak neveziink, ha minden pontjanak
van zart, kompakt kornyezete. Egy topologikus teret o-kompaktnak neveziink,
ha megszamlalhat6 sok kompakt halmaz egyesitése.

Topologikus tér egy részhalmazat sirinek, vagy mindenditt strinek nevez-
ziik, ha lezartja az egész topologikus tér. A részhalmazt egy masik részhalmaz-
ban stirinek mondjuk, ha benne, mint topologikus altérben stirii. Topologikus
tér egy részhalmazat sehol sem strinek nevezzik, ha lezartjanak nincs belso
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pontja. Megszamlalhaté sok sehol sem stiri halmaz egyesitését elséd kategori-
aji halmaznak nevezzilkk. Akkor mondjuk, hogy egy topologikus tér valamely
részhalmaza mdsodik kategoridju, ha komplementere els6 kategoriaju.

Egy topologikus teret szeparabilisnek neveziink, ha van megszamlalhato strt
részhalmaza.

5.3 Metrikus terek

Ha az X halmaz minden z és y elemével képzett rendezett parhoz hozza
van rendelve egy d(z,y) valés szdm, amit = és y tdvolsdgdnak neveziink ugy,
hogy barmely X-beli z,y, z elemek esetén d(x,y) nem negativ, és akkor és csak
akkor 0, ha x = y, tovdbbd d(z,y) = d(y,x) és d(x,2) < d(z,y) + d(y, z) tel-
jestil, akkor azt mondjuk, hogy X ezzel a tavolsdggal metrikus tér. Az utébbi
egyenl6tlenséget hdromszog-egyenlétlenségnek nevezzilk, a d fliggvényt pedig
tdvolsdgfigguénynek, vagy metrikdnak. Minden r > 0 esetén az X metrikus
tér egy pontjanak r sugard nyidt gombje, illetve r sugard zdrt gombje alatt az
X tér azon pontjainak halmazat értjiik, amelyeknek a széban forgé ponttdl vald
tavolsaga kisebb, mint 7, illetve kisebb, vagy egyenld, mint r. Az illeté pontot
a gbmb kozéppontjinak nevezzik. Az X halmazon az 6sszes nyilt gombok altal
generalt topolégiat az X természetes topologidjanak, vagy a d metrika dltal in-
dukdlt topologianak nevezziikk. Konnyen lathato, hogy ez megegyezik az Gsszes
zart gombok altal generdlt topoldgidval. Egy metrikus térben tehdt minden
topologikus fogalom szabadon hasznélhat6, melyeket (ha mést nem mondunk)
mindig a metrika altal indukalt topoldgidra vonatkoztatunk. Egy topologikus
teret metrizdlhatonak neveziink, ha topolégidja metrika altal indukalhat6. Nyil-
van minden metrizalhaté topologikus tér Haussdorff—tér.

Az X metrikus tér barmely Y részhalmaza ugyancsak metrikus tér, ha két
pontjanak tavolsaga alatt ugyanazt értjiik, mint az X térben. Ezzel a metrikaval
Y-t az X metrikus tér alterének nevezzilkk. Konnyi latni, hogy ekkor az Y
metrikus tér metrika altal indukalt topoldgidja megegyezik az Y-nak, mint az
X topologikus tér alterének topolégidjaval.

Konnyen lathaté, hogy metrikus térben az 0sszes nyilt gémbok a topoldgia
egy bazisat alkotjdk, tovabba barmely pontnak kornyezetbazisat alkotjék az
illetd pont, mint kézéppont koriili nyilt (zart) gdémbok.

Metrikus terekben a fiiggvények folytonossdganak leirdsdhoz nincs sziikség
altalanositott sorozatokra, a kozonséges sorozatok is elegendének bizonyulnak,
ugyanis az X metrikus térnek az Y metrikus térbe val6 f leképezése akkor és
csak akkor folytonos az X tér zo pontjaban, ha barmely X-beli, xp-hoz kon-
vergald (T, )nen sorozat esetén az (f(xy,))nen sorozat az f(xg)-hoz konvergal.

Metrikus tér egy részhalmazat korldtosnak nevezziik, ha részhalmaza vala-
mely nyilt gémbnek. Vildgos, hogy egy nem iires részhalmaz akkor és csak
akkor korlatos, ha dtmérdje véges. Akkor mondjuk, hogy egy metrikus térben
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egy sorozat korldtos, ha értékkészlete korlatos. Az is vildgos, hogy metrikus
térben minden konvergens sorozat korlatos.

Az X metrikus tér (zp)nen sorozatdt Cauchy—sorozatnak nevezzik, ha
bérmely ¢ > 0 esetén van olyan N, hogy n,m > N esetén d(z,,xn) < €.
Konnyen lathatd, hogy metrikus térben minden konvergens sorozat Cauchy-—
sorozat, és minden Cauchy—sorozat korlatos, valamint, ha egy Cauchy—-sorozat-
nak van konvergens részsorozata, akkor konvergens. Egy metrikus teret teljesnek
neveziink, ha benne minden Cauchy—sorozat konvergens. Mint kénnyen lathato,
teljes metrikus tér egy altere akkor és csak akkor teljes, ha zart.

Az X metrikus teret az Y metrikus térbe képezd leképezést izometrikus le-
képezésnek, vagy izometridnak neveziink, ha X barmely két pontjanak tavolsaga
megegyezik képeik tavolsdgaval. Nyilvan minden izometria kolcsonosen egyér-
telmi. Az X metrikus teret az Y metrikus térrel izometrikusnak nevezzik, ha
van X-nek Y-ra valé izometrikus leképezése. Ekkor nyilvan Y is izometrikus
X-szel, igy azt mondhatjuk, hogy X és Y izometrikusak egymdssal. Konnyen
lathatd, hogy minden izometria folytonos és nyilt, igy egymédssal izometrikus
metrikus terek, mint topologikus terek hoemeomorfak.

Az X metrikus teret 6nmagaba képezo F' leképezést kontrahdld leképezésnek,
vagykontrakcionak nevezziik, ha van olyan 0 < ¢ < 1 szdm, hogy minden X-
beli z,y esetén d(F(z),F(y)) < qd(z,y) teljesiil. Kontrahalé leképezésekkel
kapcsolatban alapveto eredmény Banach tétele.

5.3.1 Tétel. (Banach—féle fizponttétel) Teljes metrikus tér kontrahdld leképe-
zésének egyértelmiten létezik fixpontja.

Ugyancsak alapvet6 fontossagu az az eredmény, mely szerint teljes metrikus
térben megszamlalhaté sok slirti nyilt halmaz metszete stiri. Ennek azonnali
kovetkezménye a Baire—féle kategdriatétel.

5.3.2 Tétel. (Baire) Teljes metrikus tér mdsodik kategdridji.

A tétel alapjan, ha egy teljes metrikus tér megszdmlalhaté sok zért halmaz
egyesitése, akkor azok valamelyike tartalmaz gombot.

Egy metrikus térben egy részhalmazt szekvencidlisan kompaktnak neveziink,
ha a részhalmaz pontjaibdl 4ll6 barmely sorozatnak van olyan konvergens rész-
sorozata, melynek hatérértéke is a részhalmazhoz tartozik. Egy részhalmazt re-
lativ szekvencidlisan kompaktnak mondunk, ha lezartja szekvencidlisan kompakt.
Egy részhalmazt teljesen korlatosnak neveziink, ha barmely € > 0 esetén van ¢
sugard nyilt gombokbdl allo véges lefedése. Egy ilyen lefedés esetén a gombok
kozéppontjainak halmazat e-hdlonak nevezziikk. Vildgos, hogy minden teljesen
korlatos halmaz korldtos. Kideriil, hogy metrikus tér egy részhalmazanak kom-
paktsaga és szekvencidlis kompaktsaga egyenértékil feltételek, s ezek még azzal
is egyenértékiiek, hogy a részhalmaz teljesen korldtos és mint altér teljes. Ebbol
konnyen addédik, hogy metrikus tér egy részhalmaza akkor és csak akkor re-
lativ kompakt, ha relativ szekvencidlisan kompakt, valamint F. Haussdorff két
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nevezetes eredménye is, melyek szerint teljes metrikus tér egy részhalmaza ak-
kor és csak akkor kompakt, ha zéart és teljesen korlatos, valamint teljes metrikus
tér egy részhalmaza akkor és csak akkor relativ kompakt, ha teljesen korlatos.
Végiil konnyti latni, hogy minden kompakt metrikus tér szeparabilis.

5.4 Linearis terek

A valés, vagy komplex szadmok halmazanak elemeit skaldroknak fogjuk
nevezni, ha nem lényeges, hogy valds vagy komplex szdmokrdl van sz6. Legyen
X Abel-csoport, melynek minden x elemébdl és A skalarbdl képzett pérhoz
hozzad van rendelve egy X-beli Az elem, melyet szorzatuknak neveziink gy,
hogy barmely X-beli z,y, z elemek és barmely A, u skalarok esetén

Mz +y) = Av + Ay,

(A + p)a = Az + pu,
M)z = Apz),
l-z=x

teljesiil. Ekkor azt mondjuk, hogy X linedris tér, vagy wvektortér. Ha utalni
akarunk arra, hogy a skaldrok valds, vagy komplex szamok, akkor valds, vagy
komplex linedris térrél beszélink. Az X Abel-csoportot a linedaris tér additiv
csoportjanak nevezzilkk. Egy linearis teret nem trividlisnak neveziink, ha van
nullatdl kiilonbozo eleme.

Ha H az X linedris tér egy részhalmaza, A pedig skalar, akkor AH jeloli az
Osszes H-beli h elemmel képzett A\h elemek halmazat.

Az X lineéris tér x1,xa,...,z, elemeinek A1, Ao, ..., A\, (n pozitiv egész)
skalarokkal valé linedris kombindcioja a A1x1 + Aexe + - - - + A\pxy, elem. Ezt a
linearis kombinaciét nem trividlisnak mondjuk, ha nem minden skalar nulla. Ha
az itt szereplo skalarok nem negativ, valés szamok, és osszegiik 1, akkor konvex
kombindciorol beszéliink.

Linearis tér egy nem {ires részhalmazat linedrisan fiiggetlennek nevezzik, ha
a részhalmazbol vett barmely véges sok kiilonb6zé elem nem trivialis linearis
kombinacidja sohasem nulla. Ellenkezd esetben a részhalmazt linedrisan fiig-
gonek mondjuk. Egy linearis tér maximalis linearisan fiiggetlen részhalmazat a
linedris tér egy bdzisdnak nevezziik. A Zorn-lemma alapjan kovetkezik, hogy
linearis térben barmely linearisan fiiggetlen halmaz részhalmaza valamely ba-
zisnak, valamint minden nem trividlis linearis térnek van bazisa.

Linedris tér egy részhalmazat linedris altérnek, vagy roviden altérnek
nevezziik, ha nem iires, és barmely két elemének barmely linedris kombinaciéjat
tartalmazza. Vildgos, hogy egy altér az egész téren értelmezett miiveletek meg-
szoritasaival elldtva maga is linedris tér. Nyilvan alterek metszete altér, igy
tetszbleges, nem iires részhalmaz esetén van értelme a részhalmazt tartalmazo
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Osszes alterek metszetérol, mint az illeté részhalmazt tartalmazé legsziikebb
altérrol beszélni, melyet az illeté részhalmaz altal generdlt altérnek neveziink,
vagy az illetd részhalmaz linedris burkdnak, magat a részhalmazt pedig a széban
forgo altér generdtorrendszerének.

Egy részhalmazt konvexnek neveziink, ha nem iires, és barmely két elemének
barmely konvex kombinaciéjat tartalmazza. Vildgos, hogy minden altér konvex
halmaz. Mint konnyen lathatd, konvex halmazok metszete ugyancsak konvex,
igy tetszoleges, nem iires halmaz esetén van értelme a halmazt tartalmazoé Gsszes
konvex halmazok metszetérdl, mint az illeté halmazt tartalmazo legsziikebb kon-
vex halmazrdl beszélni, melyet az illeté halmaz konvexr burkdnak neveziink.

Egy linearis tér H részhalmazat korszerinek nevezziik, ha barmely A skalar
esetén |A| < 1-b8l AH C H kovetkezik.

Egy X linedris tér H részhalmazét elnyeldnek nevezziik, ha az X barmely x
eleme esetén van olyan A # 0 skalar, hogy z a AH-hoz tartozik.

Mint konnyen ldthatd, az X/Y faktorcsoport a A(z +Y) = Ax + Y Ossze-
fiiggéssel értelmezett szorzassal ellatva linedris tér. Itt z az X eleme, A\ pedig
skalar. Ezt a linedris teret az X linearis tér Y altér szerint vett faktorterének
nevezziik.

Ha ¢ és ¢ az X linearis térnek az Y linedris térbe vald linedris leképezése,
akkor a (¢ + ¥)(x) = ¢(z) + ¥(z) és a (A\p)(x) = Ap(z) (z € X, X skaldr)
Osszefiiggések egy ¢ + ¥ és egy Ap linedris leképezést értelmeznek (amint az
konnyen lathat6), melyet a ¢ és @ dsszegének, illetve a ¢ leképezés A-val vald
szorzatanak neveziink. Mint konnyen lathatd, az X tér Y-ba vald Gsszes linedris
leképezéseinek halmaza ezzel az Osszeadassal és szorzassal ellatva linearis tér,
melyet az X tér Y-ba valé linedris leképezései terének neveziink. Az X linedris
térnek X-be valé linedris leképezéseit linedris operdtoroknak nevezziik. Ha
példaul A egy skalar, akkor az x — Ax képezés nyilvan X linearis operatora.
Ha a az X tetszOleges eleme, akkor az x — x + a leképezést az a-hoz tartozéd
eltolasoperdtornak nevezziik. Ez nyilvan csak a = 0 esetén linearis.

Az X linedris térnek a skaldrok linearis terébe vald linedris leképezését
linedris funkciondlnak nevezziik. Az X linedris funkciondljainak linedris terét az
X konjugdltjanak mondjuk, ennek konjugaltjat pedig X mdsodik konjugdltjinak.

Konnyt igazolni, hogy ha ¢ az X linedris tér Y alterének linedris funkcio-
nalja, akkor X-nek van olyan linearis funkcionalja, mely Y-on ¢-vel egyenlo.

Ha X' az X linedris tér konjugéltja, akkor az X-beli x és X "beli @ esetén
F(z)(p) = p(z) Osszefiiggés altal értelmezett F' leképezés X-et mdsodik kon-
jugéltjanak egy alterére képezi le linedrisan (mint kénnyen ldthatd). Az F
linedris leképezést az X tér mdsodik konjugdltjdba valo természetes leképezésének
nevezziik. Vilagos, hogy egy linearis térnek mésodik konjugéltjaba valé termé-
szetes leképezése izomorf leképezés.
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Az X linedris tér konjugaltjanak, mint az X-en értelmezett skalarértékii
fiiggvények 4ltal alkotott topologikus szorzattér alterének topoldgidjat gyenge*-
topoldgidnak nevezziik. Fontos tudni, hogy az X linedris térnek masodik kon-
jugdltjdba vald természetes leképezésénél X képét az X gyenge*- topoldgidval
ellatott konjugaltjan folytonos linedris funkcionalok alkotjdk.

5.5 Szeminormalt terek

Az X valés vagy komplex lineéris téren értelmezett p valés értékii fiiggvényt
szubadditivnak nevezziik, ha barmely X-beli x,y elemek esetén fennall

p(z+y) < px) +p(y).

A p-t abszolit homogénnek nevezziik, ha barmely X-beli x és A skalar esetén
p(Az) = [Alp(z)

teljesiil. A p-t szeminormdnak, vagy félnormdnak nevezzilk, ha szubadditiv és
abszolit homogén. Konnyen lathatd, hogy barmely p szeminorma nem negativ,
a nulldban nulla, tovabba p~1(0) az X tér linedris altere. Az is nyilvanvald,
hogy barmely p szeminorma, és barmely X-beli z,y elemek esetén fennéll

Ip(z) — p(y)| < p(z —y).

Ha p szeminorma, és xg a tér tetszOleges pontja, tovabba r > 0 valés szam,
akkor akkor a p(x — x¢) < r, illetve p(z — x9) < r tulajdonsdgi x pontok
halmazat az xg kozépponti, r sugard nyilt, illetve zdrt p-gombnek nevezzik. Ha
itt xg = 0 és r = 1, akkor a megfelel6 gombot nyilt, illetve zdrt p-eqységgombnek,
vagy az adott szeminorma nyilt, illetve zdrt eqységgombjiének nevezziik.

Egy linearis téren értelmezett szeminormdk egy halmazat elvdlasztonak
mondjuk, ha a tér barmely nulldtdl kiilonb6z6 elemén a széban forgd szemi-
normdk valamelyike nullatdl kiilonbozé értéket vesz fel.

Legyen adott az X linedris téren szeminormék egy P csalddja. Azt a to-
polégiat X-en, melynek a P-beli Osszes szeminormékhoz tartozé nyilt gém-
bok szubbdzisat alkotjdk, a P szeminorma-csaldad dltal indukdlt topologidnak
nevezzilkk. Ezzel a topolégidval X-et a P 4altal indukalt szeminormdlt térnek
nevezziik. Konnyen lathatd, hogy erre a topolégidra nézve a P-beli szeminormak
folytonosak. Azt is konnyti latni, hogy egy szeminormalt tér akkor és csak akkor
Haussdorff—féle, ha az indukal6 csalad elvélaszto.

5.6 Topologikus vektorterek

Az X halmaszt, mely linearis tér és topologikus tér egyidejiileg uigy, hogy az
(x,y) — = + y Osszeadds az X onmagdval vett topologikus szorzatén folytonos,
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valamint a skaldrral val6 (\, ) — Az szorzés a valds, vagy komplex szdmok topo-
logikus terének az X topologikus térrel képzett topologikus szorzatan folytonos,
linearis topologikus térnek, vagy topologikus vektortérnek nevezzikk. Ha egy
linearis téren adott egy topoldgia, mellyel ellaitva a tér topologikus vektortér,
akkor a topoldgiat vektortopologidnak nevezziik. Konnyd latni, hogy barmely
szeminormalt tér topoldgidja vektortopoldgia. Mint kénnyen lathatd, topolo-
gikus vektortérben az eltolasoperdatorok mellett barmely A # 0 skalar esetén a
A-val valé x +— Az szorzds operdtora is homeomorfizmusa X-nek.

Az X topologikus vektortéren értelmezett d metrikat invaridnsnak nevezzik,
ha az X bérmely z,y, z elemei esetén d(x,y) = d(z + z,y + 2).

Topologikus vektortér egy H részhalmazat korldtosnak nevezzilk, ha a
zéruselem barmely U kornyezete esetén van olyan a > 0 szdm, hogy A > «
esetén H a AU részhalmaza. Konnyt latni, hogy minden véges halmaz korlatos,
és véges sok korlatos halmaz egyesitése korlatos. Egy topologikus vektortérre ak-
kor mondjuk, hogy rendelkezik a Heine—Borel-tulajdonsdggal, ha benne minden
korlatos, zart halmaz kompakt. Szeminormalt térben egy részhalmaz pontosan
akkor korldtos, ha rajta minden szeminorma korlatos fiiggvény.

Egy topologikus vektorteret lokdlisan konvernek neveziink, ha Haussdorff-
tér, és a zéruselemnek van konvex halmazokbdl 4llé koérnyezetbazisa. Egy to-
pologikus vektorteret lokdlisan korldtosnak neveziink, ha Haussdorff-tér, és a
zéruselemnek van korlatos kornyezete. Egy topologikus vektorteret F'—térnek
neveziink, ha a topoldgidja megegyezik egy olyan invaridns metrika altal in-
dukalt topoldgiaval, melyre nézve a tér teljes metrikus tér. A lokélisan konvex
F-tereket Fréchet-térnek nevezziik.

Egy topologikus vektorteret normdlhatonak neveziink, ha Haussdorff—féle, és
topolégidja egyetlen szeminormaval indukélhaté. Normalhaté topologikus vek-
tortér topoldgidjat indukald szeminormét normdnak nevezzik, s a topologikus
vektorteret egy norméval ellatva normdlt térnek mondjuk.

Legyen p norma az X normélt téren. Ekkor inkdbb az ||z| = p(x) jellést
hasznéljuk, s az X halmaz z,y elemei esetén d(z,y) = ||z — y|| Osszefiiggéssel
értelmezett d fliggvény invaridns metrika X-en - mint konnyen lathaté -,
mely 4ltal indukélt topoldgia megegyezik X-nek a ||, || norma &ltal indukalt
topoldgiajaval. Ezért minden normélhaté tér metrizdlhaté, illetve minden nor-
malt tér metrikus tér. A d metrikdt a |, || norma altal indukdlt metrikdinak
nevezziik.

Ha egy normalt tér, mint metrikus tér teljes, akkor Banach—térnek nevezziik.
Tehat minden Banach—tér Fréchet—tér.

Konnyti latni, hogy topologikus vektortérben barmely linearis altér lezartja
linedris altér, barmely korlatos halmaz lezartja korlatos, barmely korszertii hal-
maz lezartja korszerli, barmely konvex halmaz lezartja és belseje konvex, s a
zérus bdarmely korszerti kornyezetének belseje korszerii. Az is konnyen lathato,
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hogy két tetszoleges részhalmaz lezartjainak 6sszeghalmaza részhalmaza 6sszeg-
halmazuk lezartjanak.

Egy topologikus vektortérben minden pontnak van korszeri, nyilt halma-
zokbdl all6 kornyezetbazisa, és lokalisan konvex topologikus vektortérben min-
den pontnak van korszer(i, konvex, nyilt halmazokbdl 4llé kérnyezetbézisa. Ha
X egy topologikus vektortér, akkor benne a zérus barmely U kornyezete, s
barmely (r,,)nen, a +00-hez divergdld valds szdmsorozat esetén

X = [j roU
n=1

teljestil. Ha U korldtos, akkor barmely (0, )nen pozitiv tagi nullsorozat esetén
(0,U)nen a zérus kornyezetbézisa. Specidlisan, topologikus vektortérben a zérus
minden kérnyezete elnyelé. Konnyt latni, hogy topologikus vektortérben min-
den kompakt halmaz korlatos.

Topologikus vektorterek kozti linearis leképezés folytonos, ha valamely pont-
ban folytonos. Topologikus vektortéren adott, nem azonosan nulla lineéris funk-
ciondl akkor és csak akkor folytonos, ha a kovetkezd feltételek valamelyike tel-
jesiil:

(i) a funkciondl magja zért altér;
(ii) a funkciondl magja nem siir{i altér;
(iii) a funkciondl korldtos a zérus valamely kornyezetén.

Az X topologikus vektortér folytonos linearis funkcionéljaibdl 4116 teret az
X topologikus vektortér dudlisanak mondjuk. Ez nyilvan altere az X linedris tér
konjugéltjanak. Akkor mondjuk, hogy az X tér dudlisa elvdlasztja X pontjait,
ha az X barmely két kiilonb6z6 pontjahoz van az X-nek olyan folytonos linearis
funkcionélja, mely a két pontban kiillonbo6z6 értékeket vesz fel.

Legyen X topologikus vektortér, s legyen N az X linedris tér altere. Tudjuk,
hogy az X/N faktorhalmaz a faktortopolégidval topologikus tér, mely egyben
topologikus csoport is. Ugyanakkor az X/N faktorhalmaz linedris tér, mely
kénnyen lathaté modon, a faktortopolégiaval ellatva topologikus vektortér, mely
pontosan akkor Haussdorff—féle, ha N zart altér. Legyen N az X topologikus
vektortér zart altere. Ha X lokdlisan konvex, vagy lokdlisan korlatos, vagy
metrizdlhaté, vagy normalhatd, akkor X/N-is. Ha X F—tér, vagy Fréchet—tér,
vagy Banach—tér, akkor X/N is. Azt is konnyti 14tni, hogy az X-nek X/N-re
valé természetes leképezése folytonos, nyilt, linearis leképezés.

Haussdorff—féle topologikus vektortér minden lokdlisan kompakt altere és
minden n-dimenzids altere zart. Alapvet6 fontossdgu az a tétel, mely szerint
lokalisan kompakt Haussdorff-féle topologikus vektortér véges dimenzids.

Konnyti 1atni, hogy minden szeminormalt tér lokalisan konvex topologikus
vektortér.
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Az X topologikus vektortérbél az Y topologikus vektortérbe képezo linedris
leképezések F csaladjat egyformdn folytonosnak nevezziik, ha az Y tér zérusele-
mének barmely V kornyezetéhez van az X tér zéruselemének olyan U kornyezete,
hogy bérmely F-beli f esetén f(U) C V. Az X topologikus vektortérbdl az Y
topologikus vektortérbe képezd linedris leképezések F csalddjat egyenletesen
korldtosnak nevezziik, ha az X tér barmely E korldtos részhalmazéhoz van az Y
térnek olyan F' korldtos részhalmaza, hogy barmely F-beli f esetén f(E) C F.
Alapvet6 fontossdgiak a kovetkezd tételek.

5.6.1 Tétel. (Az egyenletes korldtossdg tétele) Topologikus vektorteret topologi-
kus vektortérbe képezd linedaris leképezések egyformdn folytonos csaladja egyen-
letesen korldtos.

5.6.2 Tétel. (Banach-Steinhaus tétel) Legyen F az X topologikus vektorteret
az 'Y topologikus vektortérbe képezd folytonos linedris leképezések egy csalddja.
Ha a korldtos palyadji elemek halmaza X -ben mdsodik kategoridji, akkor minden
elem korldtos pdlydji, s az F csaldd egyformdn folytonos.

5.6.3 Tétel. Ha F'-teret Haussdorff-féle topologikus vektortérbe képezd folyto-
nos linedris leképezések sorozata pontonként konvergens, akkor a hatdrfiggvény
folytonos linedris leképezés.

5.6.4 Tétel. (A nyilt leképezések tétele) Ha egy F-teret topologikus vektortérbe
képezd folytonos linedris leképezés értékkészlete mdsodik kategdridji, akkor a
leképezés nyilt és értékkészlete F—tér.

5.6.5 Tétel. (A zdrt grdf tétel) Legyenck X,Y E-terek, ® : X — Y pedig egy
linedris leképezés. Ha a @ leképezés grifja, azaz, a

G={(z,®(x)) : 2 € X}

halmaz az X XY szorzattérben zdrt, akkor ® folytonos.

5.7 Integralas

Legyen X egy halmaz. Az X halmaz részhalmazainak A osztilyat o-algeb-
ranak nevezziik, ha tartalmazza az iires halmazt, minden elemével egyiitt annak
komplementerét, s barmely megszamlalhatd sok elemének egyesitését. Ekkor az
(X, A) pért mérhetd térnek nevezzikk. Az A o-algebrdhoz tartozé halmazokat
A-mérhetd halmazoknak, vagy roviden mérhetd halmazoknak nevezziik. Vilagos,
hogy az X-en adott o-algebrdk barmely halmazanak metszete ugyancsak o-al-
gebra.

Ha (X, A) egy mérheté tér, H pedig az X egy mérhetd részhalmaza, akkor
az A-beli halmazok H-val valé metszetei - mint konnyen lathaté - egy Ay o-
algebrét alkotnak a H halmazon. Ekkor a (H, Ay) mérhetd teret az (X, .A)
mérhetd tér egy alterének nevezziik.
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Ha X egy halmaz, H pedig az X részhalmazainak tetszéleges osztéalya, akkor
az X H-t tartalmazoé Osszes o-algebrainak metszete o-algebra, melyet a H dltal
generdlt o-algebrdnak neveziink. Ez a H-t tartalmazo legszlikebb o-algebra. Ha
X egy topologikus tér, akkor az X nyilt halmazainak osztalya &ltal generalt
o-algebra a Borel-féle o-algebra, ennek elemeit Borel-halmazoknak nevezziik.

Legyen (X, .A) mérhetd tér, u: A — [0+ oo] pedig olyan nem azonosan nulla
fiiggvény, melyre u(0) = 0, s ha (Ayp)nen A-beli pdronként diszjunkt sorozata,
akkor

oo

0 n=0

n=

teljesiil. Ekkor p-t mértéknek nevezziik az (X, A) mérhetd téren. A (125) tulaj-
donsag neve: o-additivitds. Az (X, A, p) hdrmast mértéktérnek nevezzitk. Ha
az (X, A, p) mértéktérben az A-beli A halmaz olyan, hogy u(A) = 0, akkor
A-t p-nullmértéki halmaznak, vagy réviden nullmértéki halmaznak nevezzik.
Ha (X, A) mérhetd tér, melyen p egy olyan mérték, hogy p(A) minden A-
beli A halmaz esetén véges, akkor u-t véges mértéknek nevezzik, az (X, A, )
mértékteret pedig véges mértéktérnek. Ha (X, .A) mérhetd tér, melyen u egy
olyan mérték, hogy u(X) = 1, akkor u-t waldszintdségi mértéknek nevezzik,
az (X, A, u) mértékteret pedig valdszindségi mezdének. Ha (X, A) mérhetd tér,
melyen p egy olyan mérték, hogy X-nek van véges mértékii halmazokkal vald
megszamlalhaté lefedése, akkor u-t o-véges mértéknek nevezzilk, az (X, A, )
mértékteret pedig o-véges mértéktérnek. Ha az (X, A, ) mértéktér olyan,
hogy bérmely p-nullmértéki halmaz minden részhalmaza A-hoz tartozik (s
ekkor nyilvdn ugyancsak p-nullmértékii), akkor u-t teljes mértéknek nevezzik,
az (X, A, p) mértékteret pedig teljes mértéktérnek. Ha X topologikus tér és
B jeloli az X Borel-halmazainak o-algebrajat, akkor az (X, B) mérhetd téren
értelmezett mértékeket Borel-mértéknek nevezziik.

Ha X topologikus tér és B jeloli az X Borel-halmazainak o-algebrajat, akkor
az (X, B) mérhetd téren értelmezett p Borel-mértéket reguldrisnak nevezziik,
ha minden nyilt halmaz mértéke egyenlé a benne levé kompakt halmazok
mértékeinek szuprémumaval, és minden mérheté halmaz mértéke egyenlé az
Ot tartalmazo nyilt halmazok mértékeinek infimumaéval.

Legyen (X,A) mérheté tér, u : A — C pedig olyan fiiggvény, melyre
u(@ = 0, s ha (An)nen A-beli paronként diszjunkt sorozata, akkor (125)
teljesiil, ahol a jobboldalon &ll6 sor abszolit konvergens. Ekkor p-t komplex
mértéknek nevezziik az (X, .A) mérhetd téren. Ha X topologikus tér és B jeldli az
X Borel-halmazainak o-algebrajat, akkor az (X, B) mérhetd téren értelmezett
komplex mértékeket kompler Borel-mértéknek nevezziik. Szokas ilyenkor az
(X, A), u) harmast komplex mértéktérnek nevezni. Ha p egy komplex mérték
az (X, A) mérhetd téren, melyre u(A) minden A-beli A esetén nem negativ
valds szam, akkor pu-t nem negativ komplex mértéknek nevezziik. Vilagos, hogy
ekkor p mérték, és (X, A, u) véges mértéktér. Ha p egy komplex mérték az
(X, A) mérhetd téren, akkor vannak olyan p1, pa, i3, 14 nem negativ mértékek
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az (X, A) mérheté téren, hogy

p=p1 — p2 +i(p3 — f1a) (126)
teljesiil.

Ha X topologikus tér és B jeloli az X Borel-halmazainak o-algebrajat, ak-
kor az (X, B) mérhetd téren értelmezett komplex Borel-mértéket reguldrisnak
nevezziik, ha valamely (126) alaki felbontdsdban szerepld pi, pa, i3, fta Mérté-
kek mindegyike reguldris.

Ha X topologikus tér és B jeloli az X Borel-halmazainak o-algebrajat, akkor
az (X, B) mérhetd téren értelmezett Borel-mérték, illetve komplex Borel-mérték
tartojanak nevezziik mindazon nyilt halmazok egyesitésének komplementerét,
melyek mértéke nulla.

Ha (X, A, ) egy mértéktér, H az X egy mérhet6 részhalmaza, akkor pu-
nek Ap-ra val6 pp sziikitése nyilvdn mérték a (H, Ag) altéren. A (H, Ap, up)
mértékteret az (X, A, u) mértéktér alterének nevezziik. Az egyszerliség kedvéért
ilyenkor g7 helyett is a p jelolést hasznaljuk.

Ha (X, A) mérhetd tér, Y pedig topologikus tér, akkor az f: X — Y fiigg-
vényt mérhetének nevezzik, ha az Y barmely nyilt részhalmazanak f-nél vett
inverz képe A-mérhet6. Ha X is topologikus tér, akkor az f : X — Y fliggvényt
Borel-mérhetének, vagy Borel-fligguénynek nevezziik, ha az Y barmely nyilt
részhalmazanak f-nél vett inverz képe Borel-halmaz. Nyilvan minden folytonos
fiiggvény Borel-mérheto.

Ha (X, A, u) mértéktér, Y topologikus tér, A az X mérhetd részhalmaza,
melynek komplementere nullmértékii, tovabba f : A — Y mérhetd fiiggvény,
akkor azt mondjuk, hogy f majdnem mindendtt van értelmezve. Ilyenkor f-
et tetszoleges mddon X-re kiterjesztve, nyilvan mérhetd fiiggvényt kapunk X-
en. Ha (X, A, n) mértéktér, Y topologikus tér, f,g : X — Y pedig mérhetd
fliggvények, tovabba az X mindazon x pontjainak halmaza, amelyekre teljesiil
az f(x) = g(x) egyenlétség, nullmértékii, akkor azt mondjuk, hogy f és g majd-
nem mindentitt egyenlok. Ha két fliggvény majdnem mindeniitt egyenld, akkor
- mint mérheto fiiggvényeket - azonosnak tekithetjitkk ¢ket. Ennek hatterében
az all, hogy a "majdnem mindeniitt egyenldség” ekvivalencia relécié az adott
térbeli értékli Osszes mérheté fiiggvények halmazan, mely szerinti faktortér
elemei, az ekvivalencia relacié ekvivalenciaosztalyai, a mértékelmélet szem-
pontjaibdl azonosithatok az osztdlyok reprezentdnsaival. Hasonlé értelemben
beszéliink majdnem mindeniitt teljesiilé egyenlétlenségekrdl, s altalaban majd-
nem mindeniitt teljesiilé ”értelmes” tulajdonsdgokrdl. Ha (X, A, u) mértéktér,
Y topologikus tér, (f,)nen pedig Y-beli értékii mérhetd fiiggvények sorozata
X-en, akkor azt mondjuk, hogy az (fn)nen fligguénysorozat majdnem min-
deniitt konvergens, ha az X mindazon x pontjainak halmaza, amelyekre az
( fn(:zr))n ¢y figgvénysorozat nem konvergens, nullmértékii. Nem nehéz igazolni,
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hogy ha az (fn)nen fliggvénysorozat majdnem mindeniitt konvergens, akkor
hatarfiiggvénye mérhet6 fiiggvény.

Az (X, A, 1) mértéktéren értelmezett f : X — [—o00, +00] mérhetd fiiggvényt
majdnem mindenitt végesnek nevezziik, ha az X mindazon x pontjai hal-
mazénak komplementere, melyekre f(z) véges, nullmértéki. Az (X, A, pn)
mértéktéren értelmezett f : X — C mérhetd fiiggvényt lényegében korlatosnak
nevezziik, ha van olyan K valds szam, hogy az X halmaz mindazon x pontjainak
halmaza, amelyekre |f(x)| > K, nullmérték{i. Az ilyen tulajdonsdgi K szdmok
halmazanak infimumat az f fliggvény lényeges szuprémumdnak nevezzilk, melyet
esssup | f| jelol. Konnyi 14tni, hogy ha f lényegében korldtos mérheté fiiggvény,
akkor van az X-nek olyan A mérhet6 részhalmaza, amelynek komplementere
nullmértékii, hogy |f(z)| < esssup|f]| teljesiil az A minden x pontjaban.

Ha (X, A, p) mértéktér, Ay, Aa, ..., A, pdronként diszjunkt mérhetd halma-
zok, c1,ca, ..., ¢, pedig kilonbozo valds szamok, akkor az

n
f= Z CiXi
i=1

moédon értelmezett f figgvényt egyszerd figguénynek nevezzik. Itt x; az
A; halmaz karakterisztikus fliggvényét jeloli (1 = 1,2,...,n). Az (X, A, pn)
mértéktéren értelmezett Gsszes egyszerii fliggvények nyilvan linedris teret alkot-
nak. Nyilvdn minden egyszerl fiiggvény mérhet6. Az f egyszerii fiiggvény
Lebesgue—integrdljanak, vagy roviden integrdljinak az

/fdﬂ = Zj: cip(A)

szdmot nevezzikk. Az f — [ fdu leképezés nyilvan linedris funkciondl az Gsszes
egyszeri fiiggvények linedris terén, melyre véges mértéktér esetén teljesiil az

I/fdul < u(X) - esssup | f|
egyenlOtlenség.

Legyen (X, A, u) mértéktér, f : X — [0, +00] nem negativ mérheté fiiggvény.
Ekkor az

/fdu = sup { /cpd,u :0< o< f, egyszeri fiiggvény}
értéket az f nem negativ mérhetd fiigguény Lebesque—integrdljinak, vagy roviden
integraljanak nevezzilk. Ha ez véges, akkor azt mondjuk, hogy f Lebesque—

integralhato, vagy roviden integrdalhato.

Legyen (X, A, ) mértéktér, f : X — [—oo, +o0] mérhetd fiiggvény. Jelolje
fT,illetve f_ az f fiiggvény pozitiv részét, illetve negativ részét, melyek az

fH (@) = sup{f(),0},
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illetve
(@) = —inf {f(x),0}

egyenloségekkel vannak értelmezve az X tetszoéleges x pontjaban. Vildgos, hogy

fT és f~ nem negativ mérhetd fiiggvények, valamint fenndll f = f+ — f~ és
|fl=f"+4f". Haaz f* és f~ valamelyike integralhaté, akkor az

/fdu=/f+du—/f_du

értéket az f mérhetd fiiggvény Lebesque—integrdljanak, vagy roviden integrdljd-
nak nevezzik. Ha ez véges, akkor azt mondjuk, hogy f Lebesque—integralhato,
vagy roviden integrdlhato. Az (X, A, u) mértéktéren az Osszes integrélhatd
fliggvények nyilvdn linedris teret alkotnak, melyen az f — [ fdu leképezés
linedris funkciondl. Nyilvdn f pontosan akkor integrélhatd, ha |f| integralhaté.
Szokésos az [y fdpu, illetve [y f(x)du(x) jelolések hasznalata is.

Ha (X, A, u) mértéktér, f : X — C mérhetd fiiggvény, akkor f-et in-
tegrdlhatonak mondjuk, ha valds része és képzetes része egyarant integralhato.
Ilyenkor f integralja alatt az

/fdu:/Refdu—i—i/Imfdu

komplex szdmot értjik.

Ha (X, A, 1) komplex mértéktér, f : X — C mérhetd fiiggvény, akkor f-et
integrdlhaténak mondjuk, ha f integrdlhaté a p mérték valamely (126) alaki
felbontdsaban szerepld p; (i = 1,2, 3,4) mértékekre nézve. Konny( latni, hogy
ez nem fiigg a felbontastdl, amint ilyenkor az

[ran= [ sam~ [ sauavi( [ 1~ [ san)

moédon értelmezett érték sem, melyet az f fiiggvény integrdljanak neveziink.

A tovébbiakban "mérték” alatt ”mértéket”, vagy “komplex mértéket”
értiink, "mértéktér” alatt pedig "mértékteret”, vagy ”komplex mértékteret”.

Alapvetd fontossagu a kovetkezd tétel.

5.7.1 Tétel. (Lebesgue) Legyen X mértéktér, (fn)nen az X-en értelmezett
komplex értékii mérhetd figgvények sorozata, [ pedig komplex értékd in-
tegralhato fiugguvény X -en, melyekre

[fn(@)] < f(2)

teljesil majdnem minden X -beli x esetén. Ha az (fn)nen fliggvénysorozat az X -
en majdnem mindenttt konvergens, akkor a ([ fn dp)nen sorozat konvergens, és

lim fn du:/ lim f,du.
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A tételben szereplé f flggvényt az (fn)nen fliggvénysorozat integrdlhato
majordnsdanak nevezziik.

Ha (X, A, ) mértéktér, és 1 < p < 4oo valds szdm, akkor mindazon
f: X — C mérheté fiiggvények halmazdt, melyekre az

1

integral véges, LP(X, A, 1), vagy roviden LP(X) jeloli. Ha az egymadssal majd-
nem mindeniitt egyenld fiiggvényeket azonositjuk, akkor az LP(X) téren az

1/p
151, = (1617 an)

kifejezés normét értelmez. Mindezt a p = +00 esetre is kiterjeszthetjiik, ameny-
nyiben L*°(X) jeloli az X-en lényegében korlatos mérheté fiiggvények hal-
mazdt, s ezen |f|. az esssup |f| kifejezést, mely L°°(X)-en ugyancsak norma.
Vildgos, hogy L'(X) elemei pontosan az integralhaté fiiggvények, mig L?(X)
elemeit négyzetesen integrdlhato figgvényeknek nevezzik. Ervényes a Holder—
egyenlotlenség kovetkezo valtozata is.

5.7.2 Tétel. (Holder—egyenlétlenség) Legyen (X, A, u) mértéktér, 1 < p < +oo,
tovabba f : X — C és g : X — C nem negativ mérhetd fuggvények, ahol

1 < p< oo esetén
1 1
__|__:17
p q

p=1 esetén g = +00, és p = +oo esetén q = 1. Ekkor fenndll

/Xf-gdu§</x f”du>l/p-(/xquu)l/q-

Ebben a valtozatban szerepld integralok tehat nem feltétleniil végesek.

Ha X lokalisan kompakt Haussdorff-tér, p pedig regularis Borel-mérték X-
en, melynél a kompakt halmazok mértéke véges, akkor 1 < p < +o0o esetén a
kompakt tart6ju folytonos fliggvények halmaza stir(i LP(X)-ben.

Legyen (Q, B, ) mértéktér, X pedig olyan topologikus vektortér, melynek
dudlisa elvalasztja X pontjait. Legyen tovédbba f : @ — X olyan fiiggvény,
melynél Ao f az X minden A korlatos linedris funkcionalja esetén integralhato.
Ha 1étezik az X-nek olyan y eleme, hogy

A(y)=/QAOfdu

teljesiil minden A korldtos linedris funkciondl esetén, akkor azt mondjuk, hogy
f integrdlhato, és integrdlja

/Qfdu=y-
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Vilagos, hogy a dudlis tér elvalaszté tulajdonsdga miatt az integrél egyértelmi.
Alapvetd fontossagu a kovetkezd tétel.

5.7.3 Tétel. Legyen X topologikus vektortér, melynek dudlisa elvdlasztja az
X pontjait, Q egy kompakt Haussdorff—tér, p pedig egqy valdsziniiségi Borel—
mérték Q-n. Ha [ : Q — X olyan folytonos figguény, hogy értékkészlete konvex
burkdnak lezdrtja kompakt, akkor f integrdlhato, és integrdlja az f értékkészlete
konvex burkdnak lezdrtjihoz tartozik.

Megjegyezziik, hogy f értékkészlete nyilvan kompakt, igy konvex burkdnak
lezartja biztosan kompakt, ha X Fréchet—tér. Az el6bbi tétel kiterjeszthetd valos
Borel-mértékekre, valamint komplex mértékekre is.

Legyenek (X, .A) és (Y,B) mérhet6 terek, s jelolje A x B az X x Y szor-
zathalmaz A x B alakid részhalmazai dltal generalt o-algebrdat X x Y-on, ahol
A az A, B pedig a B tetszéleges eleme. Az (X x Y, A x B) mérhetd teret az
(X, A) és (Y, B) mérhetd terek szorzatanak nevezzik. Felhivjuk a figyelmet arra,
hogy ebben az Osszefiiggésben A x B nem az A és B halmazok szorzathalmazét
jelenti. Ha (X, A, ) és (Y, B,v) o-véges mértékterek, akkor az (X x Y, A x B)
mérhetd téren egyértelmiien létezik olyan p x v o-véges mérték, hogy ha A az
A, B pedig a B tetsz6leges eleme, akkor

(1 x v) (A x B) = p(A) v(B)

teljesiil. Az (X XY, Ax B, pxv) mértékteret az (X, A, p) és (Y, B, v) mértékterek
szorzatanak nevezzikk. Ha f : X xY — C egy fiiggvény, akkor az X barmely
x eleme esetén az Y halmaz y pontjaiban f,(y) = f(z,y) mdédon értelmezett
fz Y — C fuggvényt az f fiigguény x dltal meghatdrozott metszetének ne-
vezziilk. Hasonléan értelmezziik barmely Y-beli y esetén az f fliggvény y dltal
meghatdrozott metszetét az X halmazon. Alapvetd jelentOségli a kovetkezd tétel.

5.7.4 Tétel. (Fubini) Legyenek (X, A,pn) és (Y,B,v) o-véges mértékterek, h
pedig az (X x Y, A x B, X v) szorzattéren értelmezett integrdlhatd fiiggvény.
Ekkor h majdnem minden metszete integrdlhatd, tovabbd fenndll

/xxyhd(ﬂxV):/x(/yhmdy)du:/y(/xhyd”)d”'

Ervényes a tétel kovetkezd valtozata is.

5.7.5 Tétel. (Fubini) Legyenek (X, A,pn) és (Y,B,v) o-véges mértékterek, h
pedig az (X x Y, A x B, u x v) szorzattéren értelmezett nem negativ mérhetd
figguény. Ekkor fenndll

/xxyhd(ﬂxV):/x(/yhmdy)du:/y(/xhyd”)d”'
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5.8 Normalt terek

Ha az X linedris tér minden X eleméhez adva van egy ||z|| nem negativ valds
szam, melyet x normdjanak neveziink, gy, hogy minden X-beli x,y és A skalar
esetén ||z + y|| < ||z|| + [yl és |Mz| = |Al|z| teljesiil, tovabba ||z| = 0 csak
x = 0 esetén &ll fenn, akkor azt mondjuk, hogy X mnormdlt tér. Figyelembe
véve az 5.5 és az 5.6 szakaszokban mondottakat, egy normélt tér nem més,
mint egyetlen szeminormaval indukalt Haussdorff-féle szeminormalt tér, illetve
topologikus vektortér. Az aldbbiakban felsorolasra keriil6 elnevezések, fogalmak
tehat a kordbban mar emlitettek specidlis esetei.

Az X normdlt tér x és Y elemeinek tdvolsdgdn a ||x — y|| szdmot értjik. Az
X-beli z elem ¢ (e pozitiv valds szdm) sugari kornyezetén az ||z —y|| < e (y € X)
tulajdonsdgi y elemek halmazat, az X kozépponti, € sugari gombon pedig a
|l —y|| <e (y € X) tulajdonsdgi y elemek halmazat értjiikk. A 0 kézéppont,
1 sugard géombot az X egységgombjének nevezzik. Az elemek kornyezetei altal
generalt topolégiat X topoldgidjanak mondjuk.

Az X normalt térnek az Y normadlt térbe vald ¢ linearis leképezését korldtos
linedris leképezésnek mondjuk, ha van olyan K valés szam, hogy minden X-
beli z elem esetén ||¢(z)] < K||z| teljesiil. Az X-nek Y-ba val6 leképezését
izometrikus leképezésnek mondjuk, ha minden X-beli z elem esetén ||¢(z)|| =
lz|| teljestil. Akkor mondjuk, hogy X izometrikusan izomorf Y-nal, ha X-nek
van izometrikus izomorf leképezése Y -ra.

Vildgos, hogy normélt tér normdlt térbe vald vald linedris leképezése akkor
és csak akkor korlatos, ha folytonos.

Ha az X normélt térnek, mint linedris térnek Y altere, akkor az X-en
értelmezett norménak Y-ra valé megszoritdsdval Y-t ellditva Y normaélt tér,
(mint konnyen lathatd), melyet az X normdlt tér egy alterének neveziink. Ha 'Y
zart altere X-nek, akkor az X, mint lineéris tér Y szerint vett X’ faktorterében
egy elem normdjan az X hozzdtartozé elemei normainak infimuméat értve X'’
normélt tér (mint kénnyen lathat6), amelyet az X normadlt tér Y szerint vett
faktorterének neveziink. Ez a fogalom a kordbban mér megismert hasonlé foga-
lomnak nyilvan specidlis esete.

Az X, (v € T') normédlt terek, mint linedris terek szorzatterében azok az
f fiiggvények, amelyeknél a ||f(v)|| (v € T') szdmok halmaza korldtos, alteret
alkotnak, mely az ||f|| = sup,er ||f(v)|| norméaval ellitva normalt tér (mint
konnyen ldthatd), melyet az X, (v € T') normalt terek normdlt szorzatdnak
neveziink.

Az X normélt térnek az Y normalt térbe valé linearis leképezéseibdl allo
linearis térben a korlatos ¢ linearis leképezések alteret alkotnak és ez a

— inf -1
llll xeg}#ollxll llo()]]
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normdval elldtva normélt tér (mint kénnyen 14thatd), amelyet az X normalt tér
Y normélt térbe valé korldtos linedris leképezései normdlt terének neveziink.

Az X normaélt tér korldtos linedris funkcionaljaibdl allé tér, az X normdlt
tér dudlisa, ezzel a normaval tehat normalt tér. Ennek dudlisat az X normdlt
tér masodik dudlisanak nevezziik.

Alapvetd fontossagu a kovetkezd tétel.

5.8.1 Tétel. (Hahn-Banach) Ha ¢ az X normdlt tér Y alterének korldtos
linearis funkciondlja, akkor X-nek van olyan korldtos linedris funkciondlja,
amely ¢ normdjdval egyenlé normdji, és az'Y -on p-vel egyenld.

Ha X* az X normélt tér dudlisa, akkor az F(z)(¢) = p(z) (r € X,p € X*)
Osszefiiggés altal értelmezett F leképezés X-et masodik dudlisanak egy al-
terére képezi le linedrisan és ez a leképezés korldtos (mint konnyen ldthatd),
amelyet az X normdlt tér mdsodik dudlisiba valo természetes leképezésének
neveziink. Egy normalt térnek masodik dudlisdba valé természetes leképezé-
se mindig izometrikus izomorf leképezés.

A kovetkez6 eredmény alapveté jelentOségii.

5.8.2 Tétel. (Banach—Alaoglu) Az X normdlt tér dudlisinak egységgombje az
X linedris tér gyenge*-topoldgidval elldtott dudlisdban, mint topologikus térben,
kompakt altér.

Akkor mondjuk, hogy az X normélt tér elemeinek z,, (n természetes szdm)
sorozata konvergdl az X-beli x elemhez, ha a ||z, — z|| szdmok sorozata 0-
hoz konvergal. Ezt lim,, ., x;, = x mdédon jeloljik. Akkor mondjuk, hogy
az x, sorozat Cauchy—sorozat, ha a ||z, — x| kettds sorozat (n,k természetes
szamok) 0-hoz konvergdl. Akkor mondjuk, hogy egy normalt tér Banach—tér,
ha elemeinek minden Cauchy—sorozata konvergens.

Akkor mondjuk, hogy az X normdlt tér x, sorozaténak (n természe-
tes szam) elemeib8l képzett sor konvergdl az X tér x eleméhez, ha az
Sp =1 + T2 + -+ + x, mbdon képzett s, elemsorozat konvergal z-hez. Ezt
Yoo | xn = x médon jeloljiik. Akkor mondjuk, hogy az x,, elemek abszolit kon-
vergens sort alkotnak, ha a ||z, || szdmok konvergens sort alkotnak. Egy normadlt
tér akkor és csak akkor Banach-tér, ha elemeinek minden abszolut konvergens
sora konvergens.

Konnyt 1atni, hogy egy Banach-tér minden zart altere és a szerinte vett
faktortere Banach—tér, valamint Banach-terek barmely rendszerének normélt
szorzata, s egy kompakt tér feletti folytonos fiiggvények normalt tere Banach—
tér. Ugyancsak érvényes, hogy normalt térnek Banach—térbe vald Osszes korlatos
linearis leképezéseibol allé6 normalt tér Banach—tér.



5.9 Hilbert-terek 107

5.9 Hilbert-terek

Ha egy linedris tér minden x, y eleméhez adva van egy (x,y) skaldr ugy, hogy
barmely y rogzitése mellett (z,y) linedris funkcional, (z,y) = (y,z) (X a A skalar
komplex konjugéltjét jeloli) és (z, x) > 0 teljesiil, akkor ezt a fiiggvényt pszeudo-
belsdszorzatnak nevezzikk. Ha egy pszeudo-belsészorzat olyan, hogy (z,z) = 0
csak x = 0-nal teljesiil, akkor belsé szorzatnak nevezziik. Ervényes a Cauchy—
Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenség, mely szerint egy linedris téren értelme-
zett pszeudo-belsOszorzattal a tér minden z,y elemére

(@, y)* < (z,2)(y,y)
teljesiil.

Konnyt latni, hogy egy belsé szorzattal ellatott linearis tér barmely z ele-
mének normajan az ||z|| = (z,#)2 szémot értve a tér normalt tér. A norma
ilyen médon csak egy bels6 szorzatbdl szarmazik.

Akkor mondjuk, hogy egy X normalt tér pre—Hilbert—tér, ha az X lineéris
téren értelmezhetd olyan belsd szorzat, amellyel ||z|| = (z,2)? (x € X) teljesiil.
Ez a bels6 szorzat egyértelmii, s X elemeinek belsé szorzatdn ezt értjik. Ha
egy pre—Hilbert—tér Banach—tér, akkor Hilbert-térnek nevezziik. Minden pre—
Hilbert-tér izometrikusan izomorf valamely Hilbert—tér egy alterével.

Akkor mondjuk, hogy az X pre—Hilbert—tér x eleme az X-beli y elemre orto-
gondlis, ha (x,y) = 0 teljestil. Akkor mondjuk, hogy az X tér A részhalmaza a B
részhalmazra ortogondlis, ha minden A-beli x elem ortogonalis minden B-beli y
elemre. Mint konnyen lathatd, az A-ra ortogonalis elemek zért alteret alkotnak,
amelyet az A ortogondlis komplementerének neveziink. Alapvetd fontossagu a
kovetkezo tétel.

5.9.1 Tétel. Ha Y az X Hilbert—térnek zart altere, akkor X az Y-nak és'Y
ortogondlis komplementerének direkt dsszege.

Hilbert-terek korlatos linearis funkcionéljaival kapcsolatban a legfontosabb
eredmény Riesz Frigyes tétele.

5.9.2 Tétel. (Riesz) Az X Hilbert—tér barmely a eleme esetén a p(x) = (x,a)
(x € X) dsszefiiggés X -nek korldtos linedris funkciondljdt értelmezi, s ennek
normdja ||a||. Az X minden korldtos linedris funkciondlja egy és csak egy X -
beli a elembdl szdrmazik igy.

Ebbdl konnyen adédik a kovetkezd eredmény.

5.9.3 Tétel. Egy Hilbert—térnek mdasodik dudlisdba valo természetes leképezése
arra valé izometrikus izomorf leképezés.



