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1. Affin waveletek 3

1. Affin waveletek

Ebben a pontban affin waveletek szerkesztésével foglalkozunk. Kiindulva vala-
mely ¢ € X := L?(R) alapfiiggvénybdl (anyawaveletbdl) azt vizsgaljuk, hogy
milyen feltétel mellett lesz az alapfiiggvénybdl transzlacioval és dilatacioval
szarmaztatott

(1) YR(x) = 2V2p(2"x — k) (z €R, k,n € Z)

fliggvényrendszer ortonormélt az

<ﬁ@ﬁ=4f@ﬁ@lm(ﬂgeX)

skalaris szorzatra nézve. Az ilyen alaku rendszereket affin waveleteknek nevez-
ziik. A tovabbiakban feltessziik, hogy a v fiiggvény L?(R)-norméja 1, azaz

ol = ([ WP as) =1

Ekkor a ¢} fuggvények is normaltak: ||[¢}||x =1 (k,n € Z).
A

1 (0<z<1/2),
(2) Wle) = he) = { ~1 (1252 <1),
0 (zeR\[0,1))

alapfiiggvénybdl képzett hl(z) = 2"/2h(2"z — k) (z € R,k,n € Z) rendszer
a Fourier-sorok elméletében sok vonatkozasban kitiintett Haar-féle ortonormalt
rendszer. Egyszertien igazolhaté, hogy a (A}, k,n € Z) rendszer valéban ortonor-
malt (ldsd az 1.feladatot). A Haar-rendszer szdmos fontos térben mint pl. az
L? (1 £ p < o0) terekben, bizonyos martingdl Hardy-terekben, VMO-terekben,
stb. bazist alkot. A Haar-rendszer szerint vett Fourier-egyiitthatok segitségével
jellemezhetOk a széban forgd terek. Minthogy a Haar-fliggvények nem folytonosak,
azért fontos, sima fiiggvényekbdl alkotott terek, mint pl. Lipschitz-, Holder-,
Soboljev-terek esetén ilyen tipusu jellemzés nem lehetséges.

Megmutatjuk, hogy alkalmasan valasztott, sima v fliggvényekbdl kiindulva is
lehet ortonormalt wavelet-rendszereket konstrualni. Ezek a most emlitett, sima
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fliggvényekbol allo terek jellemzésére is felhasznalhaték. Ilyen ortonormalt rendsze-
rek szerkesztése — a Haar-rendszert kivéve — bonyolult feladatnak bizonyult. En-
nek megoldasahoz felhasznaljuk a Fourier-analizis eszkoztarat, fiiggvények helyett
azok

(3)  fl@)=(FNl):= /Rf(t)?(t)dt (€a(t) == *™", z,t €R, f € L'(R))

Fourier-transzforméltjét vizsgdlva. A Fourier-transzformdlt L?(R)-re vonatkozé
kiterjesztését is F-fel fogjuk jelolni. Waveletek konstrulcigjaban jol hasznalhatok
a

(4) (raf) (@) : = flz +a), (vaf)(x) = calx)f(2),
(0sf)(x) : = f(sx) (a,z €R,s>0)

transzlaciéo, modulacié és dilatacié operatorok és a Fourier-transzformécio
kapcsolatara vonatkozé alabbi azonossagok:

(5) TaoF =Fov_y, For,=vs0F,
Fods=5"'5,10F (a€R,s>0).

Ismeretes tovabba, hogy F : X — X unitér, azaz

(6) (Ff,Fg)={f,9) (f,g€X).

Léteznek olyan L' (R)-beli fiiggvények, amelyek Fourier-transzformaltja nem tar-
tozik L'(R)-hez. Ilyen pl. a [—1/2,1/2] intervallum karakterisztikus fiiggvénye,
amelynek Fourier-transzformaltja a jelfeldolgozasban kitlintetett szerepet jatszik.
Ezt a fliggvényt a Si szimbdélummal szokas jelolni:

sinmx

T

Nyilvdnvald, hogy Fx(—1/2,1/2] ¢ L'(R). Abban az esetben, ha az f € L!'(R)
fiiggvény Fourier-transzformaltja is L*(R)-beli, akkor az f az f-bdl a (3)-hoz ha-
sonlod transzformaciéval rekonstrudlhaté. Nevezetesen ilyenkor érvényes az un. in-
verzids formula:

(®) fo = [ T ie®d (@eR f.f e LR)).

A 9 rendszer az alapfiiggvénybdl transzlacidval és dilataciéval szarmaztathato.
Az eredeti rendszerrdl attérve a rendszert alkoté fiiggvények Fourier-
transzformaltjdra, az (5) alatti Osszefiiggések jol haszndlhatdk ortogo-
nalis és biortogonadlis waveletek szerkesztésére. A Fourier-transzforméacioval
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kapcsolatban utalunk az [x] jegyzetre. A legfontosabb, felhasznaldsra kertils tulaj-
donsagokat a Fliggelékben foglaltuk Gssze.

A tovédbbi vizsgalatainkban fontos szerepet jatszanak az in. periodizdld ope-
ratorok. Rogzitsiik a T > 0 és az 1 < p < oo szdmokat és jelolje LY. azoknak az
R-en értelmezett, T-szerint periodikus, lokalisan integralhaté f fiiggvényeknek
a halmazdt, amelyekre x(o,7)f € LP[0,T]. Itt xjo,7) jeldli a [0,7") intervallum ka-
rakterisztikus fliggvényét. Nyilvdnvald, ezekre a terekre Lf. C LY. teljesiil, ha
1<p<o00ésT > 0. Tetszéleges f € L*(R) esetén vezessiik be az

(9) (Brf)(@) =Y fla+kT) =) (mrf)(z) (z €R)
keZ kEZ

fliggvényt. Minthogy

T
> [ i@ inide = [ 5@lds <o,

oo
keZ o
azért a (9) sor m.m. = € R pontban abszolit konvergens, tovabb4 az itt értelmezett
Er : LY(R) — L leképezés egy korldtos linedris operdtor, amelyre

oo

(10) A?%ﬂmm=/2ﬂ@M,Aﬁ@ﬁmmwé/ ()] da.

—0o0

Az Er operatort periodizalo operatornak nevezzik. Ez az operator nemcsak a
szamokra, hanem a T-szerint periodikus fliggvényekre nézve is homogén. Nevezete-
sen, ha \ egy T-szerint periodikus, Lebesgue-mérheté fiiggvény és f, A\f € L*(R),
akkor

(11) Er(\f) = AErf.

Az Er operator egy specidlis feltételes varhatéérték operator, amely sok vonat-
kozasban hasonlé az integral funkciondlhoz, s ezért mindazok az alapvetd fogal-
mak, amelyek az integrallal kapcsolatosak, atvihet6k erre az operatorra. Példaul a
skalaris szorzat és az ortogonalitds fogalmat az

(f.9) = Er(fg) (f,9€ L*(R))

bilinedris operatorbél kiindulva dltaldnosithatjuk. Minthogy fg € L'(R), azért en-
nek a szorzatnak a periodizaltja m.m. x € R pontban véges, tovabba a sorozatokra
vonatkozé Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség alapjan

|Ex(f9)] < VIBr(1f1?)|Ex(l9P?) (f,9 € L*(R)).

Akkor mondjuk, hogy az f,g € L?(R) fiiggvények Er-ortogonalisak, ha

Er(fg) =0.
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Minthogy

/0 Er(fg)(x) dx = / f@)g@ dz = {f.9) (f.g € L*(R)),

azért az Ep ortogonalitasbol kovetkezik az X-térbeli szokasos ortogonalitas.
Az E7 periodizalé operdtorok mellett hasznélni fogjuk még az

(12) ELf:=xiBrf (I:=[a,a+T)CR,T>0,f¢cL":=L'(R))

operdtorokat. Egyszerfien beldthaté, hogy az EL operdtor az L! térnek egy pro-
jekcidja a 7L == {xrf : f € L'} altérre, azaz

(13) EL(f) =1 (f € L)),
/ ELfde = / fde, |EEflo S Ifle (F € 2V,
R R

tovabba barmely f € L fiiggvényre I := [a,a+T) C J := [b,b+ 2T) esetén

(14) E3p(Erf) = Ep(Eypf) = Epf (f € L')

teljestil (lasd a Fliggeléket).

A tovabbiakban felhasznaljuk a Lebesgue-féle konvergencia tétel, kbvetkezé Ep
operatorokra vonatkozé megfeleléjét. Tegyiik fel, hogy f, € L*(R) (n € N) olyan
m.m. f-hez konvergdlé fiiggvénysorozat, amelynek van kozos, integralhaté ma-
jorénsa:

(15) lful £F (neN), FelL
Ekkor
(16) Jim (E7 fo)(2) = (Erf)(x) (m.m.zcR).

Az 4llitas bizonyitasa a Filiggelékben taldlhato.

1. Multirezolucid

Ebben a pontban az X := L?(R) téren specialis projekciés operatorokat vezetiink
be, kiindulva az operatorok X, képtereibol. Ezeket az altereket transzlacié in-
varians Riesz-bazisok generaljak. Emlékeztetve az ezzel kapcsolatos fogalmakra
jeloljiik £3-lal azoknak a ¢2-beli sorozatoknak a halmazét, amelyeknek csak véges
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sok tagja 0-tdl kiilonboz8.  Akkor mondjuk, hogy az ¢ € X (k € Z) rend-
szer egy Riesz-bazis, ha létezik olyan 0 < m < M < oo szdm, hogy minden
¢ = (ck, k € Z) € £3 sorozatra

(1.1) mllee < 1) erprllx < Mlle]e
kEZ

teljesiil. Nyilvanvals, hogy ha (@, k € Z) rendszer ortonormélt, akkor

(1.1) 1D " erprlix = lellee (c € 6),

keZ

kovetkezésképpen a Riesz-bazis az ortonormalt béazis fogalmanak &ltaldnositasa.
Az (1.1)-ben szébajovs m szdmok szuprémumat, ill. M szdmok infimumét bdzis
konstansoknak nevezziik.

Konnyen igazolhatd, hogy Riesz-bazis esetén a

(1.2) > ewer (c=(ckk€Z)€P)
keZ

alaku végtelen sorok az X tér normajiaban konvergensek, és az (1.2) alaki Gsszegek
az X egy zart alterét alkotjdk (14sd a 2.feladatot). Ennek a térnek a (¢i, k € Z)
fiiggvényrendszer egy feltétlen bazisa. Ez a tény indokolja a most bevezetett
széhasznélatot.

A tovabbiakban olyan altereket vizsgdlunk, amelyeket

(1.3) or=mre (peX,|ellx =1, keZ)

alakl, egész transzlaciokkal szemben invarians Riesz-bazisok generalnak.
Konnyen igazolhatd, hogy ha a (¢g,k € Z) fliggvénysorozat Riesz-bdzis, akkor
minden n € Z esetén a

(1.4) ol (x) = 2"2p(2"x — k) (ze X,k eZ)

fiiggvényrendszer is az. Specidlisan az (1.3) rendszer ortonormaélt, akkor minden
n € N esetén az (1.4) is az.
Ezekkel 6sszefiiggésben szokas bevezetni a kovetkezd fogalmat:

Definicié. Az X,, C X (n € Z) zart alterek sorozatit multirezolici6-
nak (MR-felbontasnak) nevezziik, ha az aldbbi feltételek teljestilnek:

i) X, CX,p1 (n€Z),

ii) UnezX, mindeniitt siirti X-ben,

i) NnezXn = {0},

iv) bdrmely n € Z esetén f € X,,, akkor és csak akkor, ha
52f € Xn+1, és

v) az X teret egy (1.3) alakd Riesz-bazis generdlja.
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Az i) feltételt monotonitdsi-, a ii)-t siiriiségi-, a iii)-at szepardcids- a iv)-
et skalazasi feltételnek nevezziik. Bebizonyithatd, hogy a szeparaciés feltétel a
t6bbi feltételbdl kovetkezik [HW], ezért ezt az MR-felbontds definiciéjabdl a to-
vabbiakban elhagyjuk. A iv) és v) feltétel alapjdn egyszerfien beldthaté, hogy a
oy (k € Z) rendszer az X,,-nek egy Riesz-bdzisa, kovetkezésképpen az X,, altér
a Tpo-n» (k € Z) alaku transzlacickkal szemben invaridns. A iv) feltétel alapjan
a 09 dilatacidval barmely altérrél attérhetiink az eggyel magasabb indexii altérre,
mds szOhasznélattal, a kévetkezd szintre. A mondottakbdl kdvetkezik, hogy
a @ fliggvény egyértelmilen meghtatarozza a fenti értelmezésben szereplé MR-
felbontast.

Jeloljiik X?-vel az (1.4) Riesz-bdzis dltal gendlt alteret:

(1.5) X7 = {f::ch@Z ‘ c=(ck,k6Z)€€2}.
kez

A tovédbbiakban azt vizsgédljuk, hogyan kell megvalasztani ¢ fiiggvényt ahhoz,
hogy az X? (n € N) sorozat az X tér egy MR-felbontdsa legyen. Nyilvdanvald,
hogy ilyen vélasztds esetén a iv) skéldzdsi feltétel automatikusan teljesiil. Az v)
feltétellel kapcsolatban tobbek kozott meg fogjuk mutatni (14sd 1.3. pontot), hogy
az X altér Riesz-bézis helyett ortonormalt bazissal is generalhato.

A legegyszeriibb MR felbontds a [0,1) intervallum ¢ := xjo,1) karakterisztikus
fiiggvényébdl kiindulva szerkesztheto. Ilyenkor X2 olyan X-beli fliggvényekbol all,
amelyek a [k27",(k 4+ 1)27") (k € Z) diadikus intervallumokon allanddék. Nyil-
vanvald, hogy X¥ C X7 | és o} (k € Z) az XP-nek egy ortonormalt bazisa.

A kiilonb6z6 szinten 1évo bazis elemek azonban nem ortogondlisak egymasra.
Jelolje Y,¥ az X¢ altérnek az X7, -re vonatkozé ortogonalis komplementerét, azaz
X7 1 =X{ @Yy Ekkor az YV,¢ alterek pdronként merSlegesek egymdésra és ezek
unidja mindeniitt stiri az X-ben. A most emlitett példandl maradva kénnyen
ellenérizhetd, hogy a hj (k € Z) Haar-rendszer ortonormalt bazis az Y, térben.

Minden MR-felbontas egy approximacios eljarast general. Nevezetesen jelolje
P, : X — X, az X, zart altérre val6 ortogondlis projekciét. Ekkor ||P,fllx <
Ifllx (f € X), tovdbbd az X-ben mindeniitt stirii U,ezX,, altér pontjaiban nyil-
van P, f = f, minden elég nagy n indexre. Innen kovetkezik, hogy barmely MR
felbontas altal generalt approximécios eljarasra

T [P.f— flix =0 (f €X).

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy elég altalanos feltételek mellett az X,
térben mindig 1étezik (¢}, k € Z) alakd ortonormalt wavelet bazis. Ezzel a P,
projekciés operator felirhaté a

(L6) (Puf)@) = S eh)en (@) = 27 / K (2", 2m) dt,

keZ
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integraloperator alakjaban, amelynek magfiiggvénye

(1.7) K(z,t):=Y @@ —k)p(t—k) (x,t€R).
kEZ

A kovetkez6 pontban megmutatjuk, hogy a p-re vonatkoz6 igen dltaldanos felté-
telek mellett az (1.5)-sor konvergens, tovabbé konvolicids operdtorral majordlhato.
Ennek folyoméanyaként adédik példdul, hogy ezek az operatorok nemcsak L2,
hanem LP-norméban, ill. egyenletesen is konvergalnak.

2. Konvergencia tételek

Jeloljiik My-lal a nem-negativ, pdros, a [0,00) intervallumban monoton
fogyé L'(R)-beli fiiggvények halmazat. Nyilvanval, hogy a
1

xT) =
") = T

(x eR,a>1)

fiiggvények M-hoz tartoznak, tovabbd My C LP(R) (1 £ p £ o).

A tovébbiakban csak olyan MR-felbontasokkal foglalkozunk, amelyek
generator fiiggvényeinek van My-beli majoransa. Megmutatjuk, hogy ekkor
a P, projekciés operatorok L!(R)-beli magfiiggvényekkel rendelkezd, egyenlete-
sen korldatos konvolicids operatorokkal majoralhatdk, kovetkezésképpen maguk is
a konvolticiés operatorokhoz hasonlé konvergencia tulajdonsagokkal rendelkeznek.
Bebizonyitjuk, hogy ilyenkor létezik olyan v € My, amellyel

(2.1) Yo le(x -kt — k)| S y(z—1) (z,t €R)
kEZ

teljesiil.  Valéban legyen a vy € My olyan fiiggvény, amelyre |p(z)] < ~o(x).
Tetszdleges t,x € R esetén vezessiik be a d := |z —t]/2, s:= (z +t)/2 jeloléseket.
Ekkor t < x esetén

[t—k[=1]d] (k=s), [z—kl=]d (k<s)

kovetkezésképpen

o= k)Rt~ )] < 70(le — Kl)yv0(1t — k1) < v0(lz —1/2) (vo(l — K1) + 20t ~ k1))

Ugyantgy igazolhatd, hogy ez az egyenlGtlenség t > x esetén is fennéll. Innen K-ra
a

>l = BBt = k)| < q0(le = /2> (v0(lz = k) + (1t - k) <

kEZ kEeZ
<y(lz—t]) (z.teR)
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becslést kapjuk, ahol
v(s) :=2M~p(s/2) (s € R)

és M a o 1-szerinti periodizédltjanak szuprémumaét jeloli. Minthogy
(E170)( <QZ’YO ) = 270( )+/’70(t)dt<007
R

azért (2.1) a v € My fliggvénnyel valéban fennéll.
A (2.1) alapjdn kozvetleniil adédik, hogy a

P,:L'(R) —» L'(R), P,:L>®[R)— L*(R) (n€N)
operatorok egyenletesen korldtosak és

(2.2) 1P flloo = Allflloos [[Pafllr = Allfllr (A= [v]lL1)-

Valéban, a (2.1)-bél ad6déd

(2.3) / 2”|K(2”x,2”t)|dt:/ |K(2"z,5)|ds < ||yl = A (z € R)

—0o0 — 00

egyenl6tlenséget felhasznalva azt kapjuk, hogy

oo

1Pa ()] < [1fllso / oMK (2", 2"t)| dt < Al fle (x € R),

— 00

ahonnan a (2.2) els6 allitdsa kovetkezik.
A masodik rész igazoldsdhoz felhaszndljuk a Fubini-tételt és a (2.3)-nak azt a
véltozatét, amely (2.3)-bdl az x és t véltozdk felcserélésével adddik:

[P fllr = // ()27 |K (2", 2"t)| dt dx <
= [ ol [ i@ 2ol < Al

Bebizonyithatd, hogy a P, (n € N) oporédtorok LP(R)-b6l LP(R)-be egyenletesen
korldtosak (lasd a 3.feladatot). Ennek alapjén a P, operdtorsorozatnak a széban
forgé tereken valé konvergenciajahoz sziikséges és elégséges, hogy egy zéart rend-
szeren konvergdaljon.

A tovébbiakban feltessziik, hogy az (1.7) alatt bevezetett K magfiiggvény eleget
tesz a kovetkezo feltételnek:

(2.4) /jo K(z,t)dt=1 (zcR).
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Megmutatjuk, hogy My-beli majoranssal rendelkez6 fiiggvények altal generalt
MR-felbontds esetén a (2.4) feltétel ekvivalens a siirtiségi feltétellel. Ezen tul-
menden a (2.4) feltétel az (1.6) alatt értelmezett P, f (n € N) sorozat norma- és
pontonkénti konvergencidjat vonja maga utan. Ezzel kapcsolatos az alabbi allités.

1. Tétel Tegyiik fel, hogy p-nek van My-beli majordnsa.
1. Ha minden f € X fliggvényre

[Pnf — flix = 0 (n — o0),

akkor a K magfiiggvény kielégiti a (2.4) feltételt.
2. Ha a K magfiiggvényre teljesiil a (2.4) feltétel, akkor
i) minden f € LP(R) (1 < p < o) fiiggvényre

[1Puf = fllp = 0 (n — o0).

ii) Ha az f € C(R) fiiggvényre lim, . f(z) = lim;—, o f(x) =0,
akkor P,f — f (n — 00) egyenletesen az R halmazon.

iii) Ha az f € L*°(R) fiiggvény folytonos az x € R pontban, akkor
(Pnf)(z) = f(z) (n — oo).

B1zONYITAS. 1. Legyen f = x|_1,1]. Ekkor a
1

(sz)(x)::u/m O (2", 27t) dt

~1
fiiggvénysorozat X-norméban tart f-hez. Bevezetve az

ap(z) = / 2"K(2"x,2"t) dt = / K(2"x,t)dt,

-1 0o
m@y:/)ZWﬂT@Tﬂﬁ+/ 9" ¢ (27, 27¢) dt
—00 1

jeloléseket (P, f)(x) felirhaté

alakban. Az integrdl transzldcié invariancigjat és a ¢ == [*_o(t)dt jeldlést fel-
hasznéalva «,, felirhat6

ap(x) = EZ o(2"x — k) = ca(2"x)
keZ
alakban, ahol @ = Ej¢ a ¢ 1-szerinti periodizaltja. A (,(z) az |z| < 1 pontban
(2.1) alapjén a kovetkez8képpen becsiilheté:

oo

B2 [ 2h@a-aa=2 [ sEds—0 (0o,

27 (1—x)
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ahol a jobb oldalon all6 fliggvénysorozat monoton fogydlag tart 0-hoz, ha n — oco.
A Beppo-levi tétel alapjan azt kapjuk, hogy

/_1 Bu(@)2dz — 0 (1 — o0),

kovetkezésképpen

lon = Ulzzi—10) S [1Paf = fllx + Bnllz2i-11) = 0 (n — o0).

Minthogy « 1 szerint periodikus, azért az o, (z) —1 = ca(2"z) —1 (z € R) fiiggvény
L?[—1, 1]-norméja n-tél fiiggetlen szdm (1asd az x. feladatot), kovetkezésképpen a
szoban forgd konstans sorozat minden tagja 0. Specidlisan azt kapjuk, hogy

1:a0(m)=/jo K(n,t)dt (z€R),

s ezzel az allitds elsd részét igazoltuk.

2. A (2.4) feltételb8l v = 2™t helyettesités utédn azt kapjuk, hogy
2"/ K(2"z,2"t)dt = / K(2"z,u)du = 1.
Ennek alapjan a P, f — f kiilonbség felirhato

Paf(@) - fa) =2 [

R

( F(t) - f(:v))K(Q"x, 2"1) dt
alakban, ahonnan a (2.1) becslést és a t — x = 27"u helyettesitést alkalmazva

(2.5) Paf@) = @) 2 [ 170~ f@)hz" (e~ o) de =
R
- / (@ +27w) — f(@) 7 (u) du

kovetkezik. Innen az allitas a konvoliciés operatorokra jél ismert mddszerrel iga-
zolhato.

i) Az altalanositott Minkowski-egyenlétlenség alapjén

12 =1 = [ ([ 156+ 270 - sl ds) -
= [ A@lraeuf = fllp
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A (2.5)-hoz hasonléan adddik a most igazolt egyenlStlenség p = oo esetén. Beve-
zetve az

wp(f;0) := sup [[Tuf — fllp

lu|=d

modulusokat

oo

(2.6) 1Pt — £, < / wpf:2 ")y () dt (n € N)

—00

becslés addédik. Ismeretes (lasd a Fiiggeléket), hogy az w,(f;-) figgvény né, tovéb
ba
i oy (F0) =0, wp(f58) < 2/ 1], (+20).

Ezt felhasznalva a Lebesgue-télebdl kovetkezik, hogy

1Pnf = fllp = 0 (n— o0).

ii) Folytonos fiiggvény esetén a (2.6) egyenlStlenséget p = oo esetben alkalmazva
az el6z0hoz hasonléan adddik az allitas.

iii) Az f fliggvény = pontbeli folytonossgdbdl kovetkezik, hogy minden € > 0
szémhoz létezik olyan & > 0, hogy |f(z + u2™™) — f(x)] < ¢, ha |u| < 2™6. Ezt és
a (2.5) becslést felhaszndlva

Pa@ @ ([ [ e - @ d

A

3 RIGEZER /Ny SR TOLT

adédik. Innen az allitds mar nyilvanvalo.
A siirtiségi feltétellel ekvivalens (2.4) feltétel felirhato

ey pla—k) =e(Eip)() =1 (z € R),
kEZ

ahol ¢ = [ ¢(t) dt. Integrdlva 0 és 1 kozott (8) figyelembevételével

1=c [ EaOd=t [ st=|c

azaz |c| = 1 kovetkezik. A ¢ helyett a cp fliggvényt véve alapul adédik, hogy erre
a siirtiségi feltétel az

(2.7) (Erp)(z) =) wl@—k)=1 (z€R)

keZ
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feltétellel ekvivalens. A (2.7) — a differencidlgeometridban szokésos széhaszna-
lattal élve — azt jelenti, hogy a ¢ fiiggvény a szamegyenesnek egy egységosztasat
generélja.

3. Riesz-bazisok jellemzése

Multirezolticio szerkesztéséhez elsé lépésként transzlacié invarians Riesz-ba-
zisok jellemzésével foglalkozunk, az eredeti térrol attérve a Fourier-transz-
formaltak terére. Ortonormalt rendszerek mellett biortogondlis rendszereket is
vizsgaluk. Akkor mondjuk, hogy a (¢, k € Z) (Yr, k € Z) X = L*(R)-beli rend-
szerek biortogonalisak, ha

Ok Vo) = ke (K, L € Z).

Innen specialis esetként, amikor a két rendszer megegyezik, viszakapjuk az orto-
normélt rendszer értelmezését.
Minthogy a Fourier-transzformacié unitér, azért biortogonalis rendszerek Fouri-
er-transzformaltja is biortogonalis.
A
P = 22600 (1hp) = 2741 (62np) (k,m € Z)

fiiggvények Fourier-transzformaéltja (5) alapjan felirhaté
Fop =2"2e10-0 F (62 p)
alakban. Ezt felhasznalva egyszeriien igazolhaté az alabbi

2. Tétel Az alabbi hdrom &llitas egymadssal ekvivalens:
i) Minden n € Z szémra a (¢}, k € Z) Riesz-bdzis.
ii) A (99, k € Z) rendszer Riesz-bézis.
iii) Léteznek olyan 0 < m < M < oo dllanddk, hogy

(3.1) m = E(|Fel?) = M.

BIZONYITAS. Az i) és ii) allitasok ekvivalencidja, az ||-|| x definici¢jdban az y = 2"z
helyettesitéssel, a kdvetkezSképpen igazolhaté:

HZakngHi:/2"{Zak@(2”x—k)|2dx:

kEZ R kEZ

1S oeta 0t~ | Sl

kEZ keZ



1. Affin waveletek 15

A ii) és iii) allitds ekvivalencidjanak igazoldsdhoz legyen ¢ = (c,,n € Z) € (2 és
tegyiik fel, hogy a >°, ., cx Tk sor L?(R)-norméban konvergens. Legyen

f = ZC}CT]CQD, A= chek (C: (Ck,k S Z) 642),

kEZ keZ

ahol ey (z) := exp(2mikx) (x € R,k € Z) az 1-szerint periodikus komplex trigono-
metrikus rendszer.
El6szor megmutatjuk, hogy ezekre a fiiggvényekre

1
(3.2) 113 = / NP IE (Fo) P do

teljesiil. Valéban, minthogy az f fliggvényt definidlé sor az ||-|| x-norméban konver-
gens, azért tagonként véve Fourier-transzforméltjat (5) alapjén azt kapjuk, hogy

ff:ZCkfcpk :-7:902%% :)\fga.

keZ keZ
Nyilvanvald, hogy A € L?, tovabba a Parseval-formula alapjan
1
(3.3) | nopa =Y o
0 keZ

A (8) és (9) azonossigokat figyelembe véve

1 1
1% = / \F P da = / Ey(FfP?) de = / APEL(Fol?) da,

s ezzel a (3.2) egyenl6séget igazoltuk.

A tétel mésodik részének igazoldsdhoz tegyiik fel elGszor, hogy fenndll a (3.1)
egyenlStlenség. Legyen (c,,n € Z) € (3. Felhasznalva a most bevezetett jeloléseket
(3.1) alapjédn és (3.3) figyelembevételével azt kapjuk, hogy

1 1 1
m?|ellz = mQ/ A dz §/ NPEL(FF1?) da < M2/ A d = M| |c]|.
0 0 0

Ezzel (3.2) alapjdn megmutattuk, hogy (3.1)-bdl (1.1) kovetkezik, s ezért a
szoban forgd rendszer valoban Riesz-bézis.

A forditott irdnyd implikécié igazoldsdhoz rogzitsiik az = € [0,1) pontot és az
n € N* szamot és jeldlje A\, a \/EX[x,:c+1/n) fliggvény periodikus kiterjesztését az
[,z + 1) intervallumrdl a szdmegyenesre, 1 periédussal. Legyen tovdbba

. /O M(OE) dt (k€ 7)
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a A, fuggvény k-adik trigonometrikus Fourier-egyiitthatdja. FEkkor a Parseval-
formula és a A, értelmezése alapjan

1
(3.4) > lep? :/0 An(2)]? da = 1.

kEZ

Az fr:= 3 cq R iy fliggvényre alkalmazva a (3.2) azonossagot az (1.1) feltétel
és (3.4) figyelembevételével azt kapjuk, hogy minden n € N* szdmra

0o oo z+1/n
m? < / ful? do = / AP E(Fol) dt = n / Ey(Fol?)(t) dt < M.

— 00 — 00

Innen n — oo hatdratmenettel, az integralfiiggvény differencidlhatésdgéara vonat-
kozé tétel alapjan (3.1) kovetkezik.[]

A tovébbiakban R-rel jelsljiik a (3.1) feltételnek elegettevd o € L*(R)
fiiggvények halmazat. A most igazolt tétel alapjin az R halmazt azok a ¢
figgvények alkotjak, amelyekbdl (1) alapjan képzett ¢} (k € Z) rendszerek minden
n € Z esetén Riesz-bazist alkotnak.

TetszOleges ¢ € R és n € Z esetén jeldlje X¢ a ¢} (k € Z) Riesz-bézis éltal
generalt alteret. Az aldbbiakban ezeknek az altereknek egymaéshoz valé viszonyat
vizsgaljuk. Ezzel kapcsolatos a kovetkezo

3. Tétel Legyen ¢,¢ € R.
i) Az X? tér Fourier-transzformaltja eléallithaté

(3.5)  XP = {Ff:fe X} ={\on(Fp): \e L2}
alakban.

ii) A (tpp, k € Z) és (txtp, k € Z) rendszer akkor és csak biorto-
gonalis, ha

(3.6) E\(FoFy) = 1.

Specidlisan a (i, k € Z) rendszer akkor és csak akkor ortonormalt,
ha

(3.6") Ei(|Fepl?) = 1.

iii) Az X¢, XY alterek akkor és csak akkor ortogondlisak, ha

(3.7) E\(FpFi) = 0.
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Bi1zONYITAS. i) Definici6 szerint az X? (¢ € R) altér az

F=Y el ((enkez)el?)

kEZ

alakti elemek Gszessége, ahol a széban forgé végtelen sor L?(R)-norméban konver-
gens. Kovetkezésképpen ezek Fourier-transzforméltja (5) alapjan

ff = 27n/262—n(f(p) ZCk€k277l = )\52771(?()0)
keZ

alakt, ahol A\ € L%,.. Megforditva, minden Ay (F¢p) (A € L2,) alaki fiiggvény a
Y kez Crpp sor Gsszegfiiggvényének Fourier-transzforméltja, ahol

on
c = 2_"/2/ A(t)€ga—=(t) dt.
0

ii) Minthogy a Fourier-transzformalt unitér, azért (5),(8)és (9) alapjén

(3-8) ke = (Tip, o) = (F (), F(Te9))) =
e’} 1
= / ex_tFoFpdr = / ex_ 1B (FpFv) de,
—0o0 0

kovetkezésképpen az 1 szerint periédikus f := Ey(FeFi) € Li fiiggvény vala-
mennyi trigonometrikus Fourier-egytitthatdja, a 0-adikat kivéve, 0-val egyenld. In-
nen kovetkezik, hogy az g = f — fol f(z)dx fliggvény minden trigonometrikus
Fourier-egytitthatdja 0. A trigonometrikus rendszer teljessége alapjan nyilvanvald,
hogy g = 0, s ezért f konstans fliggvény. Végiil a biortogonalitas feltételét a k = ¢
esetre felirva, (3.8) alapjdn azt kapjuk, hogy f = 1.

iii) Az X¥?, X¥ terek ortogonalitdsa azzal ekvivalens, hogy barmely f € X¥,g €
XY esetén

0={_(f,9) =(F[. Fg).

Minthogy ¢,v € R, (3.5) alapjan az X? 1 XY feltétel azzal ekvivalens, hogy
barmely Ai, Ay € L3, fiiggvénypérra

o S gn o L
0= / )\1)\25277:. (.7:30)(52771 (.7:’(#) dr = / )\1)\2E2n ((52—n(.7'-§0.7'—w)) dx.
—0o0 0

Innen

A1 = sign(Ean (530 (FeFp))), Ao =1
valasztas mellett azt kapjuk, hogy

| Ean (865 (F¢FD)| = 0.
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Végil felhasznalva a
Eagn(0g-n f) = 0g-n (ELf)

azonossagot a bizonyitandé (3.7) egyenléség adédik. O

A most igazolt allitdsok alapjan konnyen beldthatdé, hogy minden transzlacio
invaridns Riesz-bazis altal generdlt altér ortonormalt bazissal is generalhat6. Ne-
vezetesen fennall az

1. Kovetkezmény. Minden ¢ € R esetén Iétezik olyan ) € X, hogy
(T, k € Z) ortonormélt rendszer és

(3.9) X¢f=XY (nez).

Valéban, minthogy ¢ € R esetén az
__®
Er(lel?)

fiiggvény L2(R)-beli, s ezért létezik olyan ¢ € L%(R), hogy ) = 7. Erre a ¢
fliggvényre

7=

b= p=2p E(P) =1

VE(¢?))

teljesiil, ahol A = 1/\/E1(|¢]?) € L. Innen a 3. Tétel alapjin kovetkezik az
allités.

4. Skalazasi egyenlet

Az MR felbontds X2 C X, , monotonitasi feltétele (3.5) alapjin azzal ek-
vivalens, hogy alkalmas \ € Lgnﬂ fliggvénnyel fenndll a

dg-n(Fp) = Ng-n-1(Fp)

egyenlOség. Bevezetve az o := dgn+1 A jeldlést és mindkét oldalra alkalmazva a dgn+1
operatort az alabbi, eredivel ekvivalens feltételt kapjuk:

(4.1) (F)(2z) = a(z)(Fp)(z) (z €R), ahol o€ L.

A monotonitasi feltétellel ekvivalens (4.1) feltételt skdldzdsi egyenletnek szo-
kas nevezni. Az « fliggvényt a p-hez tartozé alulvagd sziirének nevezzik.
Nyilvanval6, hogy barmely fliggvénnyel egyiitt annak szamszorosa is kielégiti a
skalazasi egyenletet. A mondottakbdl kévetkezik, hogy MR felbontdsok konstruk-
ciéjaban olyan ¢ € R fiiggvények johetnek széba, amelyek alkalmas o € L?
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fiiggvénnyel kielégitik a (4.1) feltételt. A skdldzdsi egyenlet azzal ekvivalens, hogy
valamely (ay, k € Z) € % sorozattal fenndll az

(4.2) %@(2_195) = Zakgo(x +k) (zeR)
k€eZ

egyenléség, ahol az (ax,k € Z) az a € L3 fiiggvény trigonometrikus Fourier-
egyiitthatoéinak sorozata.

A tovabbiakban a skalazasi egyenletnek azokat a megolddsait vizsgaljuk, ame-
lyek MR~felbontast generalnak. Ezzel sszefiiggésben jel6lje M azoknak a ¢ €
R fiiggvényeknek az Osszességét, amelyeknek van M,-beli majoransa,
tovabba eleget tesznek a

(43) FoO) = [ etyar=1

feltételnek. A (4.3) feltétel a siir(iségi feltétellel ekvivalens (2.6) feltétel kovetkez-
ménye.

A skéldzasi egyenletet o helyett 2712, 272z, .- , 27" 1z esetén felirva azt kap-
juk, hogy
(Fo)(z) = a2 '2)(Fp)2 7 z) = - = a2 '2)a(27%2) - - (27 ") (Fp) (2 ).

Minthogy ¢ € M esetén Fo folytonos és (Fe)(0) = 1, azért innen «(0) = 1
kovetkezik, tovabbd n — oo hatardtmenettel az MR-felbontast generald fiiggvény
Fourier-transzformaltjanak kovetkez6 szorzatel6allitasat kapjuk:

(4.4) (Fo)(z) = [[ e(27"2) (z €R).

Ezzel megmutattuk, hogy a (4.1) skdldzdsi egyenlet barmely M-beli meg-
olddsdnak Fourier-transzformaltja alkalmas o € L3, a(0) = 1 feltételnek
eleget tevd fiiggvénnyel el6allithaté (4.4) alakid konvergens végtelen szor-
zatként. Megforditva, ha valamely o € L%, a(0) = 1 fiiggvénybél képzett

(4.5) A(z) = [[e2"2) (xeR)

végtelen szorzat m.m. konvergens, akkor az A figgvény nyilvdn m.m. = € R
pontban eleget tesz az A(2x) = a(x)A(z) egyenletnek és az A(0) = 1 feltételnek.
Ha garantdlni tudjuk, hogy A € L?(R), akkor létezik olyan ¢ € X, amelyre ¢ = A,
kovetkezésképpen erre fenndll a (4.1) skéldzdsi egyenlet.

Egyszertien igazolhatd, hogy ha az o 1-szerint periédikus, folytonos fiiggvény a
0 pontban alkalmas L > 0 szdmmal eleget tesz az

(4.6) a(z) — (0)] = Llz| (z €R)
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Lipschitz-féle feltételnek, akkor a (4.5) végtelen szorzat minden kompakt inter-
vallumon egyenletesen konvergens, kovetkezésképpen az A fiiggvény foly-
tonos. Valéban, minthogy «(0) = 1, azért

la(x)] £ 1+ |a(z) =1 S 1+ Ljz] (z €R).

Felhasznéalva az
l1+use" (ueR)

egyenlStlenséget a (4.5)
An(z) = [[e(@7*2) (z €R,neN)
k=1
részszorzataira az alabbi becslést kapjuk:
) < H (1+ L27%|z|) < LT 27" = oLzl (3 e R).

Ezt felhasznalva (4.6) alapjan
Ans1(@) = A(@)] £ |An(@)| (02" 2) = 1] £ X Ljpf2"! (2 € R, n € NY)
kovetkezik. Végezetiil innen n < m esetén
[An(2) — A (@)] =
[An(2) = Apy1 ()] + [An1 () = Anpo(@)| + -+ [Ama (2) = A (2)]
elelpjz|2 ™t 4272 ) S ebllpjg)2™ (2 € R).

A

adédik. Innen nyilvanvald, hogy a széban forgd végtelen szorzat minden véges
intervallumon egyenletesen konvergens, kovetkezésképpen hataarértéke folytonos
fliggvény.

Korabban megmutattuk, hogy a ¢ = x[0,1) € Mo fliggvény egy M R-felbontdst
general, kovetkezésképpen ennek

(4.7) (Fo)(z) = e*i”“%x (z € R)

Fourier-transzforméltja eléallithaté (4.4) alakban. Az ezzel ekvivalens (4.1)-bél
kifejezve az « fuggvényt

_ (FQO)(Q'T) — e*iﬂx ST T
") = Fow cosmz (v €R)

adédik. Ezzel megmutattuk, hogy fenndll a kovetkez6 azonossag:

. o]
o sinmr ks
4.8 e ——— = e 2 T o527 e (z €R
(43) ] (v €R)
Emlitésre méltd, hogy ennek a nevezetesen azonossagnak a segitsével Viete 1593-
ban a m szdmnak egy szorzateléllitasit adta. A (4.8)-hoz a skéldzasi egyenlettel
ekvivalens (4.2) egyenletbdl kiindulva is eljuthatunk.
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5. Példak a skaldzasi egyenlet megoldasara

Ebben a pontban — kiindulva a skdldzasi egyenlet (4.2) alakjabél — megadjuk
ennek néhany megolddsat. Az alkalmazasokban els6sorban azok az MR-felbonté-
sokat hasznaljak, amelyek ¢ generator fiiggvényei kompakt tartojuak. Meg-
mutatjuk, hogy az ilyen ¢ generatorhoz tartozé « sziiré trigonometrikus poli-
nomok. Tegyiik fel, hogy

{mGR' @(z);&O}Q [a,aﬁLN},

legyen tovabbd ) = 70 (k € Z) egy ortonormalt rendszer. Ekkor az
1go(f) = Zakcp(w +k) (zeR)
272 kez

skalazasi egyenletbdl az aj egytitthatokra

— 00

1 [ t\ ————
Minthogy

‘O(DZO (t ¢ (2a,2a+2N)), @(t+k)=0 (t¢ (a—k,a—k+N)),

azért k ¢ (—a—2N, —a+ N) esetén a széban forgd két fliiggvény szorzata azonosan
0. Innen addédik, hogy

ar =0 (k¢ (—a—2N,—a+ N)),

kovetkezésképpen
—a+N

o = E ap€r

k=—a—2N

valéban egy trigonometrikus polinom.

Kiindulva az el6z6 pontban emlitett ¢ = x|o,1) fliggvénybdl konvoliicié segitsé-
gével a skédlazasi egyenletnek végtelen sok megoldasat adhatjuk meg. Emlékeztetve
az ezzel kapcsolatos fogalmakra jelolje

(5.1) (Feo)a) = [ T f(gle -ty dt (.9 € L'(R))

az L'(R)-beli f és g fiiggvény konvolicidjat. Ismeretes, hogy ekkor f * g € L*(R),
tovabba

(5.2) F(f+g)=FfFy.
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Specidlisan fl"-nel jelolve az f fiiggvény 6nmagéval vett n-szeres konvoliciéjst

(5.3) F() =(FNH" (neN)
teljesiil.
Az
(5.4) Nim 3= X[0,1) * X[0,1) * == * X[0,1) = X%S:L]l) (m e NY)

fiiggvények, az tin. B-splinok segitségével jol kezelheté MR-felbontdsokat szer-
keszthetiink. Ismeretes, hogy N,,, € C™~2(R) olyan fiiggvény, amelyre

{r R | Nnw) 20} = [o.m].

tovabbd az N,,-nek a [k, k+1] (k € Z) egész intervallumokra vonatkozo lesziikitései
(m — 1)-edfoki polinomok.

Minthogy
(5.6) (FN) (@) = e~ ™= 2270 (4 e R),
T
azért

sinmwx

(5.7) (FN,,)(z) = e ™m= ( )m (r € R,m € N*).

T™r

Az Ny := x[o,1) fiiggvényre nyilvdnvaléan fennéll az

(5.8) %Nl (;x) %(m( )+ Ni(z—1) (z€R)

skalazasi egyenlet. Innen attérve a Fourier-transzformaltra
1
(FN1)(2z) = 5(1 +e_1(2)(FNy)(z) (z €R)

adddik. Mindkét oldalt m-edik hatvanyra emelve azt kapjuk, hogy
(FN1)™(20) = o Z ( ) z)(FN)™(z) (z € R).

Innen felhaszndlva az (5), (5.3) és (5.4) azonossagokat azt kapjuk, hogy

1 1 &
5.7:((51/22\7 )—(52 .7:N mkz_:( > T_kNm).
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Attérve az invez Fourier-transzforméltra az N, fliggvényre a kovetkez6 skalazasi
egyenletet kapjuk:

m

(5.9) %Nm <;m> = 2% 3 <T]Z) Np(z —k) (meN* zeR)

k=0

Alkalmazzuk a 3.Tétel (3.6") &llitdsdt a ¢p := Trx[0,1) (K € Z) ortonormalt
rendszerre. Ekkor a kovetkezd azonossagot kapjuk:

in? 7
(5.10) 1= (Fe)a+ P = Z(Hlk)z ( €R).

keZ kEZ

Ez az MR-felbontassal kapcsolatos azonossag a Parseval-formula alapjan kozvetle-
nill is igazolhaté (ldsd az x.feladatot).

Bebizonyithat6, hogy az N,,, (m € N*) B-splinok egész eltdltjai Riesz-bdzist
alkotnak. Ehhez a 2.Tétel szerint azt kell megmutatnunk, hogy az

sin?™
B1) BN = TS e e R
keZ

fliggvény alulrdl és feliilrol becsiilhetd pozitiv konstansokkal. Ehhez felhasznaljuk
actg 7z (z € R\ Z) kovetkezé eléallitasét (lasd az x feladatot):

N
1 1
12 t =—1 o R\ Z).
(5.12) ctg 7z = — lim g P (x e R\ Z)

N—oo

k=—N

Egyszeriien igazolhatd, hogy az 1-szerint periodikus fiiggvény (5.12) sorfejtése és a
széban forgd sor derivéltjai az [a,1 — a] (0 < a < 1/2) intervallumon egyenletesen
konvergalnak. Ezt figyelembe véve tagonkénti derivalassal

dr 1 (—1)"n!
Lctgmr ==y N*,z € R\Z
T e T Wkez(x‘f‘k)"ﬂ (neN",zeR\Z)

adédik. Ezt felhasznélva

1 sin®™ gz d2m—1

(6:13)  BIFNal)@) = ~ oyt gz

ctgmz (x € R\ Z)

zart képletet kapjuk. Megmutatjuk, hogy

T

(5.14)

puecl ctgmr = (—1)"P.(ctg mx) (z € R),
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ahol az (r 4+ 1)-edfokd P, polinomok eleget tesz a kovetkezd rekurziénak:
(5.15) Py(z) =z, Pryi(2)=(1+2%)P.(2) (2 €R, r €N).

Nilvanvald, hogy (5.14) r = 0 esetén fenn4ll. Ertelmezziik a P, polinomsorozatot
(5.15) szerint és indukcidt alkalmazva tegyiik fel, hogy (5.14) az r indexre fennéll.
Megmutatjuk, hogy ekkor (5.14) r helyett = + 1 esetén is érvényes. ValGban

1 gt ctomr — 1 d 1 d° cto ( 1)Tl d
— ——ctgm — x| = (-1)"——
& 7 dx \ 7" da” & 7w dx

P.(ctgmx) =

1
= (=1)"" ——P/(ctgmz) = (—1)"T (1 + ctg’rz) P (ctgmx) =
sin® 7z

= (=1)"" P (ctgm).

Az (5.15) alapjan a P, sorozat elsé néhdny tagjara a kovetkezét kapjuk:

Py(z) ==z

Pi(z)=22+1

Py(z) = 22(22 4+ 1)

Py(z) = 2(2% +1)(1 + 32%) = 2(1 + 42> + 32%)
Py(2) = 8(2% +1)(22 + 323) = 82(2 + 522 + 32%)
Ps(2) = 8(22 +1)(2 + 1522 + 152%)

A most bevezetett polinomokat felhaszndlva (5.13) alapjén

1 .
adodik. Specidlisan
Ei(|Ni ) (z) = 1,
sin? rx

. 1
Ei(|No ) (z) = (1 + 3ctg? 7x) = g(l + 2cos® 7x),

sin* mx

Ei(INs|?)(z) = 5 (1 + 15ctg?me + 15ctgine) =

1
= B(2+ 11cos? mx + 2cos* ma).

Innen azt kapjuk, hogy

Er(|N: ) (@) = 1,
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kovetkezésképpen a (1x Ny, k € Z) rendszer m = 1,2,3 esetén Riesz-bézist alkot.
Bebizonyithaté [Chui], hogy minden m € N* esetén létezik olyan A,, > 0, hogy

(5.17) Ap S 0 (x) ==/ E1(INn?)(2) £1 (z € R)

kovetkezesképpen minden m € N* esetén a (74xN,,,k € Z) spline rendszerek
Riesz-bazist alkotnak. Konnyen igazolhaté tovabbé, hogy ezekre érvényes az
egységosztas:

(5.18) Y Np(@+k)=1 (xe€R,meN).
keZ

Végiil mivel az N,, fligvvényekre fennéll az (5.9) skdldzdsi egyenlet, azért minden
m € N* indexre az N,, B-spline fiiggvények egy MR-felbontast general-
nak. Ertelmezziik az M, € X figgvényt Fourier-transzformaltjaval:

~ Ny, ”

Ekkor az x.Tétel alapjan minden rogzitett n € Z esetén az
N () = 2" 2Ny (280 — k), M, () = 2"°M,,(2"z — k) (v € R,n,k € Z)
rendszerek biortogonalisak:
(NE s M) = Ok (kL € Z).
Ezekkel az XVm altérre valé projekcidt a kovetkezd alakban frhatjuk fel:

Pomf =Y (f, M) Ny (f € X, € Z,m € NY).
kEZ

6. Ortonormialt waveletek

Ebben a pontban, kiindulva valamely X¥ (n € Z) MR-felbontdst generdls ¢
fliggvénybol, megszerkesztjiikk az X térnek egy ortonormélt wavelet bazisat. Maés
széval olyan ¢ € X, |[¢]|x = 1 fliggvényt konstrudlunk, hogy a

(6.1) Y(z) = 222" — k) (k,n € Z,x € R)
teljes ortonormalt rendszer az X-ben, azaz

(6.2) (Vi 97") = Okebmn (K, £;m,n € 7).
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A 1) fiiggvényt az MR-felbontds anyawaveletének nevezziik. Felhivjuk a figyelmet
arra, hogy az eddig vizsgélt MR-felbontdsok esetében a (¢}, k € Z) rendszerek
rogzitett n-re — mas szdval szintenként — alkotnak ortonormaélt rendszert, am a
kiilonbo6z6 szinteken 1évé fliggvények nem ortogonalisak egymadsra. Ezzel szemben
a ¢} (k,n € Z) rendszer barmely két kiilonbozd tagja ortogonalis.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a ¢ és a 1) kielégiti a

(6.3) B¢ =1, E(¢P) =1

normélasi feltételt. Ez a 3.Tétel alapjan (6.3) azzal ekvivalens, hogy a (¢}, k €
Z)és a (¢}, k € Z) rendszerek minden n € Z esetén kiilon-kiilén ortonormadltak.
Megmutatjuk, hogy létezik olyan § € L2 sziird, hogy a d2(¢)) := (¢ alapjan
értelmezett ¢ € X fliggvényel fenndll az X tér

(6.4) X¢=X% oX"
ortogondlis felbontdsa. Innen kovetkezik, hogy tetszéleges n € Z indexre
X2 =X XY

Ezt egymés utdn n-szer alklalmazva az X7 11 terek kovetkezd ortogondlis felbon-
tasat kapjuk:

(6.5) X=X XxJoXxle -aoXxy

Innen nyilvdnvald, hogy a (6.3) és (6.4) feltételt kielégits 1 fiiggvénybdl
képzett 1} (k,n € Z) rendszer ortonormdalt. A (6.5) felbontdst figyelembe

véve ehelyett gyakran az
oh Uk (k€ZneN)

ortonormadlt rendszert haszniljuk. A (6.5) alapjan nyilvdnvald, hogy ha a ¢
fiiggvény egy MR-felbontast general, akkor ez a rendszer is teljes.

Bebizonyitjuk, hogy a (6.4) felbontds azzal ekvivalens, hogy a ¢-t és 1)-t generdld
a, 3 € L? fiiggvényekre egy specialis ortogonalitdsi reldcié 4ll fenn. Ennek értelme-
zéséhez vezessiik be a kovetkezo6 jelolést:

(6.6) [f.g] == fg+71,2(f9) (f,9€L3).

Ezzel egy olyan leképezést értelmeztiink, amellyel L2-beli fiiggvényparoknak egy
1/2-szerint periédikus fiiggvényt feleltettiink meg, tovabb4 [, ] rendelkezik a ska-
laris szorzat szokasos tulajdonsdgaival. Az egyetlen kiilonbség, hogy a széban forgd
leképezés értékei nem szdamok, hanem 1/2 szerint periodikus fiiggvények. Erre
vonatkozéan bevezethetd az ortogonalitas és a Fourier-egytlitthaté fogalma. Akkor
mondjuk, hogy a v1,7v. € L? fiiggvények [|-ortonormaltak, ha

(6.7) [vi, vl =65 (1,5 =1,2).



1. Affin waveletek 27

Az [f,v:] (i = 1,2) 1/2-szerint periodikus fiiggvényeket az f € L? fiiggvény széban
forgo rendszer szerinti [|-Fourier-egyiitthatéinak nevezziik. Nyilvédnvald, hogy a

1 €

V1= ﬁ’ Y2 = ﬁ
rendszer []-ortonormalt. Altaldban a y € L? [-normalt fiiggvénybél képzett
(6.8) 1=, Y2 =€ T12(F)
fliggvénypdr [J-ortonormélt. Valéban, minthogy 7y /5(€) = —¢, 71 () = 7, azért
[71,72] = (v 7'1/2(7) - 7'1/2(7) (7)) =0.

Megmutatjuk, hogy barmel v;,7v2 € L? [J-ortonormalt fiiggvénypérral az L} tér
elemei eldallithatdok

(6.9) f=1Ufmn+fiehe (felLl)

alakban. A Fourier-sorok elméletében szokdsos széhasznélattal élve a (6.9) jobb
oldalan &ll6 Gsszeget a f fliggvény ~y1,v2 rendszer szerinti [|-Fourier-sordnak nevez-
ziikk. A (6.9) egyenlség tigy interpetalhatd, hogy az f széban forgé []-Fourier-sora
elodllitja a fiiggvényt.

Az [|-Fourier-egytitthaték értelmezése alapjén

([ff}’l]) _ (71 7'1/2(’71)) ( f ) )

[f,72] Yo Ti/2(72) T1/2(f)

A (6.7) ortogonalitdsi reldcié azzal ekvivalens, hogy az itt felirt egyenletrendszernek
a matrixa unitér, kdvetkezésképpen inverze a transzponaltjaval egyenlo. Ezt fel-

hasznélva
(ﬁ/f(f)) B (Tl/;yé%) T1/z?72)) (E:ij)

adédik, amelynek elsé egyenlete a bizonyitandé allitast adja.
A tovabbiakban tobbszor felhaszaljuk az alabbi azonossagot.

1.Lemma. Legyen v1,7v2 € L?,c € X és tegyiik fel, hogy
(6.10) a(2z) = yi(x)c(x), b(2z) = ya(zx)c(x), Ei(|c*) =1.
Ekkor

(611) 52E1(a5) = [’yl,"/g}.
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B1zoNYITAS. Az E; periodizélé operator értelmezése alapjan

Ey(ab)(22) = Y a(2z+ k)b(2z + k) =
kezZ
= Z a(2z + 2k)b(2x + 2k) + Z a(2z + 2k +1)b(22 + 1+ 1).
keZ kEZ

Innen a (6.10) egyenldségeket és a 71, y2 periodicitdsit figyelmebe véve

Eq(ab)(22) = (172)(2) Y le(x + B)P + (m7) ( +1/2) Y Je(x + b+ 1/2)° =

kEZ keZ
= (Mm72) (@) Er(|e]) (@) + (1T2) (@ + 1/2) By (|e]*) (@ + 1/2).

Innen az E;(|c|?) = 1 feltétel alapjan a bizonyitandé (6.11) allitdst kapjuk.Od
A (6.4) relacié egy jol haszndlhaté atfogalmazdsit adjuk meg a kovetkez6 4lli-
tasban.

4. Tétel. i) Tegyiik fel, hogy a (6.3) feltételt kielgité ¢ és 1 fiigg-
vényekkel fenndll a (6.4) felbontds. Ekkor létezik olyan «,3 € L3
fliggvénypar, hogy

(6.12) i) Gap=ap, Gath =[P
iﬁ [a,a]:[ﬂ,ﬂ]:ﬁL [avﬂ]::0

ii) Megforditva, ha Ey(|¢|?) = 1 és fennallnak (6.12) feltételek, akkor a
(6.12) i) szerint definidlt 1 fiiggvényre E1(|v)|*) = 1, tovdbbd érvényes
a (6.4) felbontds.

B1zZONYITAS. i) Tegyiik fel, hogy fennéll a (6.4) felbontds. Ekkor d;,9¢,81 /010 €
X, kovetkezésképpen
82,000 € X§.

A 3.Tétel alapjén 1étezik olyan a, 3 € L?, amellyel fenndll (6.12)i). Alkalmazzuk
az 1.Lemmdt ¢ = ¢, y1 = v2 = «, ill. y1 = v9 = [ szereposztdsban. Ekkor (6.3)
alapjan [a, o] = [8, 8] = 1 kovetkezik.

A (6.4) feltételbél a 3.Tétel iii) alapjan Ei(4v) = 0 kivetkezik. Ismét alka-
lmazva az 1.Lemmadt a v; = «, v3 = [ szereposztdsban az [a, §] = 0 egyenldséget
kapjuk.

ii) Most induljunk ki egy F;(|4]?) = 1 feltételt kielégitd ¢ € X és a (6.11)
feltételt kielégitoé «, 3,1 fliggvényekbol. Ekkor a ¢ = @, 71 = v = G, ill. 71 =
o, vy = (3 szereposztassal alkalmazva az 1.Lemmat By (|¢h|2) = 1, ill. Ey($¢) = 0
adédik. Innen a 3.Tétel alapjan kovetkezik, hogy (¢7,k € N) minden n € Z estén
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ortonormalt rendszer, tovdbba X, 1 X¥ . A (6.12) i) feltétel és a 3.Tétel i)
alapjan nyilvanvals, hogy X%, X%, C X7
Az egyenliség igazoldsdhoz azt kell megmutatnunk, hogy Xéf C Xfl D X’fl

Barmely n € Xap fiiggvény felirhaté n = v alakban, ahol v € L?. Felhasznalva a
v figgvény «, 8 rendszer szerinti []-Fourier-sorat:

v =[v,ala+[v,88

adédik. Innen (6.12) alapjan az n € X’é’p fliggvényre a kovetkezd el6allitast kapjuk:

n=7¢ = [y,alag + [v, B18% = [, ald2(¢) + [v, Bl02(4)).

Minthogy [v, o], [y, 8] € L? azért a 3.Tétel i) alapjan a felbontdsban szerepld tagok
a X#,, il lel alterekhez tartoznak. Ezzel a tételt igazoltuk. O

A most igazolt tétel alapjan bdrmely X? (n € N) M R-felbontdst generdld
o fliggvény ismeretében (6.8) alapjdn megszerkeszthetjitk egy teljes ortonormélt
wavelet rendszer anyawaveletét. Az ezzel kapcsolatos eredményeket foglaltuk dssze
a kovetkez6 allitasban.

5.Tétel. Legyen ¢ € X olyan fiiggvény, amelyre
(6.13) E(l¢f) =1, &(p)=ap
teljesiil. Ertelmezziik a (3 és v fiiggvényeket a kévetkezéképpen:

(6.14) Bi=emya(@), 2 = B

Ekkor (X¥,n € X) az X tér egy MR-felbontdsa, tovabbd ¢} (k,n € Z)
egy teljes ortonormalt rendszer.

BizZONYITAS. Valéban a (6.8)-hoz flizott megjegyzés szerint [o, 3] = 0, s {gy a
4.Tétel ii) része alapjan fenndll a (6.4) felbontds. EbbSl — amint azt mér korabban
belattuk — a széban forgd rendszer ortogonalitisa és teljessége kovetkezik. [0

A (6.14) alatt értelmezett 8 € L? fiiggvény Fourier egyiitthatéi kifejezheték az
« Fourier-egyiitthatoival. Nevezetesen, ha

(6.15) a=>ape,

kEZ

akkor

(6.16) B=> @ kex.

keZ
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Valéban

/O B(t)eu(t) dt = /O F(1)er 1 (1) dt = /0 a(t)E x(t) dt.

7. Elégséges feltételek multirezoliciéra

Ebben a pontban olyan MR-felbontasokkal foglalkozunk, amelyek generator
figgvénye M-beli és amelyekre (p?, k € Z) ortonormdlt rendszer. Ezek halmazat
M-gyel jeloljiik:

(7.1) My = {@6M:E1(|¢|2) :1}.

A 4. pontban megmutattuk, hogy az X C X7, feltétel azzal ekvivalens, hogy
valamely o € L? fiiggvénnyel fenndll a

(7.2) ¢(2r) = a(z)p(z) (z €R)
skalazasi egyenlet. Innen
P(x) = a7 '2)a(27%2) - - a(27"2)P(27 ") (z € R)

kovetkezik. Minthogy ¢ € M; esetén ¢ folytonos, azért minden olyan ¢ € M;j
fliggvény, amely MR-felbontast general eléallithato végtelen szorzat forméjaban:

(7.3) p(x)= ][ a2 "x) (zeR).

Innen kovetkezik, hogy a ¢ fliggvényt az « sziir6é egyertelmiien meghatarozza.
Ebben a pontban — kiindulva az a fliggvénybdl — azt vizsgaljuk, hogy milyen
« szlir6k generalna MR-felbontast.
Az alabbi tételben ezzel Gsszefiiggésben egy sziikséges és egy elégséges feltételt
adunk meg.
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6. Tétel i) Haap € M, fiiggvény egy M R felbontést general, akkor
fenndll a (7.2) skédldzasi egyenlet, tovabbd az az 1-szerint periddikus
a € L? fiiggvényre

(7.4) a(0) =1, |a(@)? +|alz+27H*=1 (z€R).

teljestil.

ii) Megforditva, tegyiik fel, hogy a folytonosan differencidlhatd, 1-
szerint periddikus « fliggvény eleget tesz a (7.4) feltételeknek. Ekkor
a (7.3) végtelen szorzat konvergens és

(7.5) A(z) := lim_ [[e@ ")

hatarfiiggvénye X -beli.

iii) Ha ezen tilmenden az
m
A = X1,, H Sg-ma (I, :=[-2m"1 2™~ 1) 'm € N*)

részszorzatoknak van egy kosos X-beli majordnsa, akkor a (7.5) alatt
értelmezett A fiiggvényre E(|A|?) = 1, kovetkezésképpen a ¢ = A
alapjan értelmezett o fiiggvény egy MR-felbontdst general.

BizoNY{TAS. i) Az a(0) = 1 egyenldség a (7.2) és $(0) # 0 alapjan nyilvanvaléan
fennall. Az &llitds masodik része egyszerlien kévetkezik az 1.Lemmébdl a ¢ = ¢,
Y1 = 2 = « szereposztast alkalmazva.

ii) A 4.pontban megmutattuk, hogy a folytonosan differencidlhaté fiiggvény
esetén a (7.5) végtelen szorzat konvergens és az A flggvény folytonos. Annak
igazolédséhoz, hogy A € L%*(R) felhaszndljuk a bevezetd rész EL opardtorokra
vonatkozé azonossagait. Bevezetve az

En:=Eln :=x1,Ee (ne€)

operatorokat (11), (13) és (14) alapjén minden f € L'(R) fiiggvényre fenndll a
kévetkezo:

(7.6) i) / t)dt = / f(t)

i) E.(Af) = AEnf) (A\f€L'(R)),
i) En(Emf) = Em(Enf) =Enf (n < m).
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Legyen oy, (7) := a(27"z) (n € Z,z € R). Elészér megmutatjuk, hogy az a,, € L3,
fiiggvényre

(77) gn—l(XIn‘anF) = XIn_1 (TL € Z)

teljesiil. A (7.7) egyenldség mindkét oldala 0 az I,_; intervallumon kiviil. Ha
z € I,,_1, akkor

xr, (z 4+ k2"71) =0, ha k ¢ {0, —sgn(z)},
kovetkezésképpen ebben az esetben a (7.4) feltétel alapjan

En-1(xrlom|*)(2) = [a(27"2)* + |a(27" (2 — sgn(2)2" 1)) |* =
= |a(27"2)|? + |27 "z — sgn(x)27H)|* = 1

Ezzel megmutattuk, hogy (7.7) a mésodik esetben is fenn4ll.
A (7.7) alapjan felhaszndlva a (7.6) ii),iil) egyenléségeket

n—1 n—1
E0(|4nf*) = Eo(En1(] ] lawl*xr,lanl?) = Eo(] T law*En-1(xz,lanl?) =
k=1 k=1

n—1
= &[T lwlPxr,-.) = Eo(|An-1])
k=1

Ezt egymds utdn alkalmazva (7.7) alapjan
(7.8) Eo([Anl?) = Eo(|A1]?) = x1,

kovetkezik. Innen (7.6) i) figyelembevételével

/R A () dt = / Eo(|An?)(t) dt = / o)t =1 (neN)

addédik. Minthogy lim,, . |A,|? = |A|?, azért a Fatou-lemma alapjan

[1awpa <,
R

s igy valéban A € X.

iii) Ha létezik olyan F € X fiiggvény, amelyre |A,| < F (n € N), akkor
a beveztében részben emlitett, Ep-re vonatkozé Lebesgue-tétel, valamint (7.8)
alapjan
E0(1A1) = tim Eo(|A.P) = xr,
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kovetkezik. Minthogy az Ej(|A|?) fiiggvény 1 szerint periodikus, azért innen a
Ei(JAP) =1
bizonyitandé allitast kapjuk. O

A most igazolt tétel egyszerii kovetkezménye az alabbi allitas.

1.Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a folytonosan differencidlhaté oo €
L? fiiggvény eleget tesz a (7.4) feltételnek, tovabb4

1
(7.9) |a(x)] >0, ha |z]= 1

Ekkor a (7.5) alatt értelmezett A € X fiiggvényre
B (JAP) =1,

kovetkezésképpen a o = A alapjdn értelmezett ¢ fiiggvény az X egy
MR-felbontdsat generalja.

B1zoNYITAS. A Kovetkezmény igazoldsdhoz megmutatjuk, hogy 1étezik olyan C' >
0 szam, hogy minden n € N* szamra fennall a

(7.10) [[la272) < ClA@)l, ha |o| <27
j=1

Innen kovetkezik, hogy a 6. Tételben szerepld A,, (n € N) fiiggvényeknek a C'A egy
k6z6s majordnsa, és a széban forgd tétel ii) része alapjdn ez a majorans fiiggvény
X-hez tartozik. Végil a 6.Tétel iii) alapjan adédik az allités.

A (7.10) igazoldsdhoz el8szor megmutatjuk, hogy az |A| fiiggvény a [—1/2,1/2]
intervallumban egy pozitiv korlat f6l6tt marad, azaz latezik olyan p > 0 szdm, hogy

(7.11) A@)] > p ha |a] < 5.

Valéban az A folytonossdgdbdl és az A(0) = 1 feltételbdl kovetkezik, hogy létezik
olyan N € N, hogy |A(z)| > 1/2, ha |z| £ 27N, A (7.9) feltétel alapjan létezik
olyan a > 0 szdm, |a(x)| > a, ha |z| < 272. Ezt felhaszndlva |z| < 1/2 esetén a
kovetkez6 alsé becslast kapjuk:

N

5
Ezzel megmutattuk, hogy (7.11) a p = a” /2 4llandéval valéban fenndll. Ezt fel-
haszndlva kapjuk, hogy minden n € N* és |z| < 2"~ esetén

[A()] = a(272) - (27 V) A2V a)| >

A@)] = 14@ )| [ a2 7o) = p [] la(27a)],
j=1 j=1
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s ezzel a (7.10) egyenlStlenséget a C' = 1/p dllandéval igazoltuk.
Onmagédban a (7.4) feltétel nem garantalja, hogy a (7.5) alatt értelmezett A
fiiggvényre E;(|A|?) = 1 teljesiiljon. Ezt a kovetkezd példaval mutatjuk meg.

Legyen
1
o = 5(1 + 673).

Ekkor a(0) =1 és
1
la(z)|* = 5(1 +cosbrz), |a(z)*+|a(z+1/2)> =1 (z € R),

vagyis az « fliggvény kielégiti (7.4) feltételt. A (4.8) azonossig alapjan

A(x) == H a(27x) = H e 32T cog(3n2 ") = e 5T
n=1

n=1

sin 3rx (z €R),

3rx

Kénnyen ellendrizhetd, hogy A a ¢ := x[o,3/3 fliggvény Fourier-transzformaéltja.
Minthogy (3, ¢9) # 0, azért a (¢, k € Z) rendszer nem ortogondlis.

8. Kompakt tartéju waveletek

Ebben a pontban olyan MR-felbontdsokkal foglalkozunk, amelyek generator
fiiggvényei kompakt tartéjuak. Az 5.pontban megmutattuk, hogy ezek sziirgje
trigonometrikus polinom. Ezen tiilmenden arra is toreksziink, hogy a generator
fiiggvény minél simdbb legyen. Minthogy a skélazasi egyenlet megolddsa soran
a generator fliggvény Fourier-transzformaltjat allitjuk eld, sziikségiink lesz olyan
eredményekre, amelyek alapjin a Fourier-transzformalt tulajdonsdgaibdl az ere-
deti fliggvény simasiagara tudunk kovetkeztetni. Ezzel a kapcsolatos a kovetkezd
allitas. Tegyiik fel, hogy a ¢ € L1(R) és a t"¢(t) (t € R) fiiggvény integralhato.
Ekkor a ¢ fliggvény r-szer differencidlhaté és

oM (z) = (2mi)" / t"o(t)e (t)dt  (z € R,r € N).
R

Specidlisan, ha van olyan C' > 0,y > 0, hogy

C
[ENTE=E=]

[IA

(8.1) 2(t)] (t e R),

akkor a ¢ fliggvény r-szer folytonosan differencialhatd.
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A tovabbiakban az a szlirét

(8.2) a= <1 +2€‘1)N T

alakban vessziik fel, ahol T' trigonometrikus polinom. Ekkor az a maga is trigono-
metrikus polinom és a (7.5) sorozat mindeniitt konvergens, ha teljesiil az a(0) =1
feltétel.

Az

(8.3) A(z) = [[e(2"2) (z€eR)

végtelen szorzat abszolut értéke a

sinmx

oo
= |cos x|, H cos 2™ "mx

n=1

(x e R)

2

‘1+6_1($)
™

azonossagok figyelembevételével az

4@ £ 1575 |NH|T 27"2)| (z € R),

becslést kapjuk, ahol C' dllandé. Innen lathatd, hogy a ¢ = A alapjan értelmezett
o fiiggvény simasdga az N paraméter alkalmas megvalasztasaval elérhetd. Ez in-
dokolja az « trigonometrikus polinom (8.2) alakban valé felvételét.

A tovdbbiakban olyan (8.2) alaki trigonometrikus polinomokat keresiink, ame-
lyek eleget tesznek az

(8.4) a(0) =1, |a(@)]?+|a(z+1/2)? =1 (z€R)
feltételeknek. Az |af? fiiggvény felirhaté
|a(x)|* = cos® (mz) [T(x)[* (x € R)

alakban. A

n
= E QK€L

k=—n

trigonometrikus polinom négyzetére

k=—n k=—n k=—2n
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adédik, ahol by = > ., a.a_s. Kovetkezésképpen |T|* maga is egy trigono-
metrikus polinom. Az aldbbiakban a (8.4)-nek csak azokat a megolddsait
hatdrozzuk meg, amelyekre |T|* pdros trigonometrikus polinom. Ismere-
tes, hogy ezek a trigonometrikus polinomok el6allithatok

|T(z)|* = P(cos2mx) (z € R)

alakban, ahol P egy algebrai polinom. Felhasznélva a

cos2mr = 1 — 2sin’ iz (z € R)
azonossagot |T'|? felirhat6

IT(2)]? = Q(sin? 7z) (z € R) alakban, ahol Q(z):= P(1 —2x) (z € R).
Ezzel 6sszhangban a (8.4)

(8.5) la(z))? = cos®™ (r2)Q(sin? mz) (x € R)
alaki megoldésait keressiik. Bevezetve az y = sin® 7z jelolést (8.4) ekvivalens az
(8.6) 1-9"Qy) +y"Ql-y) =1 (0=5y=1)
egyenlettel, ahol @ algebrai polinom. Minthogy a p(y) := (1—y)™,q(y) ==y~ (y €
R) egyiitthatdk relativ primek, azért a pQ1 + ¢Q2 = 1 polinomokra vonatkozé dio-
fantikus egyenletnek pontosan egy @1, Q2 megoldésa létezik a legfeljebb (N — 1)-
edfokt polinomok korében. Ismeretes tovabbd, hogy a @1, Q2 megoldasok euk-

lideszi algoritmussal hatdrozhaték meg. Felirva az egyenletet az y majd az 1 — y
helyen azt kapjuk, hogy

I-VQi () +y"Qa2(y) =1, 1-y»"VQ2(1—-y)+y " Qi(1-y)=1 (0Sy=1).

A széban forgd egyenlet megoldhatésdganak unicitdsabol kovetkezik, hogy

Q1(y) = Q2(1 —y).

Ezt figyelembe véve azt kapjuk, hogy a @ = @1 polinom kielégiti a (8.6) egyenletet.
Kiindulva a (8.6) egyenletbdl @ polinom explicit alakban is megadhatd. A (8.6)-
bol
Q) =1-y» N1-y"Q(1-y) (y#1)
kovetkezik. Az elsé tényezd binomidlis sorfejtését felirva azt kapjuk, hogy az |y| < 1
intervallumban fennall a

Qy) = (Z (N e 1)y) (1-5¥Q(1 - y))
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egyenléség. A jobb oldalon elvégezve a végtelen sorok szorzdsit Q(y) felirhaté a
(—1,1) intervallumban konvergens hatvinysor Gsszegeként:

Qy) = Z_: (N +:_ 1>yk + ) et® (Il <1).
k=N

k=0

Minthogy @ egy (/N —1)-edfoku polinom, azért a hatvanysorok unicitdséra vonat-
kozé tétel alapjan a (8.6) egyenlet @y := () megoldasara

N-1

(8.7) Qn(y) == (N +: N 1)1/'“ (yeR)

k=0

adodik. Ennek segitségével végtelen sok megoldas frhaté fel. Legyen R olyan
polinom, amelyre
Ry) +R(1-y)=0 (y€R)

teljestiil. Ekkor — amint arrél kozvetleniil meggy6z6dhetiink — a

Qy) =Qn(y) +y"R(y) (y€R)

polinom is megoldédsa (8.6)-nak. Megforditva konnyen igazolhatd, hogy a (8.6)
minden megolddsa ilyen alaki (14sd az x Feledatot). Az eredeti (8.4) egyenlet (8.5)
alakld megoldasaiban csak a nem-negativ @) fiiggvények johetnek széba.

A ¢ felfrdsahoz most mér a |T'(x)|? = P(cos2nx) ismeretében a T trigonomet-
rikus polinomot kell rekonstrudlni. Ennek a feladatnak a megoldhatésiga Riesz
Frigyes alabbi tételébol kovetkezik.

Riesz-lemma. Tegyiik fel, hogy az S valds egyiitthatds, paros trigo-
nometrikus polinom nem-negativ. Ekkor van olyan T trigonometrikus
polinom, amelyre

S(z) = T(@)] (z€R).

B1zoNYITAS. Az S péros trigonometrikus polinom alkalmasan vélasztott, valds
egylitthatdés P algebrai polinommal felirhat6é S(x) = P(cos2rz) (x € R) alakban.
Legyen

S

P(z) =c [[(e —2)™ [[(z = 20)™ (2 = 2™ =
k=1 =1

=c H(z — ;)™ H(22 +pez+q)™ (2€C)
k=1 =1

a P gyoktényezds felbontdsa, ahol az x; szdmok a paronként kiilonbozd valés gyo-
koket,a z;,z; szdmok a komplex gyokpdrokat, m; a x;, n; a z; multiplicitdsat



38 8. Kompakt tartdji waveletek

jeloli, tovdbbd m := mq + -+ -m, + 2(ny + - - - + ns) a P fokszdma. A mésodfokd
gyOktényezok az R halmazon dllandé eldjeltek. A z—x; gyoktényezo szintén allando
elgjelli a {z = cos2mz : x € R} = [—1,1] halmazon, ha |z;|gel. Végil z — z;
elséfoki gyoktényezd biztosan elbjelet vélt, ha |x;| < 1. Ilyenkor a cos2nt; = x;
alapjan értelmezett ¢; pontnak van olyan kornyezete, amelben a cos 2rx—x; el6jelet
vélt, de a tobbi tényez6 dllandé elbjelti. Minthogy P(cos27mz) > 0 (x € R), azért
az |xj| < 1 esetben az x; gy6k m,; multiplicitdsa sziikségképpen péros: m; = 2v;.
Vezessiik be a
2+ 271

) (z€C)

2m~edfoku polinomot. Az F' polinom a P gyoktényezos felbontasat felhasznélva a
z € C helyen felirhaté

F(z) = 2mP (

S

F(z)=c2™™ H (22 —2zz + 1)mj H ((z2 — 222+ 1)(2% — 222 + 1))ne
k=1 =1

alakban. Masrészt az F értelmezése és az S > 0 feltétel alapjan
|F(e(x))| = |P(cos 2mz)| = P(cos2mx) (z € R).

Ebbél kiindulva megmutatjuk, hogy a gyoktényezdk megfeleld csoportositasaval
P a kivant alakban irhato fel.

Ha |z;| > 1, akkor a a;(z) := 2% — 22;2 + 1 (2 € C) mésodfokd polinom gyokei
valdsak és szorzatuk 1. Az egyik gyokot vj-vel jelolve a; felirhaté a

a;(z) = (2 =7;)(z = 1/v;) (2€C)

alakban.
A ~
be(2) := 22 — 2202+ 1, by(2) := 2> = 2Z2+1 (x € C)

polinomok gyokei szoros kapcsolatban vannak egymadssal. Nevezetesen, ha wy jeloli
az by egyik gyokét, akkor a méasik gyoke 1/wy, a by gyokei pedig w, és 1/w,. Ennek
alapjan a két fliggvény szorzata felirhato

be(2)be(2) = (z — W) (2 — L/we) (2 — we)(z — 1/w,) (2 € C)

alakban.
Mindkét esetben y(z) := (2 —v)(z — 1/v) alakid mésodfoki polinomok fordulnak
el6. A ¢ polinom a komplex egységkoron felirhato

()] = [(e(z) = D)1 — &) /v)] = —|(e(x) — B)(v — €(@))] = = |e(x) — B2

el il
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alakban. Ezt és a
Jl :{JO§]§T7|$]|<1}, J2 :{]0§j§r,‘$3| 21}
jeloléseket felhaszndlva az S trigonometrikus polinom

S(x) = P(cos2mz) = |F(e(x))| =
=[el27" TT laj(eCe)® T las(e@)™ TT [be(e(a)™ =

j€L j€JT2 1<0<r
=c1 [] las (@) ] le(z) = o™ ] I(e(x) = we)(e(w) —we) ™,
JET JEJT2 1<e<r

eloallitasat kapjuk, ahol

R
ClZC2 H m

JEJ2

1
Il e

1S¢<s

Innen nyilvanvald, hogy a

T(x) = Ve [T ajle(@) [ (e(@) =)™ ] ((e(@) = we)(e(w) —we))™

Jj€ JE€J2 1<¢<r

trigonometrikus polinomra valéban |T'(z)|? = S(z) (z € R) teljesiil. O
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2. Periodikus waveletek

1. Bevezetés

Ebben a fejezetben 1-szerint periodikus fiiggvények sorfejtésével foglal-
kozunk. Ezek a fiiggvények kolcsonosen egyértelmiien megfeleltethetok az 1 :=
[0,1) intervallumon értelmezett fliggvényeknek, véve a periodikus fiiggvények I-re
vonatkozo lesziikitéseit. Megforditva, minden I intervallumon értelmezett fliggvény
egyértelmiien terjeszthet6 ki a szdmegyenesre 1-szerint periodikus fiiggvénnyé. Az
I intervallum a + szimbdlummal jelolt mod 1 dssszeaddsra nézve csoportot
alkot.

Az 1-szerint periodikus, folytonos fliggvények halmazat a Cy, az f € Cy fliggvény
maximum norméjat az || f|| szimbélummal fogjuk jellni. Az 1-szerint periodikus,
mérhetd és lokalisan LP-beli fiiggvények halmazdt L]-vel fogjuk jeldlni, ahol 1 <
p < oco. Az L?(R) Hilbert-térben bevezetett skaldris szorzat mellett hasznalni
fogjuk az L? térben szokdsos

(11) fali= [rana (f.geLd)

skalaris szorzatot. Az 1 szerint periodikus

(1.2) en(x) == 2™ (z € R,n € 7)

komplex trigonometrikus rendszer ortonormalt erre a skalaris szorzatra nézve:
(1.3) [€n, €m] = Omn (Mm,n € Z).

Az f € Li vagy f € L'(1) fiiggvény trigonometrikus Fourier-egyiitthatdit,
ill. a g € L*(R) Fourier-transzformaltjit az

(1.4) (F2f)n) :

fe(n) = /H f@)E(t)dt (neZ)
(Ff)(s):

f(s) == / f(OE(t)dt (s € R)
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szimbdélumokkal jeloljiik. Az F°© és az F operatorok szoros kapcsolatban allnak
egymaéssal. Nevezetesen

(1.5) (FPEf)(n) = (Ff)(n) (n€Z,feL'(R),

ahol E := E; az l-szerinti periodizdlds operdtora. Az Li-beli fiiggvények korében
szokdsos konvolucidra az

(1.6) (f *9)(x) = / f(hg@—t)dt (z€R, f.geLb)

jelolést hasznéljuk. Ismeretes, hogy f € LY, g € Lf/ (1< p,p Soo, 1/p+1/p =1)
esetén fx g € C7 tovabba

(L.7) Fo(fxg)=FfFg (f.g€Li).

A most bevezetett két Fourier-transzformalt mellett hasznalni fogjuk a diszkrét
Fourier-transzformaciot is. Ennek értelmezéséhez vezessiikk be az

(1.8) N, :={0,1,---,n—1}, I,:= {k:keNn} (n=2,3,--+)
n

halmazokat. Nyilvanvald, hogy I,, az I-nek egy, a + miiveletre nézve n-edrendi
részcsoportja. Az I, halmazon értelmezett fiiggvények korében vezessiik be az

(1.9) [, 9ln = % > Fg)
tel,

skaldris szorzatot. Ismeretes, hogy az ¢ (k € N,,) trigonometrikus rendszer I,,-re
vett lesziikitése, az un. diszkrét trigonometrikus rendszer ortonormalt erre
a skalaris szorzatra nézve:

(1.10) [ek, €g]n =0pe (k,LEN,).
Az
(1.11) (Faf)(k) == fo(k) == [f,exl, (K€L, feCh)

szamokat az f fliggvény diszkrét Fourier-egyiitthatoinak nevezziik. Nyilvéan-
vald, hogy az f; : Z — C diszkrét Fourier-egyiitthaté n-szerint periodikus:

falk+n) = fr(k) (k€Z).

Az eddig értelmezett két konvolicié mellett haszndlni fogjuk az aldabbi diszkrét
konvoluciét:

(112) (F8)(s) = 3 ft)gls 1) (f.g € Crs € ).

tel,
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Konnyen igazolhatd, hogy

(1.13) (f S 9)°(k) = fr(k) gu(k) (k € Z).

Felhasznalva az i (s—t) = €x(s)ex(t) fliggvényegyenletet, valamint a most bevezetet
konvoltciét azt kapjuk, hogy

(1.14) foen=f(k)er (keN,).
Ez egyenl6ség ugy interpretalhatd, hogy az
(1.15) Ap=fBg (geCy)

konvoldcids operatornak az ¢, (k € N,,) fliggvények a sajat fliggvényei és f2(k) a
hozzajuk tartozo sajat értékek.

Ismeretes, hogy barmely f : I, — C fliggvény diszkrét Fourier-egyiitthat6ibol
rekonstrualhaté. Nevezetesen fenndll az

(1.16) F) =Y fak)en(t) (t€Ly).

keN,

Az els fejezetben az L?(R) tér egész transzlaciéval szemben invaridns altereit
vizsgaltuk. Ebben a fejezetben a C; térnek azokat az altereit vizsgaljuk, amelyek
a7 (t € I,,) transzlaciéval szemben invaridnsak.

Kiindulva a ¢ € C; fiiggvénybol képezziik a Cy térnek a ¢ := 1 (t € 1)
fliggvények altal generalt alterét, azaz legyen

(1.17) X, := X? :=Span{np:t € 1,}.

Nyilvanvald, hogy X, invaridns altér az I,,-beli transzlaciékra nézve.

A 2. pontban azt vizsgdljuk, hogy milyen feltétel mellett lesz a ¢; (t € L)
rendszer az X, tér bazisa. Ez azzal ekvivalens, hogy a széban forgé rendszer
linearisan fiiggetlen. A ¢ autokorrelaciés fiiggvényét és annak diszkrét Fourier-
transzformaltjat felhaszndlva a linearis fiiggetlenségre sziikséges és elégséges felté-
telt adunk. Emellett olyan ¢ € X¢ fiiggvényt szerkesztiink, emely ¢, (t € I,,)
eltdltjai biortogondlisak a teret kifeszits rendszerre a [-, -] skaldris szorzatra
nézve, azaz

(118) [sta ¢t] = 6st (S,t S Hn)

Ezen tilmenden megadjuk az X¥ tér egy L,-beli transzlacidkkal szemben invaridns
ortonormaélt bazisat.

A 3.pontban az emlitett biortogondlis rendszer segitségevel eldéllitjuk a X,
térre val6 projekcids operatorokat és megvizsgaljuk ezek normait kiilonb6z6 terek
esetében.
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2. Periodikus ortogonalis és biortogonalis rendszerek

Az (1.17) alatt bevezetett X¢ tér vizsgdlatdban fontos szerepet jatszik a ¢ € L?
fliggvény

(2.1) D(t) := [pr, ] = /Hw(s +1)p(s)ds = (pxp-)(t) (t€R)
autckorreldciés fiiggvénye, ahol ¢_(t) := p(—t) (¢t € R). Nyilvdnvalé, hogy
O € (4, tovdbba ¢° (k) = ¢°(k) (k € Z) alapjan
(2.2) (k) = ¢°(K)* (k € 2).

A o, (t €1,,) rendszer lineéris fliggetlemsége kapcsolatba hozhaté a ¢ fiiggvény

diszkrét Fourier-egyiitthatdival, nevezetesen érvényes a kovetkezd allitas:

1.Tétel. A ¢ € C; fiiggvény altal generdlt p; = 70 (t € I,)
rendszer akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha a ¢ fiiggvény ®
autokorrelacios fiiggvényének diszkrét Fourier-egyiitthatoira

(2.3) (k) #£0 (keN,)
teljestil.

Bizonyitds. Ismeretes (ldsd pl. [..]), hogy a ¢; (¢t € L) rendszer akkor és csak
akkor linearisan fiiggetlen, ha ennek

G = |[rs 0] (r.s)eN2

Gramm-ma&trixa nem szinguldris. A skaldris szorzat transzlacié invariancija alap-
jan
(2.4) [©r, ps] = [or—s, 0] = P(r —s) (r,s €ly),

azért a Gramm-métrixa ciklikus, tovdbba a G,,/n dltal 1étesitett linedris leképezés
azonos az ® fliggvény altal generalt konvolicids operatorral:

(2.5) %(an)s = (® og)(s/n), " :=(9(0/n),g(1/n),--- ,g((n —1)/n)) € C",

ahol = a g értékeibdl alkotott n-dimenziés oszlopvektort, 7 pedig ennek transz-
ponaltjat jeloli.

Az €l6z8 pont végén tett megjegyzés alapjan (1dsd (1.13) és (1.14)) a G,/n
sajétértékei a @ (k) (k € N,,) szdmok. Innen

n—1

det (iG”) - ;Eo ° (k).
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alapjén nyilvanval6, hogy G, pontosan akkor regurdlis, ha fenndll (2.3). O

A tételben szerepld diszkrét Fourier-egyiitthatok kifejezeheték a ¢ € C fiigg-
vény Fourier-egyiitthatéival. A ¢ € C feltételbdl (2.2) és a Parseval-formula
alapjan kovetkezik, hogy a ® Fourier-sora abszolut konvergens és

o0

(2.4) o(t)= Y |e°(k)felt) (t€R).

k=—00
Az ¢, fiiggvényekre az I,, halmaz pontjaiban
€x(t) = eppn(t) (el keZ)
teljestl. Ezt felhasznélva a ® fliggvény az I[,, pontjaiban felirhaté
n—1
(2.5) o(t) = S ) et + )P (€ T,)
k=0 ez

alakban. Innen a @ fiiggvény k-adik diszkrét Fourier-egyiitthatdira

(2.6) O (k) =) le°(Un+k)* (keN,)

LEZ

adodik.

Ezek utan az X altérre valé ortogonalis projekcidkat vizsgaljuk kiindulva
a tér egy mo(t € I,) alaki bdzisabdl. A Fourier analizis eszkozeit haszndlva
eléallitunk egy X#-beli elemekbdl all6 v, (¢ € I,,) rendszert, amelyre

(2.7) (pr,hs) = 6rs (1,8 €1)

teljesiil. Megmutatjuk, hogy a ¢; (¢ € I,,) rendszer alkalmasan védlasztott ¢ € X,
fliggvénybdl transzldcidval szarmaztathatd, azaz

(2.8) Ye=m1p (t€ln).

A ¢ fiiggvény explicit alakban &llithaté eld a ¢; (t € I,,) bazisban, nevezetesen

1
(2.9) i DIRIGI
tel,

ahol a linedris kombinacié egyiitthatéit leir6 « : I,, — C fliggvény diszkrét Fourier-
transzforméltja egyszeriien adhaté meg:

(2.10) N —
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Ezzel 6sszefiiggésben bebizonyitjuk a kovetkezd allitast.

2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a ® autokorreldciés fiiggvény diszkrét Fou-
rier-transzformaltjara fenndll az (2.3) feltétel. Ekkor a (2.10) alapjdn
értelmezett v(t) (¢t € 1,,) egyiitthatokkal (2.9) szerint képzett ) €
X fiiggvény ¢y = 1y (t € I,)eltéltjai és a ¢; (t € I,,) rendszer
biortogonalisak.

B1zONYITAS. A skaldris szorzat transzlacié invariancidja és a ® definiciéja alapjin

[Vr, 5] = % Z V() [Ptars ps] = % Z )Pt + 1 — 8).

tel, tel,
Minthogy ®(—t) = ®(t), azért a széban forgé skaldris szorzat kifejezhetd v és ®
fliggvények diszkrét konvolicidjaként:

1

[Vr, @s] = E(’Y o 6)(3 —7) (r,s €ly).

Egyszerfien belathaté (lasd pl. a (2.5) és (2.6) Osszefiiggéseket), hogy a ® fiiggvény
k-adik diszkrét Fourier-egyiitthatojara

(Fr®)(k) = (FR@)(=k) (k €Z)
teljesiil. Ezt, az (1.16) inverzids formuldt és (2.10)-et felhasznédlva azt kapjuk, hogy
(Vo R)() = Y V() B5(—k)en(t) = D ex(t)
keN, kEN,

adodik. Minthogy

0, ha t#0,
2 Ek(t){ ha ¢ =0
keN,, n, ha =1,

azért a
[¢ra 903] = Ops (T7 ERS Hn)

bizontitando allitas valéban fennall . (O

3. Projekcids operdtorok

Az X, altér ¢, (t € I,,) bézisdra biortogonélis 1 (¢t € I,,) rendszer segitségével
az X, altérre vett P, = P ortogonailis projekcio az alabbi explicit alakban
adhaté meg:

(3.1) Pefi=Y [f:dler (f€Li)

tel,
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Egyszertien ellenorizhet6, hogy
32  Puf=f (feXa), (lg—Pug.hl=0 (g9€Li,heXy),

s ez azt jelenti, hogy a P, : L1 — X, operator valéban projekcié. Mivel lindriasan
fiiggetlen ¢, (¢t € 1) rendszer esetén az erre biortogonalis v, (¢ € I,,) rendszer
is linedrisan fiiggetlen, azért a széban forgd rendszerek az X, tér egy-egy bézisat
alkotjdk. Elegend6 tehdt a (3.2) elsd azonossdgét az f = ps € X, (s € 1,), a
mésodikat pedig a h = ¢s € X,, (s € I,) fliggvényekre verifikdlni. A biortogo-
nalitdst figyelembe véve adédik (3.2):

Pops = Y lpsstilor = s,

tel,

[Png - 971/}5] = Z[Qﬂﬁt“iﬁt,ws} - [gaws] = [97%] - [ga'(/Js] =0.

tel,

A P, projekcids operator (2.9) felhasznéldsdval felirhaté olyan alakban, amelyben
csak o, rendszer szerepel:

Pt = Y Uwdes = 5 30 SO sles =
s€ly, sel, tel,
= % Z Z [W(t)T—tfa 903]905 = % Z |: Z ﬁ(t)T—tfv 905:| Ps-
s€l, tel, sel, tel,

Vezessiik be az
(33)  (Laf)@) = (N = 5 S 70— (feLlreR)

n-edrendii differencia-operatort. Ezzel a P, operatort felirhatjuk

(3.4) Pof =Y [Luf,pdes (f €LY)

sel,

alakban. Fontosak és jol kezelhet6k azok az X? alterek, amelyek a ¢ generatora
az N, B-spline fiiggvényekbdl dilataciéval és periodizalassal szarmaztathaté:

(3.7 p:=¢@" = FE@0,N,) (n,veN).

Ekkor az 1-szerint periodikus ¢ fliggvény trigonometrikus Fourier-egyiitthatéi a
2. fejezet (1.5), valamint az 1. fejezet (7) Osszefiiggése alapjan kifejezheté az N,
Fourier-transzformaltjaval:

(Foe™")(k) = F(E(6nN,) (k) = F(0uN,) (k) = %ﬁy (i) (k € Z,n € N¥).
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Ebben az esetben a ™" figgvény ®™" autokorrelacids fliggvényének diszkrét
Fourier-egyiitthat6i (2.6) alapjan kifejezheték az N, Fourier-transzformaltjaval:

(Fo®@™") (k) =Y [(Foe™)(tn+ k)|” = %Z ’ﬁ" (E * %) ‘2'
L€ tez

Felhaszndlva az E periodizalé operatort a ® diszkrét Fourier-egyiitthatdira

1 o~ k
O F 1,V _ - 2\ (X
(3.8) (Frem)(k) = —(BIN1?) (%) (kez)
adédik. Az 1.fejezet (5.17) alapjan létezik olyan, csak v-t8l foggd A, konstans,

hogy

A, 1
(3.9) — S (Fe™)(k) £ = (n,v e N¥).
n n
Az 1.Tétel alapjdn adddik, hogy a ¢ := 750™" (s € I,,) rendszerek linedrisan
fiiggetlenek és az altaluk kifeszitett X, := X¢"" altérre valé projekei6 operatora
a (3.3) alatt értelmezett L, operdtorral el6éllithaté (3.4) alakban. A (3.3)-ban

elofordulé v fliggvény a diszkrét inverzids formula alpjan el6allithatd

10 = Y 50l = 3 Frgroge) (<)

keEN, keN,,

alakban. Innen (3.9) figyelembevételével a

n
hOI < 5 (el
becslés adodik. Ennek alapjin az LY := Lﬁ"'" differencia operator norméjara
fennéll az
3.10 LY fl| < 1A <
(3.10) 12571 < 5 S ol € I
tel, v
becslés.
A
(3.11) Pyfi= [Lifior™lel” (f € L)
tel,

projekcids operdtorok szémos térben (n-re vonatkozdan) egyenletesen korldtosak.
A P operétor L2 norméajara P, f és f — P, f ortogonalitdsa alapjan

1Py fUZ < P FIE + N = PrAIE = IF113, azaz [P fll2 < |Ifll2 (f € L3).
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A P! f maximum norméjéra vonatkozik t a kovetkez6 allitds.
3.Tétel. A (3.7) alatt értelmezett B-spline fiiggvényekbdl kiindulva

képezziik az X,, := X;f”’u alterket és jelélje P} : Ci — X, az orto-
gondlis projekcidt a [-, -] skaldris szorzatot véve alapul. Ekkor

(312 IPEAIS 7 (€ Crne N,

ahol A, egy csak v-tél fiige6 konstans.

BI1zoNYITAs. A (3.11) definicié alapjan

n,v

(313)  [|Pnfll = max|[Lnf,

S [ Lnflllle™ My

> el
sel,

Minthogy (lasd ...)

t) >0, /Nl,(t)dtzl, Y N(t+k)=1 (s€R),
R

kEZ

azért a ™" = E(6,N,) figgvényre

» 1
nwwm=/wN /N L
n

Dl I—ZZN (t+s+k)= ZZNV(“f+f+kn)=

s€ly s€l, keZ LeEN, keZ
=> Ny(nt+j)=1
JEZ

Ennek alapjan (3.13)-bdl (3.10) figyelembevételével a

) 1
127 = 2z 171l

bizonyitandé allitast kapjuk. [
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3. Gabor waveletek

1. Bevezetés

Az 1.fejezetben olyan ortonormélt rendszerekkel foglalkoztunk, amelyek vala-
mely fiiggvényvbdl kiindulva transzlacioval és dilatacioval szarmaztathatok. Mivel
ezekben a konstrukciékba az argumentum affin transzformaciéit hasznaljuk, szokés
a széban forgé ortonormélt rendszereket affin waveleteknek nevezni. Ebben
a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy valamely fiiggvénybédl transzlacioval és mo-
dulacioval képzett rendszer mikor lesz ortonormalt, ill. mikor 1étezik egy erre
biortogonalis rendszer. Az ¢ € X := L*(R), [|¢|l2 = 1 fiiggvénybél kiindulva
képezziik a

(1.1) dp(x) == d(xr — k)en(z) (x €Rk,n € Z)

fliggvényeket. Az ilyen alakd ortonormalt rendszereket Gabor-waveleteknek
szokds nevezni.

Az elnevezés Gdbor Dénes || munkéjdval van kapcsolatban, ahol bevezette az
tin. ablakos Fourier-transzformaciét. Nevezetesen az f € L'(R) fiiggvény
helyett a ¢ eltéltjaival silyozott f fliggvény Fourier-transzforméltjat vizsgdlta. Az
igy értelmezett

(1.2) (Gof)(s,t) = /]Rf(x)a(fl7 —s)a(z)de  ((s,t) e R xR)

leképezést, amely az egyvéltozds f fiiggvényhez a kétvaltozds Ggf fliggvént ren-
deli Gabor-transzformacionak neveziikk. Kompakt tartéju vagy a végtelenben
gyorsan nulldhoz tarté ¢ fliggvény (mds széval ablak) alkalmazdsdval az integral
numerikusan jobban kezelhetové valik, mint a Fourier-transzformécié esetében.
Géabor Dénes az [ dolgozatban a ¢(z) := exp(—2?) (x € R) Gauss-ablakot al-
kalmazta.

Felvetddik a kérdés, hogy az f fiiggvény Géabor-transzformaltjanak a Z x Z
pontrécson felvett értékeibdl rekonstrudlhato-e? Mivel ezek az értékek

(Gof)(k,n) = (f, o%) (k,n€Z)
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alapjén az (1.1) rendszer szerinti Fourier-egytitthatokkal egyenlSk, ezért erre a
kérdésre a vélasz jol ismert, ha pl. az (1.1) alatt bevezetett rendszer ortonormalt.
Ez a hattere annak, hogy az (1.1) alaki ortonormalt rendszereket Gébor-wavele-
teknek nevezik.

Az (1.2) transzformdcié szoros kapcsolatban &ll a kvantumfizikdban alapveté
szerepet jatszé Heisenberg-féle csoporttal. Erre a kapcsolatra utalva szoktdk a
szoban forg rendszereket Heisenberg-féle waveleteknek is nevezni.

Az affin waveletek konstrukciéjaban alapvetd szerepet jatszott a Fourier-transz-
formacié. A Gébor-waveletek konstrukcidjanak egyik alapvet6 eszkoze az in. Zak-
transzformadcid, amelyet a masodik pontban vezetiink be. Ugyanebben a pont-
ban leirjuk a Zak-transzformécié tulajdonsigait, foglalkozunk az unicitis és az
invertalas kérdésével, valamint a transzformécié unitér kiterjesztésével.

A 3.pontban bevezetiink egy konvolicidt, amely hasonlé kapcsolatban all a Zak-
transzformélttal, mint az el6z6 fejezetben hasznalt konvolicidk a megfelel$ Fourier-
transzformalttal.

A 4. pontban a Zak-transzformécié segitségével Gabor-waveleteket és Gabor-
frameket konstrualunk.

2. A Zak-transzformacid

Ebben a pontban bevezetjiik a Zak-transzformadciot, amelynek szamos al-
kalmazasa van mind elméleti mind gyakorlati vonatkozasban. A transzformaécio
szisztematikusan el6szor J. Zak alkalmazta szildrdtest-fizikai vizsgalataiban [13].
A széban forgé transzforméciét , amelyet Weil-Brezin-leképezésnek is nevezik,
mar Gauss-nél is el6fordult. Tovabbi részleteket és témakor térténetét illetéen a
[16] dolgozatra utalunk.

Ebben a pontban célszerti az R szamegyenest az I x Z, ill. a Z x I Descartes-
szorzatokkal azonositani, kiindulva a

IxZ5(t,k)—t+keR, illetve ZxI> (kt) > k+teR

kolesonosen egyértelmi leképezésekbdl.

Ezzel a megfeleltetéssel 6sszhangban a g : F — C fliggvény azonosithaté a

(tixg)(®) ((k,t) € Z xT), ill. (mexg)(t) ((t,k) € Ix Z)

fliggvényekkel, ahol x := x1 az I intervallum karakterisztikus fiiggvénye. Ezeket
az azonositdsokat és az LPI(I,Z), LP9(Z,1) kevert norméju tereket felhaszndlva
bevezetjiikk az R-en értelmezett fiiggvények korében az ezeknek megfeleld LP?(R)
és LP9)(R) tereket.
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Példaul p,q € {1,00}, p # ¢ esetben ezzel az eljarassal négy kiilénboz6 normét
definidlhatunk az R-en értelmezett fiiggvények korében:

lgll100 = sup [[x7rgll1, lglloor :== > IxTklloos
keZ P
90l o0y = 11D X7k loos  N9llgoory = ||bup|XTk9| 1,
kez
ahol || - ||, az LP(I) normé&t jeloli.

Koénnyen igazolhatd, hogy

(2.1) 190100 = Nlglliocry = llgllin = llgll = llgll 1oy = llgllocr-

Az itt bevezetett LPI(R) tereket amalgan-, vagy Wiener-tereknek is nevezik,
és gyakran a W (LP, L9) szimbdélummal jelolik. Ezeket a tereket a p = oo, ¢ = 1
specidlis estben Wiener vezette be (ldsd Feichtinger [4]).

Tetsz6leges f € L'(R) fiiggvényre vezessiik be a

(2.2) (Zf)(t,s) == ft+kyu(s)  (t,s€F)
keZ

kétvéltozds fiiggvényt. Mivel minden m € Z esetén
m—+1
S [ It wld =] <
kez”™

azért a (2.2) sor minden s € R és m.m. ¢ € R esetén konvergens. Ezen tulmenden
kénnyen igazolhat6, hogy Z : L'(R) — L'°°(I?) korltos linedris operdtor és

(2.3) 12 fllLroe 2y S IS l2-

A Zf értékeit az [ := I x I négyzeten felvett értékei egyértelmiien meghataroz-
zdk. Val6ban, minthogy ex(s + m) = ex(s), ha s € R és k,m € Z, azért

(ZH)ts+m) = (Zf)(t,s) (s,teR,meZ).

Az els6 valtozét az n € Z szammal eltélva azt kapjuk, hogy

(ZH)(E+mn,5) = flt+n+k)ex(s) =enl(s) D f(t+n+k)enti(s)

kEZL kEZ

8) Y f(t+Oee(s) = euls)(Zf)(t5).

LeFt
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Ezzel megmutattuk, hogy minden ¢,s € R és n,m € Z esetén
24)  (ZNHts+m)=(Z2f),s5), (Zf)(E+n,s) =nl(s)(Z])(E ).
Ennek alapjan a Zf fiiggvényeket az I? intervallumokon vizsgaljuk.

A Z transzformicié természetes médon kiterjesztheté az L'(R) U L%(R) térre.
Valéban minthogy f € L?(R) esetén

Z/ﬂ\f(H B2 dt = |[f]2 < oo,

kEZ
azért

SO+ R < oo

keZ
m.m ¢ € [ pontban. Az (e,,n € Z) rendszer ortonormdlt az L?(I) Hilbert-térben.
Innen kovetkezik, hogy (2.2) sor minden ilyen ¢ € I pont esetén L?(I)-normaban
konvergens. Mivel minden L2-norméban konvergens sorozatnak van egy m.m. kon-
vergens részsorozata, azért a (2.2) sor m.m. konvergincia és a norma konver-
gencia értelmében vett dsszege az f € LY(R) N L%(R) fiiggvények esetén ugyanaz.
Ezzel 6sszhangban a (2.2) sor L?(I)-norméban vett dsszegét is az Z f szimbslummal
jeloltiik. Ezzel a Z f leképezést kiterjesztettiik az L' (F) U L?(F) térre.

A Z transzformdci6 unitér az L?(F) térben. Valéban a Parseval-formula alapjan
IZA)E =D 1f(t+ k)
keZ

m.m. t € I pontban. Kovetkezésképpen minden f € L?(R) fiiggvényre
12 fll2 = [I.f[l2-

A most értelmezet Z leképezést Zak-transzformadcionak nevezziik. Az aldbbi
allitdsban Osszefoglaljuk a Zak-transzformécié legfontosabb tulajdonsagait.

1. Tétel. A Z Zak-transzformacié
i) korldtos, linedris és injektiv leképezés az L*(R) térbél az L**°(1%)
térbe, amelyre

(2.5) 12 Moo < 1 £,
teljestil.
ii) A Z operator egy bijekcié az L*(F) és L?(I?) Hilbert-terek kozott,
tovdbbd
(2.6) (2f.29)=(f.9) (g€ L*(R)),

ahol (2.6) jobb oldaldn &ll6 szinbélum az L*(1?) Hilbert-tér skaldris
szorzatat jeloli.
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BizONYITAS. Az &llités i) részét — az injektivitds kivételével — mdr bebizonyitot-
tuk. Az injektivitds igazoldsahoz tegyiik fel, hogy valamely f € L!(FF) fiiggvényre
Zf =0. Mivel a (2.2) sor m.m. ¢ € I esetén az s viltozéban egyenletesen konver-
gens, tovabbd az (e, k € Z) rendszer ortonormadlt, azért

0=((Z)E,),ux) = f(t+ k)

minden k € Z és m.m. t € I esetén. Kovetkezésképpen f = 0 majdnem mindeniitt
az R-en.

Az allités ii) részének igazoldsdhoz induljunk ki az m.m. ¢t € I pontban fenndll6

/H (Z1)(t)(Zg(t, ) ds = 3 F(t+B)glt + ),

kez
amely az (e, k € Z) ortonormélt tulajdonsdgdbdl kovetkezik. A t valtozd szerint
integralva

1.2 =3 [ e+ Rate+ b i

keZ
a (2.6) bizonyitandé egyenldséget kapjuk.
Most mutassuk meg, hogy Z az L*(R) teret az L*(I*)-térre képezi. Legyen
F € L2(I?) és jelolje I azoknak a t € I pontoknak a halmazat, amelyekre F(t,-) €
L3(I). Az F € L*(I?) feltételbél kovetkezik, hogy a I halmaz mértéke 1. Az F(t,-)

fiiggvény minden t € I esetén eléallithaté az alabbi, L?(I)-normaban konvergens
sor Osszegeként:

P(t,) =Y ck(t)er,

kez
ahol
ck(t) == /HF(t, s)ug(s) ds (keZ).

Ertelmezziik az f R — C fuggvényt a kovetkez6képpen:

fit+k):=c(t) (tel,kel)

és legyen f = 0 kiilonben. A Parseval-formula alapjan

[lr@ras =3 [ire+npa= 3 [laoFa

keZ keZ

:/ﬂﬂmW%ﬁ:Wﬁ<w
IJI
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Ezzel megmutattuk, hogy f € L?(R) és a f értelmezése alapjan

(ZH(t) =) ft+E)e =Y cx(t)ex = F(t,-)

kEZ kEZ

minden ¢ € I pontban, ahol a fenti sor L?(I)-normaban konvergens. Kovetkezés-
képpen Zf = F és ezzel atételt igazoltuk. O

3. Konvolucidé

Ebben a pontban bevezetiink egy konvoliciét, amely hasonlé kapcsolatban &ll a
Zak-transzformalttal mint a szokdsos konvolicié a Fourier-transzformélttal. Tet-
sz6leges f € L' (R) és g € L1 (R) fiiggvényekre vezessiik be az

(fogt+n)=> flt+kgt+n—k  (tclnel)
keFt

Megmutatjuk, hogy az f és g fiiggvényekre tett feltételekbol kovetkezik, hogy a
szoban forgd sor m.m. t € I pontban abszolut konvergens. Valéban, mivel

D / 4R+ n—k)d =33 / O )| (xTu—rg) (1) d

neZ ker neZ ker
= / (Z I(Xka)(t)l) (Z I(xng)(tﬂ) dt.
R \kez €L
Innen a || - [|(100) norma értelmezése alapjan a g € L1 (R) feltételbél kovetkezik,

hogy f ® g € L'(F), tovébbi

If©gll = ||9||<1oo>/R <Z |xmf> = llgllaooy I 11

keZ

Ezzel megmutattuk, hogy g € L{°)(R) esetén az f — f ©® g leképezés olyan
korl4tos linedris operdtor, amely az L'(R) teret az L'(R) térbe képezi. A széban
forgé operator norméja a ||g|(10cy szdmmal becsiilheto.

Hasonl6é meggondoléssal adédik, hogy
(3.1) SN IFt+k)gt+n—k)| < oo
neZ kez

m.m. ¢t € [ pontban. Ezt felhasznalva igazoljuk a szokésos konvolicié és a Fourier-
transzformécié kapcsolatara vonatkozo allitas alabbi analogonjét.
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2. Tétel. Ha f € L'(R) és g € L) (R), akkor f ® g € L'(F) tovabba

(3.2) Z(fog)=2fZ2g.

BizoNyiTAs. Minthogy (1.x) alapjan L1 (F) ¢ L'(F), azért az () Zak-transzfor-
malt 1étezik. Legyen ¢ € I egy olyan pont, amelyben (..) teljesiil és s € T tetsz6leges
pont. Ekkor az Z értelmezése alapjan

(Z(fo9)ts) =D (fOg)(t+n)en(s)

neZ

=D > flt+k)glt+n— k)en(s)
neZ kezZ

=D flt+k)e(s) > glt+n—k)en_k(s)
kezZ nez

= (Z1)(t,5)(Z29)(t; 5).

Ezzel a tételt igazoltuk. [

Kénnyen igazolhat6, hogy a ® konvolicié kommutativ, azaz f € LY(F) és
g € L1°)(F) esetén

fOg=g0 [

A fent emlitett megjegyzés szerint tehat © egy kommutativ bilinedris leképezés
tovédbba minden rogzitett g € L1 (R) esetén az f — g © f leképezés az L' (R)
teret 6nmagaba képez6 korlatos linearis operator.

Ha g fiiggvényrdl az elobbieknél tobbet tesziink fel, nevezetesen ha g € L= (R)
(C L) (R)), akkor az f — g ® f leképezés korlatos az LP(R) téren, amelyre

(3:3) 1f ©gllp = 1 flpllgllcr (1 =p = 00).

Valéban, a konvolicié kommutativitasa és az altalanositott Minkowski egyen-
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16tlenség alapjan

1/p
lgo fll, =1f©gll, = <Z/| > (mg) () (rnr () |7 dt)
nez’l kez

1/p
<> (/H <Z I(Tkg)(t)(Tn—kf)(th) dt)

kER neR
1/p

=y (/(mg)(t)” > |(Tgf)(t)|pdt>

kez \’1 ez

1/p

<) I B)lloo (/Z (e f) ()P dt)

keZ I (e
= ||glloct [ £]lp-

Ezzel a (3.3) egyenlStlenséget igazoltuk.
A 2.Tétel akkor is fenndll, ha f € L?(R) és g € L' (R). Valéba, minthogy
minden g € L (F) fiiggvényre (2.1) alapjan

[129llsc = llglloet,

kovetkezésképpen a

f—=2(fog) and [f—(2f)(Zg)

leképezések L?(R)-bdl L?(R)-be korldtosak.

Ezek az operdtorok (3.2) alapjan ezek az L?(R) térben mindeniitt stirti L (IF) N
L?(F) halmazon megegyeznek, azért az egész L?(R) téren is azonosak, kovetkezés-
képpen (3.3) minden f € L%(R) és g € L (R) esetén fenn4ll.

4. Gabor waveletek konstrukcidja

Az els6 fejezetben az affin waveleteket a Fourier-transzformacié segitségével szer-
kesztettiik. Ebben a ponban a Zak-transzformacio segitségével Gabor-wavele-
teket és Gdbor-frameket konstrudlunk. A Z leképezéssel az L*(R) téren
megfogalmazott feltételeket atirhatjuk L?(I?)-beli feltételekké.

A kovetkezo allitasban megfogalmazott egyenléség képezi az alapjat az emlitett
konstrukcicknak. Ezzel az (1.1) rendszer szerinti Fourier-egyiitthatdk az

(em @ €0)(5,1) = em(s)en(t) ((5,2) € 2, (m,n) € Z2)
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a kétvéltozds trigonometrikus rendszer szerinti Fourier-egyiitthatokba transzfor-
mélhatok.

3. Tétel. Legyen ¢ € L'(R) U L?(R). Ekkor a
Grn (X) = e (2)P(xz — n) (reR,m,neZz)
rendszerre
(4.1) Zhmn = €m R €, Z.
Specidlisan minden m,n € Z és f, ¢ € L*(R) esetén
(fsbmn) = (Z2f2¢,em @ €3)

BizoNYITAS. Minthogy minden n, k € Z indexpérra €, (k) = 1, azért a Z leképezés
értelmezése alapjan minden s,t € I pontban

(Zdmn)(t.8) = > em(t + k)S(t + k — n)ex(s)

keZ
= en(B)en(s) 36t + E — nes_n(s)
keZ
= em(t)en(s) Z e(t + O)ee(s) = em(t)en(s)(Z0)(t, s)
LEL

Ezzel a (4.1) egyenléséget igazoltuk. Mivel a Z operdtor unitér, azért

(42) <fa ¢mn> = <Zf7 Z¢mn> = <Zf?¢7 €m & €n> .

Ezzel a tételt igazoltuk.

Mivel a Z leképezés unitér és bijekt” iv, azért teljes rendszert teljes rend-
szerbe visz at. Ismeretes, hogy az (e,,n € Z) rendszer teljes az L?(I) térben, az
(€m ® €n, (m,n) € Z%) kétvaltozés trigonometrikus rendszer pedig teljes az L2(I2)
térben. Ezeket felhaszndlva szitkséges és elégséges feltételt adhatunk az (1.1) rend-
szer teljességére vonatkozodan.

1.Kovetkezmény. A (¢mn, (m,n) € Z?) rendszer akkor és csak akkor
teljes az L?(R) térben, ha

(4.3) |[Z¢| >0 majdnem mindeniitt az 1? intervallumon.
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B1zoNYITAS. Tegyiik fel elészor, hogy fennall (4.2), és mutassuk meg, hogy a (@mn
((m,n) € Z?) rendszer teljes . Legyen f € L?*(R) olyan fiiggvény, amelynek a
(dmn, (M,n) € Z2%) rendszer szerint vett valamennyi Fourier-egyiitthatéja 0. Ekkor
(4.2) alapjén a ZfZ¢ € L*(I?) fiiggvénynek a kétvaltozés Fourier-egyiitthatéi 0-val
egyenl8k, kovetkezésképpen a rendszer teljessége miatt ZfZ¢ = 0 m.m., ahonnan
(4.3) alapjan adddik, hogy Zf = 0 m.m. Mivel Z unitér bijekcié , azért f = 0
m.m.
Megforditva tegyiik fel, hogy a

H :={(s,t) €| (Z¢)(s,t) = 0}

halmaz mértéke pozitiv. Legyen fo € L*(R) az a fiiggvény, amelynek Zak-transz-
forméltjara
Zfo=Xxn

teljesiil. Ekkor (4.3) alapjdn minden (m,n) € Z? indexparra

<f07¢mn> = <Zf0§¢, €m ® 6n> = <XH§¢7 €m ® 6n> =0,

kovetkezésképpen a széban forgd rendszer nem teljes. [J
Visszatérve a bevezetSben felvetett kérdésre azt vizsgdljuk, hogy milyen ¢ fiigg-
vény esetén lehet a Gabor-transzformalt

(4.4) (Gof)(m,n) = (f,bmn)  ((m,n) € Z°)

diszkrét értékeibdl az f fiigggvényt rekonstrudlni. Ezzel kapcsolatban altalanos
feltételek adhatdk a keret (angolul:frame) fogalmanak felhasznéldsdval. Emlékez-
tetve az ezzel kapcsolatos fogalmakra legyen (X, (-, -) egy Hilbert-tér és f, € X
(n € N) egy megszamlaltaté vektorrendszer. Akkor mondjuk, hogy az (f,, n € N)
rendszer keretet alkot, ha ha léteznek olyan 0 < A < B < oo allanddk, hogy
minden f € X elemre

(45) Alflx £ (S 1 £08) " < Bl

neN

teljestil. A (4.5) feltételben szereplé A szamok fels§ hatdrdt alsé-, a B szamok
als6 hatérat fels§ keret dllanddénak, az (f, f,) (n € N) szdmokat az f vektor
keretegyiitthatdéinak nevezziik. Ismeretes, hogy barmely keret teljes rendszert
alkot, tovabba minden vektor keretegytitthatoibol rekonstrualhaté. Bebizonyithato
(lésd a Fiiggeléket), hogy minden F' = (f,,n € N) kerethez létezik olyan F’ =
(fl,n € N) keret, amellyel barmely f € X vektor el6allithaté az aldbbi, || - || x-
norméaban konvergens végtelen sor Gsszegeként:

(4.6) F=> f fadfn

neN
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Az F’ keretet az F keret inverzének, a (4.6) sort az f vektor (F, F') rendszerek
szerinti keretsorfejtésének nevezziik. (a fogalmakat illetéen ldsd a Fliggeléket.)

A Zak-transzformacio segitségével jellemezhet6k azok az (1.1) alaku rendszerek,
amelyek keretet alkotnak. Ezzel kapcsolatos az aldbbi

4. Tétel. A
o= (emT—n¢; (m7n) € Z2)

rendszer akkor és csak akkor alkot kerete az 0 < A < B < oo keret
allandékkal, ha a ¢ fiiggvény Z-transzformjdara az 1> m.m. pontjaban

(4.7) A<|20| < B
teljestil .

BizoNYIiTAS. Az 4llitds igazolasdhoz felhasznéljuk azt a tényt, hogy a Z : L?(F) —
L?(I%) bijekcié unitér, tovabbd

Z(emT—n®) = €m R €, Z0.

Mivel az (e, ® €n,(m,n) € 7Z) rendszer teljes az L?(I?) térben, azért a keret
értelmezésében szereplé kifejezés felirhato

o [ Fbmn) = Y [ (ZF Zémn) |

(m,n)€Z (m,n)€Z

= Y [(ZfZoence) = 12/Z013

(m,n)€EZ

Innen kovetkezik, hogy a ® rendszer akkor és csak keret az 0 < A < B < oo keret
allandokkal, ha minden f € L?(R) fiiggvényre

(4.8) Allfllz = 12fZ4l2 < Bl fll2

teljestl.

A tétel igazoldsahoz el6szor induljunk ki abbdl, hogy fenndll a (4.7) egyenlétlen-
ség. A (4.7) egyenl6tlenséget | Z f|-fel szorozva és véve az L*(I?)-nornat, a || Zf|2 =
Ilf|l2 egyenléség figyelembe vételével azt kapjuk, hogy

1/2
Al (3 [ omnd [7) T £ Bl

(m,n)€ez

Ezzel megmutattuk, hogy a ® rendszer valéban keret az A és B keretallanddkkal.
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Megforditva tegyiik fel, hogy ® keret, kovetkezésképpen minden f € L?(R)
fiiggvényre fenndll a (4.8) egyenlétlenség. Ertelmezzik az f fliggvény F = Zf
Zak-transzformaltjaval:

F=Zf=:2"X1,0) ® X1,.(5)>

ahol (t,5) € 12 egy rogzitett pont, n € N és I,,(s) a 27" hosszlisdg, s-et tartalmazé
diadikus intervallumot jeloli. Mivel |F|l2 = || f]l2 = 1, (4.8) alapjan azt kapjuk,
hogy minden n € N és (t, s) € 12 esetén fennall az

A% < 22"/ | 26(u,v) |* dudv £ B?
I, (t)x I, (s)
egyenlotlenség. Innen n — oo hatardtmenettel az integrélfiiggvént differencidlha-

tosdgdra vonatkozo tétel alapjdn (4.7) kovetkezik. O

Konnyl megmutatni, hogy ha a ¢ fiiggvény Zak-transzformaltja eleget tesz a
(4.8) feltételnek, akkor van @’ (1.1) alakd rendszer, amely biortogondlis a P-re.
Valéban értelmezziik a ¢’ € L?(R) Zak-transzformaltja segitségével:

1
4.9 Z¢ = =—,
(19) o=
és ezzel vezessiik be a
(4.10) G = €mTnd  ((m,n) € Z?)

rendszert.

Minthogy Z leképezés bijekcié az L?(R) és L?(I?) terek kozdtt, azért a (4.9)
feltétel egyértelmiien meghatarozza az L?(R)-beli ¢’ fiiggvényt. A Z : L?(R) —
L?(I%) leképezés unitér, kovetkezésképpen a 3.Tétel alapjan barmely (mq,nq),
(ma,ng) € Z2 esetén

<¢m1,n1 i ¢;n27n2> = <Z¢m1,n1 i Z¢1n27n2>
= <€n1 ® 6m1Z¢a €my @ €n22¢/>
= <€m1 @ €nyy€my @ €n2> = 5(m1,n1),(m2,n2)
teljesiil. Ez azt jelenti, hogy a ® := (¢!, (m,n) € Z?) és ® rendszerek biorto-
gonalisak.

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd allitast.

5.Tétel. Tegyiik fel, hogy a ® rendszer keretet alkot. Ekkor a (4.9)
és (4.10) alapjan értelmezett ®' rendszer is keretet alkot, amely bior-
togondlis a ®-re. Minden f € L?(R) fiiggvény a

(4'11) f= Z <fa ¢m,n> ¢;n7n

(m,n)€z?

biortogonalis sorfejtés segitségével rekonstrualhaté az f keret-egyiitt-
hatéibol.
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Megmutathatd, hogy a (4.7) feltétlnek eleget tevd ¢ fliggvénybdl szarmaztatott @
rendszer egzakt keret., amelynek a ¢’ rendszer az inverz kerete, kovetkezésképpen
(4.11) az f keret sorfejtése. Specidlisan a & = ®’ esetben addédik az

2.Kovetkezmény. A (Y = €mT_nt, (m,n) € Z?) keret akkor és
csak akkor alkot ortonormalt rendszert, ha m.m. I? pontban

| 2v|=1

teljesiil. Specidlisan ha a ¢ fiiggvény eleget tesz a (4.7) feltételnek,
akkor
Z¢

2V 2]

alapjan értelmezett ¢ € L*(R) fiiggvényvbdl képzett (Vmn, (m,n) €
Z?) (1.1) alaki rendszer ortonormalt.

Megjegyezzik, az
mn (@) = €m(b-2)¢p(z —n)  (z €R,(m,n) € Z°)

mn

rendszer b > 1 esetén sohasem teljes. Az ilyen alaki rendszerek tulajdonsigaival
kapesolatban n az [S-W] és a [H-W| munkédkra utalunk.
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4.Gabor és wavelet transzformacidk

1. Bevezetés

Ebben a fejezetben az els6 és negyedik fejezetben targyalt diszkrét tanszforma-
ciék folytonos valtozataval foglalkozunk. Az el6z6 fejezetekben bevezetett specialis
alakui ortogonoldlis rendszerekbdl kiindulva — fiiggvényekhez e rendszerek szerint
vett Fourier-egytitthatéinak sorazatat rendelve — vizsgédltuk e leképezések tulaj-
donasagait: a rendszer teljességét, amely a leképezés injektivitasaval van kap-
csolatba, a leképezés normatarté tulajdonsigat és az egyiitthatokbdl valé rekon-
strukcio kérdését.

Ebben a fejezetben két olyan transzforméciét vizsgdlunk, amelyek (egyvaltozds)
fiiggvényekhez (kétvaltozos) fiiggvényeket rendelnek. Ez a két transzformécé olyan
linearis integraloperatorral irhaté le, amelyek magfiiggvénye az egyik esteben egy-
valtozés fiiggvénybdl transzlaciéval és dilatdcidval, a masodik esetben transzlaci-
oval és modulacioval szarmaztathaté. Mas széval a magfiiggvények hasonldak az
affin-, ill. a Gédbor-waveletekhez. A folytonos és az elézé fejezetekben targyalt disz-
krét transzformécié viszonya hasonld, mint a Fourier-transzformécié és a Fourier-
sorfejtésé.

Jelolje LP(IR?) a szokasos LP-teret az R? sfkon a dx := dz; dzs sfkbeli Lebesgue-
mértékkel. Az R? sikon értelmezett folytonos, korldtos fiiggvények halmazit a
C(R?) szimbdlummal jeldljiikk. Az R-en értelmezett folytonos, végtelenben elt{ing
fiiggvények halmazat Co(R)-lel jeldljiik. A C(R?) tér Co(R?) alteréhez azok az f €
C(R?) fiiggvények tartoznak, amelyekre F(s,-), F(-,t) € Co(R) (s,t € R) teljesiil.
A szokdsos, dz Lebesgue-mérték szerint vett LP(R?) terek mellett a dA(s,t) =

dsdt
22 (s € R* := R\ {0},¢ € R) mértéket és az ezzel képzett LL(R* x R) teret is

haszndlni fogjuk. Ennek megfeleléen az L3 (R* x R) téren a skaldris szorzat

dsdt

(1.1) (F,G)) = / /RF(S,t)G(s,t) (F,G € L2(R* x R))

52

alaku.
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A bevezetésre keriilé operdrorok egy p € L= (FF) p # 0 paramétertdl fiiggnek. A
masodik pontban a Gébor-transzformécioval foglalkozunk, a harmadik pontban a
wavelet transzformaciot vizsgaljuk.

Ahhoz, hogy a széban forgé transzformdcidkat minden (1 < p < 00) esetén az
LP(R) tereken értelmezhessiik, a

(1.2) pe LYR)NL¥(R), p#0

feltétellel éliink. Ebb6] a feltételbdl kovetkezik, hogy p € LP(R) minden 1 < p < oo
paraméter esetén. Valéban, minthogy p > 1 esetén

(1.3) lollz = / p(s)|P ds + / Ip(s)|P ds <
{lp|=1} {lp|>1}

< / p(s)]ds + |]12 / Ip(s)|ds <
{lp|S}1 {lp|>1}

< I+ lleliEs),

azért (1.2)-bdl valéban p € LP(R) kovetkezik.

2. Gabor-transzformacié

Ebben a pontban olyan leképezést vizsgalunk, amely R-en értelmezett fiiggvé-
nyeket R2-en értelmezett fiiggvényekbe visz at. Elészor az L (R) téren értelmezziik
a transzformdciét majd kiterjesztjiik az LP(R) térre. A gyakorlatban olyan p
paramétert szoktak hasznélni, emelyek a végtelenben gyorsan tartanak 0-hoz. Az
értelmezéshez és a leképezés tulajdonsiginak igazolasshoz erre feltételre nincs sziik-
ség.

Tegyiik fel, hogy a p fiiggvény eleget tesz az (1.2) feltételnek. Az f € L'(R)
fliggvény Gabor transzformaltjat a

(2.1) (Gof)(s,1) = / f@e@)ple —t)de ((s,1) € B?)

integral operdatorral értelmezziik. Ezt a transzformaciot Gabor Dénes 1946-ban
vezette be a jelfeldolgozasban, olyan transzforméciét konstrudlva, amely egyszerre
tartalmaz idovel és frekvencidaval kapcsolatos informécidkat. Utalva a leképezés
és a Fourier-transzformacié kapcsolatdra szokds (2.1)-et révididejii vagy ablakos
Fourier-transzformaciénak nevezni.

Az f € LY(R) fiiggvény Gébor-transzformaltja L°°(R?)-beli fiiggvény, amelyre

(2.2) 1G5 flloo = llpllocll flI2
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teljesiil. Nyilvdnval6 tovabbd, hogy a G, : L'(R) — L*>°(R?) operdtor linedris. A
p(x) = 1 (z € R) specidlis esetben a Gabor-transzformacié egybeesik a Fourier-
transzformécidval.

Mivel a (2.1) értelmezésben a p fiiggvény dilatdcidja és transzlacidja szerepel,
azért a Gabor transzformadcié kifejezheté a Fourier-transzformacié és konvolicids
operdtor segitségével. Nevezetesen, bevezetve a p_(z) := p(—z) (v € R) jelolést
minden s,t € R pontban fennéllnak a

(2.3) (Gof)(5,1) = (F(fr—ep))(s) = (v-sfx p)(t)  ((s,1) €R?).

Osszefiiggések.
A Lebesgue-féle konvergencia tételbél kovetkezik, hogy p € Cy(R) esetén

G,f € C(R?).

Ezen tilmenden a Gébor-transzformélt mindkét véaltozéjaban a végtelenben eltii-
nik, azaz G, f € Co(R?), ha p € Cy(R).

A tovabbiakban feltessziik, hogy a Gabor-transzformacié esetén a p fliggvényre
az (1.2) mellett fenndll még a

(2.4) lollz =1

normélési feltétel. Megmutatjuk, hogy a (2.4) normélési feltétel teljesiilése esetén
a Gabor-transzformécié egy unitér leképezés az L*(R) térrdl az L?(R?) térbe.

1.Tétel. Tegyiik fel, hogy a p fiiggvény eleget tesz a (2.4) normaldsi
feltételnek. Ekkor barmely f,g € L*(R) fiiggvénypdrra

(2.5) G f.Gpg] = (f.9),

ahol a (2.5) bal oldaldn az L?(R?)-beli, a jobb oldalén az L?*(R)-beli
skalaris szorzat all.

BizoNYITAS. A (2.5) igazoldsdhoz felhasznaljuk a Fubini-tételt, a (2.3) formuldt és
azt a tényt, hogy F Fourier-transzformacié unitér az L?(R) téren. Ennek alapjan

G, 1, Got) = / (F(frip), Flgr_ip)) dt = / (Fripgrip) dt

R

= [ serae) ([ 1ots =02 ar) as = ol 1,90 = ().

Ezzel a tételt bebizonyitottuk. [J

A p-ra vonatkozé tovabbi feltétel mellett a Gabor-transzformécié injektiv.
Ezzel kapcsolatos az alabbi
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2. Tétel. Tegyiik fel, hogy p € L*(R) N L>®(R), p # 0, és f € L'(R) U
L*(R). Ha G,f =0, akkor f =0 az R m.m. pontjiban.

B1zoNYiTAs. Tegyiik fel, hogy (G,f)(s,t) = 0 m.m. (s,t) € R? pontban. Ekkor
létezik olyan T' C R halmaz, amelynek komplementere nullmértékii tovabba minden
t € R esetén (2.3) alapjén

Gof)(,t) =F(frp) =0 m.m.

Innen a Fourier-transzformdcié injektivitdsa alapjan kovetkezik, hogy (frp)(s) =0
m.m. s € R és minden ¢t € T pontban. Mivel p # 0, azért innen f = 0 adédik. O

Az F Fourier-transzformécio

(F' (@) = (Ff-z) (z€R)
inverzét felhaszndlva inverziés képletet adhatunk a Géabor-transzforméaciéra. Is-

meretes, hogy ha f € L*(R) és F := Ff € L'(R), akkor az F-bdl az f eredeti
fiiggvény az

(2.6) f=Ff
inverziés formuldval rekonstrualhaté. Ez a formula minden f € L?(R) fiiggvényre

— tovabbi feltételek nélkul is — fennall. Ezeket alkalmazva bebizonyitjuk a kévet-
kezé 4llitést.

3.Tétel. Tegyiik fel, hogy f € L*(R) U L*(R), p € L>(R) eleget tesz
a (2.4) normdldsi feltételnek, legyen tovabbd

F=g,f.

i) Ha f,Ff € L*(R) és p, Fp € L*(R), akkor

(2.7) f(x):/R(f’(F(»t))) (z)p(z —t)dt

m.m. x € R pontban.
ii) Ha f € L?(R), akkor a (2.7) m.m. z € R ponban.

BizoNYITAs. El6szor megmutatjuk, hogy mind az i), mind a ii) esetben
(2.8) FU(F(.t) = fr—p

teljesiil, majd ezt felhaszndlva igazoljuk (2.7)-et.
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Valéban a ii) esetben fr_;p € L?(R), s ezért felhaszndlva a (2.6) inverziés képlet
L2-beli véltozatat (2.3)-bol (2.8) kovetkezik.

Ahhoz, hogy az els6 esetben is alkalmazhassuk az inverziés formuldt meg kell
mutatnunk, hogy F(fr_,;p) € L*(R). Alkalmazzuk az 1. fejezet () konvoliciéra
vonatkozé formuldjat a F' f és F'(1_yp) L*(R)-beli fiiggvényekre:

(2.9) F(F f«F(1-4p)) = fr—ip.
Mivel p € L*®(R), azért fr_,p € L'(R). Méasrészt mivel L'(R)-beli fiiggvények

konvoltcidja is L (R)-beli, azért F'f x F'(7_;p) € L'(F) minden t € R esetén. A
(2.9)-bél alkalmazva az inverz Fourier-transzformaciét

F'f 5 F(rip) = F'(f7-4D)
ad6dik. Innen kovetkezik, hogy F'(f7_p) € L'(R) es ezzel egyiitt F(fr_p) €
L'(R) is teljesiil. A (2.6) inverzi6s formula tehdt ebben az esetben is alkalmazhato,
s ennek alapjin (2.3)-bdl adddik, hogy (2.8) az i) esetben is fenndll.

A (2.8) alapjin a tétel allitds mér egyszerliem igazolhaté. Val6ban a normaéldsi
feltételt figyelembe véve

/ (F(F (1)) (2)ple — ) dt = / @) op) @)l — ) dt
R R
= f(x) / oz — D2 dt = f(@)|pll2 = £(x).

Ezzel a tételt igazoltuk. [

3. Wavelet-transzformacid

A wavelet transzformdcié értelmezéséhez rogzitsink egy p € Co(R), p # 0
fliggvényt és az integraloperator magfiiggvényére vezessiik be a

T —1
?
(3.1) p*t(z) = (S) (x € R, (s,t) € R* xR)

|s]

jelolést, ahol R* := R\ {0}.
Az f € LY(R) fiiggvény wavelet transzformaltjat a

(3.2) Wof)(s:) = /Rf(af)ﬂ“(l‘) dr  ((s,t) € R* xR)

utasitassal értelmezziik. A p fiiggvényt anyawaveletnek nevezik.
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Nyilvdnvald, hogy (3.2) leképezés egy linedris transzformdcié az L'(R) téren,
amelyre

(3.3) sup —V/[s] [W,)(5,D)] < llpllso £l

(s,t)ER* xR

teljesul.
A Lebesgue-féle konvergencia tételbdl kovetkezik, hogy p € Co(R) és f € L (R)
esetén

W,f € Co(R* x R).

Definicié szerint minden (s,t) € R* x R esetén

(3.4) (Wpf)(s,t)=\/1m [ s@n() do - jmu*aslp)(t»

Az 1. fejzet () formula alapjan p € L'(R) és f € L'(R) U L*(R) esetén a W, f
masodik véltozd szerinti fliggvényének Fourier-transzformaltja egyszeri alakban
irhato fel:

(3.5) F(Wof)(s:)) = VIs| Ff-0,(Fp) (s €R?).

A wavelet-transzformécié esetében feltessziik, hogy a p az (1.2) feltétel mellett
eleget tesz az alabbi normalési feltételnek:

(3.6) / (Fpw P

it

A (3.6) feltétel minden olyan p fiiggvény esetén kielégithetd, amelyre alkalmasan
valasztott n,a > 0 és C' > 0 szdmokkal fennéllnak a

Fn) ) = [ pts)ds=o.
R
(Fo)®) = CR™ (It =a), |[(Fp)@O=ClE™" (|t] > a)
egyenl6tlenségek.

Most bebizonyitjuk az 1.Tétel analogonjat a wavelet-transzformaltra megmu-
tatva, hogy a

W, : L*(R) — L3(R?)

operaror unitér, ha a p fiiggvény kielégiti a (3.6) normélési feltételt.
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4. Tétel. Tegyiik fel, hogy a p fiiggvény eleget tesz a (3.6) normaldsi
feltételnek. Ekkor barmely f,g € L*(R) fiiggvénypdrra

(37) <<Wpfawpg>> = <fag>7

ahol a (3.7) bal oldaldn az (1.1) alatt bevezett L3 (R?) térbeli, a jobb
oldalon pedig az L?(R)-beli skaldris szorzat &ll.

BizoNYITAS. A (3.7) igazoldsdhoz felhaszndljuk a Fubini-tételt, a (3.5) formuldt és
azt a tényt, hogy F unitér. Ennek alapjan

ds
52

OV o) = [ (V)50 095,
= [ FE VD) F V) d—

— [ W6 FoF L F )T

_ /R(ff)(t)m (/ st) dt.

A belsé integrélra az u = st transzforméciét alkalmazva és a (3.6) normaldsi
feltételt figyelembe véve

[ s [ NP g [ IR =

kovetlezik. Innen, ismét felhasznélva, hogy F unitér, a bizonyitandé

(Wof W,9)) = /R(ff)(t)(fg)(t)df= (f.9)

allitast kapjuk. O

Most bebizonyitjuk, hogy a Wavelet-transzformacio injektiv. Ezzel kap-
csolatos az alabbi

5.Tétel. Tegyiik fel, hogy p € L*(R) N L>®(R), p # 0, és f € L'(R) U
L*(R). Ha W, f =0, akkor f =0 az R m.m. pontjgban.

B1zoNYITAS. Tegyiik fel, hogy (W, f)(s,t) = 0 m.m. (s,t) € R? pontban. Ekkor
létezik olyan S C R halmaz, amelynek komplementere nullmértékii tovabbd minden
s € R esetén (3.6) alapjan

Ffos(Fp) =

minden s € S esetén majdnem mindeniitt. Mivel a p # 0 feltételbél Fp_ # 0
kovetkezik, azért Ff = 0, s innenn az f = 0 bizonyitandé allitast kapjuk. O
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Mivel (3.5) szerint a wavelet-transzformalt kifejezhetd az F Fourier-transzforma-
ciéval, azért a W, inverze kifejezheté a Foourier-transzformdcié inverzével. Ezzel
kapcsolatos az alabbi tétel.

6.Tétel. Tegyiik fel, hogy a p € L'(R) N L>®(R) kielégiti a (3.6)

normalési feltételt. Legyen f € L'(R) és
F:=W,f.

Ha Ff € L*(R), akkor m.m. z € R pontban
et ds
(35) r@ = [ ([ reortwa) 5

BizoNYiTAs. A feltételekbdl (3.4) és (3.5) alapjan kovetkezik, hogy minden s €
R szémra F(s,-) és F(F(s,-)) L'(F)-beli fiiggvények. Az (2.6) inverziés formula
alapjan (3.5)-b6l azt kapjuk, hogy
F(s,) = FOJ(Fp)Fls|'/? (s eR).
Ismeretes (l4sd ...), hogy barmely g, h € L*(R) fiiggvényparra
(F'g,h) = (9, Fh).
Ezt felhasznalva (3.1) és (3.8) alapjan a belsé integralra
[ Pt @) dt = 15172 (P (5,0, 7o)
= (0s(Fp ) F £, F(T-2(d5-1p)))
adddik. Minthogy az elsd fejezet (1.5) formuldk alapjan
F(7-2(05-1p.)) = €2 F(d5-1p_) = s€-20s(Fp.),
azért a skalaris szorzat felirhaté
Os(Fp ) F [, F(r2(0s-1p]))) =

=5 / (FHOIF )t 5)Pen(t) dr.

alakban.
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A belsé integrélban véve az integrandus abszolut értékét és az s = tu valtozd
transzforméciét alkalmazva a normalési feltétel alapjan azt kapjuk, hogy

| [ i@EnoneEee ¢ Sa-

= [iEnon ([ #0000 ||)‘“
= [1Enol( [ 170w i) @t = 1771 < .

dsdt
kovetkezésképpen F f(t)|(Fp*)(t-s)|? abszolut integralhaté a |SS|

A (2.6) inverziés formula és a Fubini tétel alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

L (froorwa) i
= [Enwe ([ P 0 a

- / (FHB)ealt)dt = (F(FF)(@) = f(x).

mérték szerint.

ds
Itt is mint az el6z6 lépesben felhassznaltuk azt a tényt, hogy a ﬂ mérték dilatacio
S

invaridns. Ezzel a tételt igazoltuk. [
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5. Bazisok és keretek

Ebben a fejezetben a koordinata rendszer fogalmanak dltaldnositasaival foglal-
kozunk. Véges dimenzids vektor terekben véve egy bazist, barmely vektor egyértel-
miien allithato el a bazisvektorok linearis kombinaciéjaként. A linedris kombinacio
egyiitthatdit a széban forgd vektor koordindtainak nevezziik az adott bazisban. Az
ilyen béazisokat — utalva ezek geometriai jelentésére a 2 és 3 dimenziés euklideszi
terekben — szokas ferdeszogli koordinata rendszereknek nevezni. n-dimenzids terek
esetén a tér vektorait valamely bézisra vonatkozé koordinatdival, azaz rendezett
szam n-esekkel jellemezhetjiik. Ez a reprezentéacié egyrészt lehetové teszi, hogy a
linedris tér vektorait (pl. komputerekben) abrézoljuk. Mésrészt felhasznalva a vek-
torok geometriai jelentését, szamos fogalomnak és eljarasnak szemléletes geometriai
tartalmat tulajdonithatunk.

Sok olyan probléma van a természettudomanyokban és a gazdasédgi életben is,
amelyek matematikai lefrasdhoz végtelen dimenzids terek sziikségesek. Ilyen terek-
ben is — amennyiben lehetséges — célszerli koordinata rendszereket hasznalni. Az
5.1. pontban — bevezetve a bazis fogalmat — a koordindta rendszer egy végtelen
dimenziés terekre vonatkozé altalanositasiaval foglalkozunk.

Az utébbi évtizedben — elsGsorban jel- és képfeldolgozéssal Gsszefliggésben —
egy ujabb dltaldnositast id bevezettek, amely igen hasznosnak bizonyult jelek repre-
zentacidjaval kapcsolatban. Ezzel az 5.2. pontban foglalkozunk.

1. Bazisok Banach terekben

Szepardbilis Hilbert-térben mér kordbban bevezettiik a derékszogii koordindta
rendszer megfelel6jét. Megmutattuk, hogy ilyen terekben mindig létezik paronként
merdleges, 1-norméju vektoroknak egy olyan (e,,n € N) rendszere, amellyel min-
den z vektor egyértelmiien irhato fel

o0
xr = E TEer
n=0

alakban, ahol a széban forgé végtelen sor normaban konvergens. Az zj € K (k € N)
egylitthatdk, — mads széval az x koordinatdi — a skaldris szorzatot felhaszndlva
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kiszamithatok:
(1.1) xp = (z,er) (k€N).

A tovébbiakban azzal foglakozunk, hogy hogyan viheték 4t ezek a fogalmak
Banach-terekre, ahol — mint tudjuk — nem létezik a meroGlegesség fogalmanak
megfelel6je. Legyen (X, || -||) egy Banach-tér és jelolje (X*, || -||) az X tér dudlisat.
Emlékeztetve az ezzel kapcsolatos fogalmakra megjegyezziik, hogy az X* elemei a
¢ : X — K alaku korlatos linedris funkcionalok. A ¢ € X* fiiggvénynek az x € X
pontban felvett helyettesitési értékét a

(1.2) o) = (z,0) (reX peX)

szimbolummal jeloljiik.
Az ortonormalt rendszer fogalmat dltaldnositva bevezetjiik a kvetkezé fogalmat.

Definicié. Legyen & = (en,n € N) X-beli vektoroknak § = (fn,n €
N) X*-beli finkciondloknak egy-egy sorozata. Akkor mondjuk, hogy az
§ rendszerek biortogonalis az €-re, ha

(1.3) (ei, ;) = dij (i,j €N),
ahol 6;; a Kronecker-féle szimbdlumot jel6li.

Hilbert-tér esetén a dudlis tér az eredetivel azonosithatd, osszhangban azzal a
ténnyel, hogy ilyenkor minden funkcionil — alkalmas y € X elemmel — X >
x — (x,y) € K alakban adhaté meg. Ennek megfeleléen, ha az X Hilbert-térbeli
vektorokbdl allé & és § rendszerre fennall az (1.3) feltétel, akkor azt mondjuk, hogy
a széban forgd két vektorrendszert biortogonalis. Innen az € = § specidlis
esetben visszakapjuk az ortonormélt rendszer definici6jat.

Visszatérve a Banach-terekhez most el6szor azt vizsgaljuk, hogy milyen esetben
létezik az € = (eg, k € N) X-beli vektorokbdl 4116 sorozathoz biortogondlis rendszer.

Ez a kérdés kapcsolatban all kovetkez6 fogalommal.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az e,, € X (n € N) rendszer minima-
lis, ha barmely n € N indexre

en & Xy, = Span{ey, : k € Nk #n}

teljestil, ahol feliilvonassal a széban forgé linearis burok lezardsat je-
Ioltiik.

Konnyti belétni, hogy az € = (e,,, n € N) rendszer akkor és csak akkor linedrisan
fiiggetlen, ha minden n € N indexre az

en ¢ Span{e, : k € N,k #n}
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feltétel teljesiil. Innen nyilvanvald, hogy minden minimalis rendszer linearisan
fiiggetlen.
Az aldbbi &llitds minimalis rendszerek egy jellemzését adja.

1.Tétel. Az & = (ex, k € N) rendszer akkor és csak akkor minimélis,
ha létezik olyan § = (fi, k € N) X*-beli rendszer, amely biortogonélis
¢-re. Ha az € rendszer zart, akkor egyetlen €-re biortogonalis rendszer
létezik.

BizoNYITAS. i) Tegyiik fel, hogy az € rendszer minimdlis. Ekkor az
(1.4) Y, ={y=z+Xey,:z€X,,A €K}

halmaz a X-nek egy linedris altere, tovdbbd minden y € Y,, vektor (1.4) alatti
eléallitdsa egyértelm{i. Bebizonyitottuk (ldsd x. fejezet, y. tételét), hogy az Y,
téren értelmezett

faly) =X (y=ax+dep:x € X, A € K)

funkcional linedris és korlatos. Az f, értelmezés alapjan nyilvanvald, hogy f, az
X, téren eltiinik, tovabbd f,(e,) = 1. A Banach-Hahn-tétel alapjin ezeket a
funkcionalokat kiterjesztve az X-térre egy &-re biortogonalis rendszert kapunk.

ii) Indirekt bizonyitdst alkalmazva tegytik fel, hogy E-hez létezik § biortogondlis
rendszer, de € nem minimalis. Ekkor lenne olyan n index, hogy e, € X,,, kovet-
kezésképpen van olyan Span{ey : k € Nk # n}-beli (yx, k € N) sorozat, amely
en-hez konvergdl. Az (1.3) feltételb8l kovetkezik, hogy fn(yx) =0 (k € N), s ezért
az f, folytonossaga alapjan

In(en) = klingo fulyx) =0.

Ez ellentmond a biortogonalitas definicidéjanak.

iii) Az unicitds igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy az § és §F’ rendszerek mindegyike
biortogondlis az &-re. Ekkor a ¢, = f, — f (n € N) rendszerre nyilvanvaléan
wn(er) =0 (k,n € N). Mivel az (e, k € N) rendszer zart, azért innen az kovetkezik,
hogy a ¢, funkcionédlok az egész X téren eltiinnek, azaz f, = f, (n € N). O

A zart és minimalis € rendszer esetén létezé egyetlen § rendszert az € bior-
togonalis rendszerének nevezzilkk. A Fourier sort altaldnositva bevezetjik az
alabbi fogalmat.
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Definicié. Legyen € egy zart, minimalis rendszer és jelélje § az &
biortogonalis rendszerét. Ekkor a

o0
€ ~ Z<ZL’7 fk>ek
k=0
végtelen sort az x vektor biortogonalis sorfejtésének, az (x, fi) (k € N)
szamokat az x vektor biortogonalis Fourier-egyiitthatéinak nevezziik.

A koordinata rendszer fogalmat altaldnositva bevezetjiik a kévetkezo fogalmat.

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az X-beli vektorok € = (e, k €
N) sorozata az X tér bdzisa, ha minden x € X vektor egyértelmiien
allithato el

(15) T = Zxkek
k=0

alakban, ahol zj, € K (k € N) és az (1.5) sor normaban konvergens.

Az zy, (k € N) szamokat az x vektor € bdzisra vonatkozo koordindtdinak
nevezziik. Az x koordindta sorozatanak jelolésére az

(1.6) z:= (zy,k €N)

szimbolumot hasznéljuk. Rogzitve az & bazist a tér x veltorait & koordinéta soroza-
taikkal jellemezhetjiik. Jeloljik ¢-lel a K-beli sorozatok halmazat. Konnyen igazol-
hatd, hogy az X > x — & € ¢ leképezés linearis és injektiv, amelynek értékkészlete

~

X ={t:2€X}

linedris altér /-ben. Ezen a téren vezessiik be az
n o~
(1.7) lZ] :== supHZxkekH (& = (v, k eN) € X)
neN k=0

fukciondlt. Konnyen igazolhaté (ldsd a x.feladatot), hogy ezzel egy normét értel-
meztliink az X téren, tovabba ez a tér ezzel a norméaval teljes. Minthogy az (1.1)
sor normaban konvergens, azért

n n
Il = tim || awee]| < sup | S v = 41 (€ %)
k=0 neN k=0
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Ez az egyenl6ség azt jelenti, hogy az X 52 — & € X bijekcid inverze korlatos.
Ezért a Banach-féle homeomorfia tétel alapjan a széban forgd leképezés maga is
korlatos, azaz létezik olyan K > 0 szadm, hogy mindern x € X elemre

(1.8) 2] = Kljzl| (z € X)

teljesiil.
Minden x € X vektorhoz az € bazisban vett x,, n-edik koordinatdjit rendelve

gy

er(x): =z, (x€X,neN)

n

funkcionélsorozatot értelmeziink. Ezeket koordindata funkciondloknak nevez-
zuk.
Az (1.5) értelmezés alapjdn az x vektor n-edik koordindtdjéra érvényes az

n n—1
[wnlllenll = lznenll = 1Y zrer — Y axerll < 2(|2| < 2Kz
k=0 k=0
becslés. Innen kovetkezik, hogy
. 2K
@) £ el (@ € %),

azaz e) funkciondlok korlatosak. Az X-beli vektorok (1.5) alaki eldéllitdsdnak
egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy a koordinata funkciondlok linedrisak, tovabba

(1.10) er(er) = (ex,er) = 0gn (k,n € N).

Ezzel megmutattuk, hogy az &* := (e;,k € N) koordindta funkciondlok
biortogonalisak az ¢ bdzisra. Ezt felhaszndlva (1.4)-bél az egyiitthatokra az

(1.10) zp = (x,e5) (k€N)

eléallitast kapjuk, kovetkezésképpen az (1.5) sorfejtés az = vektor biortogonalis

sorfejtésével azonos. Specidlisan Hilbert-térben az & = &* ortonormalt bézist véve

visz-szakapjuk az x vektor &-szerinti Fourier-egytitthatéit, ill. Fourier sorat.
Jelolje

n

(1.10) Spx = Zxkek = Z(J?,EZ)% (n € N¥)
k=0

k=0
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az (1.5) sor n-edik részletosszegét. Minthogy

lim ||Spz —z||=0 (x€X),

azért minden = € X elem tetszéleges pontossiggal approximalhaté az e (k € N)
vektorok linearis kombinaciéival, azaz € zart rendszer.

Osszefoglalva és kiegészitve a mondottakat bebizonyitjuk a bézisok jellemzésével
kapcsolatos alabbi allitast.

2. Tétel. Az & vektorrendszer akkor és csak akkor bdzis a X térben,
ha az alabbi harom feltétel teljesiil:
i) Az € rendszer zart,
ii) Az € rendszer minimalis,
iii) Az (1.1) sorfejtés részletoszeg operdtoraira
SUp, e ||Sn |l < oo teljestil.

BizZONYITAS. i) Legyen € bdzis. Ekkor — amint azt mdr korabban beldttuk —
¢ zart rendszer. Mivel a koordinata funkciondlok erre biortogondlisak, az 1.tétel
alapjén € minimélis. Végil mivel (S,z,n € N) minden z € X vektora norméban
tart x-hez, azért a Banach-Steinhaus-tétel szerint fennall a iii) 4llitas.

i) Most induljunk ki abbdl, hogy az & rendszerre teljesiilnek az i)-iii) feltételek.
Ekkor tekinthetjuk az &-rendszer szerinti biotogondlis sorfejtést. Ennek

oo

Sp = Z<Ji, epver (keN)
k=0

részletosszegeire nyilvan

Sn(er) =er (n>k)

teljesiil, azért az (S, (z),n € N) sorozat az € zdrt rendszer vektorain konvergal z-
hez. A Banach-Steinhaus tétel alapjdn a iii) feltétel figyelembevételével kovetkezik,
a széban forgd sorozat minden x € X pontban z-hez tart. Ezzel megmutattuk, hogy
minden x € X pontban fenndll az

o
x = Z(m,ei)ek

k=0

egyenldség, kovetkezésképpen az X tér elemei eldéllithatdk (1.4) alakid sorban.
Az elBéllitds egyértiilmiisége egyszerlien igazolhaté. A ii) feltétel alapjan — fel-
hasznalva az 1.tételt — létezik az & rendszerre biortogonalis €* biortogonalis rend-
szer. Ha valamely 2X elem el6éllithaté (1.4) alakban, akkor a biortogonalités
alapjan a (1.4) egyiitthatéira (1.6) adédik.0d
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2. Frame sorfejtések

Ebben a pontban a biortogondlis sorfejtések egy altaldnositasaval foglalkozunk.
Az ujabb fogalmak ismertetése el6tt kiemeljik azokat a szempontokat, amelyek
ezek bevezetését motivaltak.

Az X tér valamely § = (fn,n € N) funkciondl sorozata akkor haszndlhaté az X
tér pontjainak jellemzésére, ha barmely x,y € X elemparra f,(x) = f,(y) (n € N)
esetén = = y teljesiil. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az § rendszer teljes. Mint-
hogy az f, funkciondlok linedrisak, az § rendszer teljessége a kovetkezd allitassal
ekvivalens:

(2.1) fa(z)=0 (neN) = z=46.

Mas szoval az § rendszer pontosan akkor teljes, ha az § : X — /£ linedris leképezés
injektiv.

Gyakorlati feladatokban — alkalmas § funkciondl sorozatot véve — az f,(z)
fiiggvényértékekbdl az x elem, ill. a neki megfelels jel (folyamat) fontos tulaj-
donséagaira tudunk kévetkeztetni. Ezért az ilyen funkcionalokat jelek analizisére
hasznélhatjuk.

Altalaban jéval bonyolultabb a szintézis feladata, azaz az x € X elemnek az
S = (fn(x),n € N) sorozatbdl valé rekonstrukcidjdnak kérdése.

Ezzel kapcsolatos a kovetkezo fogalom, amelynek bevezetéséhez legyen & =
(en,n € N) egy X-beli, § = (fu,n € N) egy X*-beli sorozat. Akkor mondjuk,
hogy az (€,§) rendezett par egy frame (vagy magyarul keret) az X téren, ha
minden x € X elemre a ) (z, fn)e, sor konvergens és — Fa-szel jelolve a sor
Osszegét — az x — Fx linedris leképezés az X-térnek egy korlatos bijekcigja.
Az

(2.2) Fz:=> (2, fa)en (v €X)

neN

utasitdssal értelmezett korlatos linedris leképezést frame operadtornak, az (x, f,)
(n € N) szdmokat pedig frame egyiitthatoknak nevezziik.

A definicié alapjdn nyilvdnvald, hogy ha (&,§) frame, akkor az e, (n € N)
elemek linearis burka mindeniitt siiri az X térben. Ez mas szdval azt jelenti, hogy
¢ az X tér egy zdart vagy totdlis rendszere. Ha (z, f,) = 0 (n € N), akkor
Fzr =0, és mivel F: X — X linedris bijekcid, azért innen z = 6 kovetkezik. Ezzel
megmutattuk, hogy ha (&,F) frame, akkor § teljes rendszer.

Kiindulva az X tér valamely (&, §) keretébdl — az € rendszer teljessége miatt —
az X tér elemei jellemezheték a frame egylitthatékkal. A Banach-féle homeomorfia
tétel alapjan az F frame operator F'~! inverze is folytonos és a (2.2) alapjan minden
z € X elemre érvényes az

(2.3) x = Z(m, fn)en, €én:=F"le, (n€N)
neN
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eldéllitds. Az x elem (2.3) el6éllitdsét frame sorfejtésnek nevezziik. Ennek
alapjan az x elem rekonstrualhato frame egyiitthatoibdl.

Az (€,5F) keretbdl kiindulva természetes médon értelmezheté egy mésik frame,
az Un. inverz frame. Nevezetesen jelolje F° : X* — X* az F~! inverz operator
adjungaltjat. Ismeretes, hogy F° : X* — X* korlatos linedris operator, amelyre

(F7la, f) = (2, F°f) (z€X feX),
tovabba ||F~1|| = ||F°||. Konnyen ellendrizhetd, hogy az
bn=Fle,eX, fu:=F°f,eX* (neN)

elemekbé] képzett (€, F) kettds is frame az X téren, amelyet az (€,F) keret inverz
keretének nevezziik.
Az (2.3) el8allitést az z := F~!(y) (y € X) elemre felirva

(2.4) Fly=>"(F 'y, fa)en = (Y. fn)én (y€X)

neN neN
kovetkezik, s ezért (€,F) is frame az X téren, amelynek frame operdtora F~1. A
(2.2) definiciébdl y = Fx helyettesitéssel adédik az inverz kereteknek megfelel§
sorfejtés:

(2.5) Y=Y (F 'y, faen =Y (y, fu)en (y€X).
neN neN
A F frame operéator és inverzének a korlatossagabdl kovetkezik, hogy léteznek
olyan 0 < m < M szdmok, hogy minden z € X elemre

(2.6) mla| < sup | > (x, fu)exll £ Mljz|| (z € X)
nelN - r—o

teljestil. A {sup,en || X opeo(®: feex]| : # € X, |lz|| £ 1} halmaz als6- és felsd
hatarat frame konstansoknak nevezziikk. Nyilvanvald, hogy a két széban forgd
konstan azzal a legkisebb M szammal, ill. azzal a legnagyobb m szammal egyenld,
amelyekkel az (2.6) egyenl6tlenség minden = € X elemre fenndll. Ha a két frame
konstans megegyezik, akkor azt mondjuk, hogy a frame szoros (angolul:tight).

A framek egy fontos osztalyaval kapcsolatos az alabbi

Definicié. Akkor mondjuk, hogy az € = (e,,,n € N) frame egzakt, ha
az € barmely tagjat elhagyva a maradék rendszer mar nem frame.

A frame definicigjdban szerepld feltételek altaldban nehezen ellenérizheték. Hil-
bert-tér esetén azonban létezik egy jol kezelhets sziikséges és elégséges feltétel.
Ekkor az X tér azonosithaté X* dudlisaval az e € X elemeknek megfeleltetve az
fe(z) := (z,e) (x € X) korlatos linedris funkciondlokat. Itt és a tovdbbiakban is —
6sszhangban a kordbbiakkal — (-, -) az X Hilbert-tér skaldris szorzatat jeloli. Ennek
alapjan az X-beli elemekbdl &ll6 € = (e,,n € N) sorozat egyuttal funkciondlok
sorozataként is felfoghat6, kovetkezésképpen felvethetd a kérdés, hogy az (€&, €)
par keretet alkot-e.

Erre ad vélaszt az aldbbi
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1.Tétel. Az (¢, &) pdr akkor és csak akkor frame az X Hilbert téren,
ha léteznek olyan 0 < m < M < oo konstansok, hogy minden z € X
elemre

(2.7) mllz]* £ [(z,e)] £ M|z (z €X)
neN

teljestil. Az

(2.8) Fz .= Z (z,en)en (ze€X)

neN

frame operator énadjungalt és pozitiv definit, tovabba

(2.9) (Fo,z):= > [(z,en)]* (2 €X).

neN

BizZoNYITAS. i) El8szor tegyiik fel, hogy (€, €) frame az X Hilbert téren. Ekkor a
(2.8) sor normdban konvergens és a skaléris szorzat folytonossdga alapjan barmely
y € X elemre

(2.10) (Fa,y) = 3 (@, en) (ennt) = (&, Fy) (0,9 € X),
neN

kovetkezésképpen F' valéban 6nadjungalt. Az utébbi azonossagban y helyébe z-et
frva adédik (2.9). Ismeretes, hogy az F' szimmetrikus operdtor norméjira

(2.11) |IF|| = sup |(Fx,x)|.

Innen kovetkezik, hogy fenndll az (2.7) egyenlStlenség jobb oldala az M := ||F||
frame konstanssal. Az (2.7) bal oldala az F' inverzének korldtossdgdabol kovetkezik.
Valéban (2.10)-b6l a Schwarz-egyenlétlenség és (2.9) alapjan

1/2 1/2
|<Fx7y>|§<2|<w7en>l2> <Z|<yaen>l2> =

neN neN
= ((Fz,z)(Fy,y))"*?

adédik.
Innen (2.9) és (2.11) alapjan kovetkezik, hogy

[ Fl| = Hshlp1|<Fw,y>\ < (IFI{Fz,2))/? (x €X).
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Ezt és az inverz operator korldtossagat felhasznalva az
2|l = |F~ (Fa)l| < |F Y [Pzl < |[FHIIFI(Fr,2)? (2 € X)

bizonyftandé egyenl6tlenséget kapjuk az m = 1/(||F~1||?||F||) konstanssal.

ii) Megforditva most tegyiik fel, hogy teljesiil a (2.7) feltétel. A frame operdtor
értelmezéséhez el6szor megmutatjuk, hogy a (2.8) jobb oldalédn &llé sor norméban
konvergens. Jeldlje

Sypx = Z (x,en)en (re€N)

neN,|n|<r

a (2.8) sor részletOsszegeit. Ismeretes, hogy
[Sra — Ssz|| = sup{[(Srz — Ssz, y)| : lyll = 1}

A jobb oldalon 1év6 skaldris szorzat a Cauchy-egyenlétlenség és (2.7) alapjén a
kovetkezdképpen becsiilhet6:

(=S =| 3 @edlenn| (X Hred?)( X lewn)P)

r<|n|<s r<n<s r<n<s
SM Y (e (lyll £ ).
r<n<s

Ezzel megmutattuk, hogy

IS,z — Ssz||> £ M Z |z, en)* (z € X).

r<n<s

Innen (2.7) figyelembevételével kovetkezik, hogy 1étezik a (2.8) sor részletoszegeinek
a || - || norméban vett
Fz:= lim S,z (v € X)

T—00

hatarértéke, F': X — X linedris operdtor, tovabba (2.7) alapjan

1/2
|Fz|| = lim [|Sya| < M2 (Z |<w,en>|2) < Mz)? (z € X)
neN

teljesiil. Kovetkezésképpen az F : X — X leképezés korldtos és ||F'|| £ M, tovabbd
fennall a (2.9) egyenldség.
Az
(Fo,x) =) [(z,en)]* = m|a|* (z €X)
neN
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egyenl6tlenség alapjan nyilvanvald, hogy az F leképezés injektiv. Végiil megmu-
tatjuk, hogy az F' értékkészlete az egész X tér. Ehhez rogzitsiink egy y € X elemet.
A fixpont-tétel alkalmazdsiaval megmutatjuk, hogy létezik olyan z € X elem,
amelyre Fax = y.
Legyen
Giz:=z—tFz+ty (z€X,teR).

Bebizonyitjuk, hogy alkalmas ¢ > 0 paraméter mellett a G; : X — X leképezés
kontrakcié. Ennek x € X fixpontjara

Gir=x—tFx+ty==z, azaz Fx =y
teljesiil. Minthogy
|Gev — Gywl|| S || I —tF |lv —w| (v,w € X,t>0),
elég azt megmutatni, hogy alkalmas ¢ > 0 szamra az F; := [ — tF operétor
norméjara ||Fi|| < 1 teljesiil.
Valéban m||z||? £ (Fz,z) < M||z||? (z € X) alapjan minden z € X elemre

(1-— tM)HzH2 S(Fiz,2) = (z,2) —t(Fz,2) £ (1 — tm)HzHQ.

Minthogy F} is 6nadjungdlt, azért innen t = 1/M esetén

M—-—m
[Fill = sup [(Fiz,z2)| =

<1.
INES! M

Ezzel a tételt bebizonyitottuk [1.

3. Egzakt framek

A frame sorfejtések egy specidlis esetét kapjuk, ha € az X tér egy bézisa és
§ = &* az €E-re biortogonalis rendszer. Ilyenkor minden = € X vektorra

(3.1) x = Z(x, epver (zeX)

k=0

teljestl, kovetkezésképpen az & olyan keret, amelynek frame operatora az identikus
leképezés.

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy az ilyen framek azonosak az egzakt fra-
mekkel. Emlékeztetve a definiciéra akkor mondjuk, hogy az € = (e,,n € N) frame
egzakt, ha az € barmely tagjat elhagyva a maradék rendszer mar nem frame.
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A frame és a bdzis kozotti kiilonbség szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd
példdkat (szeparabilis) Hilbert-térre szoritkozva.

Ha e, € X (n € N) egy teljes ortonormélt rendszer, akkor a Parseval-formula
szerint minden z € X elemre

Izl = e, en)?

neN

teljestl, kovetkezésképpen a széban forgd rendszer szoros, egzakt frame az X
Hilbert-téren a m = M = 1 frame konstansokkal.

Legyen &; = (eo, €g, €1, €1, €2, €2, -+ ). Konnyen ellendrizhets, hogy erre a rend-
szerre is fenndll az (2.7) egyenlStlenség a m = 1, M = 2 konstansokkal, kdvetke-
zésképpen € is frame. Nyilvanvald, hogy az €; barmely tagjat elhagyva tovdbbra
is frame marad, ezért €; nem egzakt. Az €y = (2eq, €1, s, €3, -+ ) rendszer egzakt
frame a m = 1, M = 2 frame konstansokkal.

A most bemutatott példak alapjan is nyilvanvald, hogy a frame tagjai lehetnek
linedrisan osszefiiggék. Ebbél adéddan eléfordulhat, hogy a (2.3) alatt bevezetett

(3.2) x = Z(:c, en)en (En:=F'e,, n€N)
neN
frame sorfejtés mellett az x elem & := ((z,e,),n € N) frame egylitthatéktdl

kiilénb6z6 a = (an,n € N) € £ egyiitthatdkkal is el6allithatd

(3.3) x = Z anén (a = (an,n € N)
neN

alakban. Az 6sszes ilyen egyiitthaté sorozat koziil a frame egyiitthaték £2-norméja
minimélis. Ervényes ugyanis az aldbbi

2. Tétel. Barmely (3.3) feltételnek eleget tevs a sorozatra
(3-4) lali? = 12117 + 12 — al%,
kévetkezésképpen

lallez > [|2]]¢2-

BizoNYITAS. A (2.9) egyenldség alapjan

(@, Fz) = [(z,ea) | = [12]|7-

neN

Mivel F' 6nadjungalt, azért

(én, Fa) = <F716n,Fl'> = (en, x),
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kovetkezésképpen (3.3) alapjdn

(x, Fz) = Zan<én,F9L‘> = Zan<€n,$> = Zan(ﬂc,en> = ||2[|7,

neN neN neN

tovdbba az itt szerepld sor Osszege nyilvan valds. Ezt felhaszndlva

1217 + 12 — all7: = 2127 + lalE = > (2, en)an + anlz, en)) = [la]Z.
neN

Ezzel a tételt igazoltuk. [
Az egzakt keretek egy jellemzését fogalmaztuk meg a kovetkezd allitdsban.

3.TéteJ. Legyen € = (en,n € N) egy frame az X Hilbert téren és
jeldlje € = (é,,n € N) az € frame inverzét. Az € frame akkor és csak
akkor egzakt, ha

(3.5) (en,én) =1 (ne€N).

Specialisan minden egzakt frame minimalis, tovabba € és ¢ biorto-
gonalis.

BizONYITAS. i) Legyen el8szor € egzakt frame. Kiindulva a (2.7) egyenl8tlenséghdl
jelolje m és M az € frame konstansait. Indirekt bizonyitast alkalmazva tegyiik fel,
hogy van olyan s € N index, amelyre a := (es, €5) # 1 teljesiil. Megmutatjuk, hogy
alkalmasan véalasztott 0 < g < 1 szdmmal minden x € X elemre fennéll az

(3.6) gmla|* < D [zien)” £ Mz
neN\{s}

egyenl6tlenség. Innen kovetkezik, hogy az (e,,n € N\ {s}) rendszer is frame, s ez
ellentmond annak, hogy € egzakt.

A (3.6) jobb oldala nyilvdnvaléan fenndll. A bal oldali egyenlétlenség iga-
zoldsdhoz irjuk fel az y = e, elelemre a (2.5) frame sorfejtést. Ekkor dtrendezés
utan azt kapjuk, hogy

es=(1—a)™* Z (ee,n)en.

neN\{s}

A Cauchy—egyenl6tlenség alapjan tetszoleges x € X elemre adddik az

(e e =11—al?| Y fen@dwen)f<C Y e,

neN\{s} neN\{s}
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becslés, ahol

C:=|1—a|? Z l(eg, €n)|* < oo.
neN\{s}

Innen (3.4) alapjdn kovetkezik, hogy

mle|® <Y Hze)P S A+C) D wen)l

neN neN\{s}

s ezzel megmutattuk, hogy a (3.6) egyenlétlenség a ¢ = (1 + C)~! konstanssal
valéban fenndll. A kapott ellentmondéssal igazoltuk, hogy egzakt frame esetén
minden n € N indexre fenndll a (3.6) egyenl6ség.

ii) Megforditva most induljunk ki abbdl, hogy fenndll (3.6). Legyen s € N és
induljunk ki az es elem kovetkez6 két el6allitasabol:

es = Z Osn€n = Z(es,én>en.

neN neN

Erre a két eldéllitasra és az x,, = ds, (n € N) egylitthaté sorozatra és € helyett a
¢ rendszerre felirva a (3.6) egyenl6tlenséget

1= [enen)+ D |ewén)>+[1 -1

neN neN\{s}

adédik. Innen (es,és) = 1 alapjdn

Z |<€s’én>|2 =0

neN\{s}

kovetkezik. Ezzel megmutattuk, hogy a (3.6) feltétel az (es,€,) = dsn (n € N)
biortogonalitasi feltétel teljesiilését vonja maga utan. Innen méar kévetkezik, hogy
¢ minim4lis rendszer. A minimadlis rendszer értelmezése alapjan nyilvanvald, hogy
bel6le barmely elem elhagyéasaval kapott részrendszer mar nem lehet zart rendszer,
kovetkezésképpen frame sem lehet. Ezzel megmutattuk, hogy a (3.6) feltételnek
eleget tevé frame egzakt. [

A fenti meggondolds alapjan mar egyszeriien adddik az egzakt framekre vonat-
kozé aldbbi normélasi feltétel.

1.Kovetkezmény. Barmely egzakt frame esetén
(3.7) m<|len* £ M (neN)

teljestil.
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BizoNYiTAS. Alkalmazzuk a (2.7) egyenlStlenséget az x = &, := F~ley elemre
és vegyik figyelembe, hogy & és € biortogondlis. Ekkor a Cauchy-egyenlGtlenség
alapjan
mllér]® < D e en)* = 1(Ers ex) > < llexl®llex],
neN

ahonnan a (3.7) bal oldala mar kévetkezik.

Megjegyezziik, hogy a (3.6) jobb oldala nemcsak egzakt, hanem bérmely keretre
fenndll. Ennek igazoldsdhoz alkalmazzuk a (2.7) egyenl6tlenséget az x = ey, elemre.
Ekkor

el <> lews en)® < Mlex]?,
neN

s ezzel az allitds masodik részét is igazoltuk. [

Felhasznalva a feltétlen bézis fogalmét a most bizonyitott 1. Kovetkezmény és
a 3.Tétel alapjan az egzakt framek egy ujabb jellemzését kapjuk. Akkor mond-
juk, hogy egy vektorrendszer feltétlen bazis egy Banach-térben, ha varmely
atrendezése bazis.

2. Kovetekzmény. Az & rendszer akkor és csak akkor egzakt frame
az X Hilbert téren, ha € feltétlen bdzis, amelyre teljesiil a (3.7) feltétel.
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6. Fuggelék

1. Fourier-transzformacid

Ebben a pontban 6sszefoglaljuk a legfontosabb, Fourier-transzforméciéval kap-
csolatas fogalmakat és tételeket.

Jelolje LP = LP(R) (1 £ p £ o0) azoknak a szdmegyenesen értelmezett, Le-
besgue-mérheté fuiggvényekenek az ekvivalencia osztilydt, amelyekre | f|, < oo,
ahol

W = ( |f<t>|pdt)1/p, £l = inf {& 2 0] [£(t)| £ K mum. teR}

a szokasos LP normat jeloli. Két fiiggvény akkor tartozik egy ekvivalencia osz-
talyba, ha majdem mindenitt (réviden: m.m.) megegyeznek. Az LP-tér az || - |,
normaval Banach-teret alkot. Specidlisan L? az

@) (f.q) = / Fhg)dt (f.g€ I?)

skalaris szorzattal Hilbert-tér.
Az R-en értelmezett folytonos fliggvények halmazdt a C(R), a végtelenben eltiing
folytonos fuggvényeket a Co(R) szimbSlummal jeloljiik:

3) Co(R) := {f € C)B) | lim f(t) = lim_f(r) = 0}.
A Fourier-transzformaécio értelmezéséhez az
(4) e(t) := cos2nt + isin2nt (¢t € R)

1-szerint periodikus komplex trigonometrikus fiiggvénybdl, az R alapkarakte-
rébdl indulunk ki. Az

(5) e&(t) =e(x-t) (z,t€R)
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fiiggvénsereget komplex trigonometrikus rendszernek nevezzik. Az ¢, (v € R)
eleget tesznek az

(6) i) exl(ts +ta) =ep(ti)en(ta), ) €nytas(t) = €o (t)ewy (1)
(2,21, 22, t,t1, 12 € R)

fliggvényegyenleteknek. Megforditva megmutathaté, hogy folytonos, 1 abszolit
értékil fliggvények esetén az (5) i) tulajdonsdg jellemzi az e, (z € R) rendszert.
Nevezetesen, ha valamely ¢ : R — T := {z € C||z| = 1} folytonos fiiggvényre
o(t1 +ta) = o(t1)d(ta) (t1,t2 € R) teljesiil , akkor egyetlen olyan x € R 1étezik,
hogy ¢(t) = €, (t) (t € R). Az absztrakt harmonikus analizisben szokasos széhasz-
nalattal élve ennek alapjin azt mondjuk, az (e, € R) trigonometrikus rendszer
az R additiv csoportjanak karakter rendszere.
Az L' téren értelmezett

(7) fl@) = (Ff)() = /Rf(t)?z(t) dt (f€L'(R),z€R)

leképezést Fourier-transzformdcionak, az f fliggvényt az f Fourier-transz-
formaltjanak nevezziik. Ismertes, hogy F : L*(R) — Cp(R) korldtos linedris
operator, amelyre

(8) IFflleo S Iflle (f € LY(R)).

A Fourier-transzforméci6, amely a (7) képlet alapjan csak L'-beli fiiggvényekre
értelmezhetd, kiterjesztheté az L?(R) térre. A kiterjesztett operétor, amelyet
szintén F-fel fogunk jeldlni, az L?-nek egy 6nmagdra valé linedris bijekcidja.
Ezen tilmenden F unitér az L*-6n,

(Ff,.Fg)=(f.9) (f.g€L?.

A Fourier-transzformacié szoros kapcsolatban all az aldbbi

(9) (raf)(2) : = f(x +a), (vaf)(x) = €a(2) f(2),
(0sf)(z) : = f(sz) (a,z € R,s>0)

transzlacié, modulacié és dilatacié operatorokkal.
Nevezetesen

(10) TaoF =Fov_,, For,=v40F,
Fods=s5"'5,10F (a€R,s>0).

(11) (F @) = (Ff)(-2) (z€R,feL?UL
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operatort a Fourier-transzformacio inverzének nevezzik. Az elnevezés jogo-
sultsagat a kovetkez6 tény tamasztja ala :
Béarmely f € L? fiiggvényre

(12) FFH=FFfH=f (fel?.

Az F adjungéltja az F'. Nevezetesen

(13) (Ff.g)={(f,.Fg) (f.g€L?.

Ez az azonossdg minden Ll-beli f, g fiiggvényparra is fenn4ll.
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