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1. ElGszo6

Mivel annak ellenére, hogy Ky mester harmadjara rangatott tabldhoz, és ott megprobaltam maradékos poli-
nomosztast magyarazni, tobben azt jeleztétek felém, hogy nem értitek. Ezt meg tudom érteni, a mikrofonnal, illetve
a tablaval valé bohockodas valdszinileg elvonta a lényegrél a figyelmet, illetve megnehezitette az ora kovetését.
Viszont nagyon fontosnak tartom, hogy ezt a részt megértsétek, mert a maradékos polinomosztés fontos része lesz
bizonyos integralok kiszdmolasanak, ahogyan azt az utolsé 6ran lathattuk is.

Jelen dokumentum kinyomtatésa, mésolasa, sokszorositdsa, reprodukalasa, barmilyen adatrogzité rendszerben
valé tarolasa, vagy utankozlése a szerzé megkérdezése és kifejezett irdsbeli engedélye nélkiil, barmikor barki szamara
megengedett.

2. A lényeg

Adott tehat két polinom, P(z) és Q(z). Feltessziik, hogy P(x) fokszama nagyobb, mint Q(z) fokszédma (ellenkezd
esetben nem kezdenénk el a polinomosztést, hanem elkezdenénk kiintegralni a tortet, de errsl majd késébb lesz
meég sz0). Az altalanos recept az az, hogy megnézziik, hogy P(x) legnagyobb fokszamu tagjaban hanyszor van
meg Q(x) legnagyobb fokszamu tagja. A kapott eredménnyel visszaszorozzuk Q(z)-et, és ezt kivonjuk az eredeti
P(z) polinombdl. Az osztast ezutan az itt kapott polinommal Gjra elvégezziik. Konnyen megfigyelhetd, hogy P(x)
fokszama szépen elkezd csokkenni. Ezt az algoritmust pedig éppen addig kell ismételni, amig P(x) fokszama kisebb
lesz, mint Q(x)-¢.

2.1. Atalanosan

Ha lehet, egy kicsit még altalanosabb leiras kovetkezik. Akinek itt nem vilagos, nem kell megijedni, remélhetéleg
a 2.2-es részben tisztézodik minden. Legyen tehat P(z) = a,a™ + ap_12" 1 + -+ + a12 + ap , valamint Q(x) =
D™ + by 1™t 4 - 4+ bz + by, ahol feltettiik, hogy n > m. Az algoritmus lépései:

1. Megnézziik, hogy P(x) legnagyobb fokszamu tagjaban hanyszor van meg Q(z) legnagyobb fokszamu tagja,
azaz: 4ni_ — manTm

b x™ n

2. Visszaszorozzuk Q(xz)-et a kapott kifejezéssel (§22"~™), és P(z) ala irjuk a kapott polinomot, amit aztén ki
is vonuk P(xz)-bél. Ekkor P(x) fokszdma (valamennyivel, de) csokkeni fog.

3. A kivonas utan kapott polinommal ismét elvégezziik ugyanigy az osztast, egészen addig, amig P(x) fokszama
kisebb nem lesz, mint Q(z) fokszama.

2.2. Valami normalis példat esetleg?

Azt is mutatok. Legyen P(z) = 2° — 222 + 4, és Q(x) = 2? + 2z + 1.
Az osztas valahogy igy fog kinézni:
2 =202 +4: (2> + 20+ 1) =23 - 222 + 32— 6
(2 + 22* 4 23)
—2z* — 2% — 222 4+ 4
(—2x% — 43 — 222)
323 + 4
(323 + 622 + 3x)
—622 — 3x + 4
(=622 — 122 — 6)
9x + 10
Nem kell megijedni igy elsé ranézésre, leirom hogy mi térténik az elsé két sorig, mert onnantél tgyis ismétlgdik.




1. Hasznélom a fentebb maér leirt szabalyt: i—; =23

25 =202 4+ 4 (2% + 20+ 1) =x3
2. Visszaszorzok 2 + 2z + 1-el, ez a rész zardjelben, és alahtizva szerepel:
25 =222 +4: (2?2 + 20 +1) = 23
(x5 + 2x* + x3)
3. Kivonom a kapott eredményt az eredeti P(x) polinombol:
x> =222 +4: (22 + 22 +1) =23
(25 + 22 + 23)
—2x* - x3 - 2x2+4
4. Es amit itt kapok, ezzel osztok tovabb. Tehat a kovetkezs rész: hanyszor van meg —2z%-ben x2? Hat bizony
—2x2-s7er.
20 =202 4+ 4 (2% + 20+ 1) = 2% — 2x2
(x® + 22* + 23)
2% — 23 222 4+ 4

5. BEzutan —2x2%-el szorzunk vissza, és azt vonjuk ki az utoljara kapott polinombol. Innen mér taldn tényeg
latszik, hogy mi az algoritmus.

Az osztés végeredménye tehat x® — 222 + 3x — 6, maradék a 9z + 10. Ezzel mar nem osztunk tovabb, mert
kisebb a fokszama, mint amivel osztani szeretnénk.

Hazi feladat: ellenérizd, hogy jol szdmoltam-e, azaz szamold ki, hogy mit ad (22 + 2z +1)(2% — 222 + 32 — 6) +
9z + 10 eredményiil. Ha minden jol megy, visszakapod az eredeti P(z) polinomot.

3. De mire j6 ez az egész?

Nagyon sok helyen, de nalunk most legféképpen integralszamitasnél fog jol jonni a maradékos polinomosztas.
Ugyanis ha egy ggig alaku tortet szeretnénk integralni, és netdn P(x) fokszama nagyobb, mint a Q(z)-¢é, az lesz

az els6 dolgunk, hogy leosztjuk. Aztan ami marad, egyenként ki tudjuk integralni. Vegyiik a kovetkezs integralt:

dx

/x6—2x5+x3—38x2+9x+55
2

¢ —x—06

A polinomosztas eredménye x* — 2% 4 522 — 8, maradék az x + 7. Ezaltal az integral atalakithat6 az alabbi
alakba:

_ 4 3 2 T +7 _ 4 3 2 A B
dz = /(l‘ —x°+5x —8+m)dx = /(m —z°+5x —8—|—m+$_3

/z6—2z5+1:3—38x2+9x+55
2 —x—6

)dx

Az utolso atalakitasnal elkezdtem a maradék tort parciélis tortekre valo bontésat. Ezt ugy kell kezdeni, hogy
a nevezGt szorzatta alakitod, és két Osszegre bontod. Gyakorlatilag a kézos nevezére hozas forditottja zajlik le
ilyenkor. A és B viszont még kérdéses. Ha most akarnink kdzos nevezére hozni, nem nehéz megérteni, miért kell
megoldani az aldbbi egyenletet:

Alx —3)+ Bz +2)=x+7

Ar —3A+Bx+2B=z+7

(A+B)x—3A+2B=x+7

Az utolso sorrol leolvashatoé az alabbi egyenletrendszer, mivel mindkét oldalon azonos mennyiségi z, illetve
konstans szerepel:

A+B=1
—34+2B="7
Megoldésai: A = —1 és B = 2. Ezeket visszahelyettesitve az integral konnyen kiszamolhato:
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