Bevezetés a Szamitaselméletbe 1.
2. pZH javitdkulcs

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva
az értékelés egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepl6 allitas kimondasa, tétel felidézése
nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az
a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelelé részének végiggondolasa vilagosan
kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen
kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltérs, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldaso-
kért pedig az atmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok
jarnak. Szamolasi hibaért altalaban 1 pontot vonunk le.

1. Bizonyitsuk be, hogy ha G = (A, B; E) paros graf és a € A,b € B esetén d(a) > d(b) > 1, akkor van G-ben
A-t fed6 péarositéas.

A tanult Hall tétel szerint pontosan akkor van G-ben A-t fed6 pérositds, ha teljesiil a Hall feltétel, (2 pont)

azaz tetsz6leges X C A-ra |[N(X)| > | X]|. (1 pont)
Ezt fogjuk tehat ellenérizni. A feltétel szerint 1étezik olyan ¢ > 1 egész szdm, amire d(a) > ¢ > d(b) teljesiil
minden a € A és b € B csticsra. (1 pont)

Jelolje E(X) az X-b6l indulé élek halmazét. Vilagos, hogy c¢- | X| < |E(X)| < ¢-|N(X)|, hiszen minden X-beli
csticsbdl legaldbb ¢ kiilonbozé él indul, mig egy N (X)-beli csicsra pedig legfeljebb ¢ E(X)-beli él illeszkedhet.

(4 pont)
Mivel ¢ # 0 ezért bétran leoszthatunk: | X| < |N(X)], (1 pont)
azaz teljesiil a Hall feltétel, csakugyan létezik G-ben A-t fed6 péarositas. (1 pont)

2. Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak 2010 cstcsa van, és a(G) = 100, akkor x(G) > 21.

Tegyiik fel, hogy a G graf kiszinezheté k szinnel. Mivel a k szinosztaly mindegyike fiiggetlen halmaz, ezért
minden szinosztély legfeljebb a(G) csicsot tartalmazhat. (2 pont)
A k szinosztély lefedi G minden csticsét, ezért k- o(G) > |V(G)|. ( )
A konkrét esetben ez azt jelenti, hogy 100k > 2010, ( )
ahonnan k > 2010/100 > 20. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy G kiszinezéséhez 20-nél t6bb, azaz legaldbb 21 szin kell, ( )
ami pontosan azt jelenti, hogy x(G) > 21, és épp ezt kellett bizonyitanunk. ( )

)

3. Igazoljuk, hogy ha G = (V, E) egyszer(i graf és minden fokszdma 12, akkor nem léteznek olyan G; = (V, F4

és Gy = (V, Ey) sikbarajzolhaté grafok, amire £ = FE; U Fs, azaz G nem 4&ll el§ két sikbarajzolhaté graf
unidjaként.

Jelolje n a G graf csucsainak, m pedig az éleinek a szamat. Ha a G graf minden csicsabdl 12 €l indul, akkor
12n = 2e, azaz e = 6n, (3 pont)
hiszen a fokszamosszeg éppen az élszam kétszerese a tanultak szerin. (1 pont)
Azt is tanitottdk, hogy ha egy n csicsu egyszerli grafnak legaldbb 3 csticsa van és sikbarajzolhatd, akkor az
éleinek szama legfeljebb 3n — 6. (3 pont)

Mérpedig ha a G graf (aminek az egyszeriiség és a 12 fokszdm miatt legaldbb 13 csticsa van) két sikbarajzolhaté
graf unidja volna, akkor G-nek legfeljebb kétszer annyi éle lehetne, mint egy sikbarajzolhaté grafnak, (1 pont)
konkrétan legfeljebb 2(3n — 6) = 6n — 12. (1 pont)
Lattuk, hogy a G grafnak ennél tobb éle van, igy valéban nem lehet G két sr graf unidja. (1 pont)

4. Stirgésen el kell fogadni a korrupcidellenes torvényt. Ennek érdekében kiilonféle egyeztetéseket és vitdkat kell
lefolytatni, amik csak bizonyos sorrendben kovethetik egymést. A mellékelt abran lathatd graf csicsai jelentik
az egyes cselekményeket, a nyilak pedig a kordbban végrehajtandé cselekménybdl olyanokba mutat, amik azt
nem elézhetik meg, s6t, a két cselekmény megkezdése kozott el kell telnie a nyil mentén megadott szamu
napnak. A p paraméter az illetékes bizottsdg arrdl valé ,meggyézésének” a koltsége, hogy adott idén beliil
hagyjak jova a javaslatot. Mennyibe keriil a torvény 42 napon beliili elfogadasa?

Az s,a,d, e, f,b,g,h,c,t sorrend a csicsok egy topologikus
sorrendje. Ebben a sorrendben dolgozzuk fel a graf csucsait.

(3 pont)
Az abrén lathaté médon meghataroztuk az egyes tevékeny-
ségek legkorabbi kezdési idGpontjait, és megjeloltiik azokat
az éleket, amik ezeket a legkorabbi idopontokat meghata-
rozzak. A ¢ és t csicsoknal mind a kezdési idépont, mind

az ezt meghatdrozo él fiigg a p paramétertol. (4 pont)
Az kell tehdt nekiink, hogy max(41,52 — p) < 42 legyen,
azaz 52 — p < 42, vagyis p > 10. (1 pont)
Az id6beni elfogadds koltsége tehat legaldbb 10. (1 pont)
Ha pedig raszanjuk erre a 10 koltséget, akkor el is fogadhat6 a torvény ennyi id6 alatt. (1 pont)

Ekkor a kritikus tevékenységek azok, amik a p = 10-hez tartozd kritikus utak valamelyikén vannak, azaz az
s,a,b,c és t lesznek. (0 pont)




Ha vkinek a ,42 napon beliil” legfeljebb 41 napot jelent, és ezért p = 11 jon ki, azt is fogadjuk el helyesnek.

. Legyenek az F' fa cstcsai az vy, vs,. .., V10, élei pedig v;v;41, ha 1 <3 < 4ill. vsv;, ha 6 < 5 < 10. Tegyiik fel,
hogy F' a G egyszer(i, irdny{tatlan graf v;-bél inditott mélységi (DFS) bejardsdhoz tartozé fa. Legfeljebb hany
éle lehet G-nek?

Tanitottak, hogy a mélységi bejaras fajahoz nem tartoznak keresztélek, azaz olyan élek, amik a fa olyan csicsait

kotik ossze, amik nem leszérmazottai egymdsnak. (3 pont)
Ezek szerint G-ben nem futhat él a vg, v7,...,v19 pontok kozott. (2 pont)
A G grafnak tehat nem lehet tobb éle, mint annak a grafnak, amit 10 pontu teljes grafbdl tigy kapunk, hogy
elhagyjuk a fenti 5 pont kozt futo éleket. (2 pont)
Az élszém tehdt legfeljebb (120) - (g) =45 — 10 = 35 lehet. (1 pont)
Ennyi éle pedig lehet is G-nek. Ha ugyanis G pontosan a fent leirt graf, akkor a megadott F' lehet a G mélységi
fija. (2 pont)

A fa helyes lerajzolasaért adjunk 1 pontot, ha nincs maés értékelhetd teljesitmény.

. Legyen a II dontési probléma inputja egy osszefiigg6 G graf, az output pedig pontosan akkor ,igen”, ha van
G-ben Euler-korséta. Mutassuk meg, hogy II € co — N P.

Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges Osszefiiggé grafra hatékonyan ré tudjuk bizonyitani az Euler-korséta

nemlétét, méar persze amennyiben nincs benne ilyen. (3 pont)
Azt tanitottdk valaha, hogy egy véges, Osszefiiggd G grafban pontosan akkor van Euler-korséta, ha G-ben
minden cstcs foka péros. (3 pont)
Pontosan akkor nincs tehat Euler-korsétaja G-nek, ha G-nek van paratlan foku cstcsa. (2 pont)
Egy ilyen cstics megadasa utan pedig polinom idében lehet bizonyitani, hogy a foka pératlan, tehat nincs
Euler-korséta G-ben. (2 pont)

Igazdbdl arra is van id6, hogy mind az n csicsot végignézziik, igy a fentiekbdl tkp az is kovetkezik, hogy
II € P. Es persze j6 bizonyitas az is, ha kozvetleniil ezt mutatjuk meg, hisz P C NP.



