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4. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi utmutatoé célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédéd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Utmutatéban leirttdl eltérd j6 megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Hanna minden tanitdsi napon a tobbitdl fiiggetleniil 0,6 valdszintiséggel hatos, 0,4 valdszintiséggel
négyes villamossal érkezik az egyetemre. Feltéve, hogy a milt hét 6t tanitdsi napja alatt Osszesen
haromszor jott hatossal, mennyi a valdsziniisége, hogy milt pénteken hatos villamossal érkezett az
egyetemre?

Megoldas:

(0 pont) Legyen H az az esemény, hogy Hanna a milt héten haromszor jott hatos villamossal, P pedig
az, hogy mult pénteken hatos villamossal érkezett.

(1 pont) A kérdéses valésziniiség P(P | H).

(2 pont) A feltételes valészintliség definicidja szerint

]P’(P\H):W

(3 pont) Ha X jeloli a napok szamat egy héten, amikor Hanna hatossal megy az egyetemre, akkor
X ~ Bin(5;0,6), és
5

P(H) =P(X =3) = (3

) -0,6% - 0,42 = 0,3456.

(Ez persze az X véltoz6 bevezetése nélkiil is megkaphat6, hasonléan az alabbiakhoz.)

(1 pont) Ha P és H is teljesiil, az azt jelenti, hogy pénteken kiviil a hét elsé négy napjabdl pontosan
ketton ment Hanna hatossal. Ezt a két napot (;1) = 6-féleképp valaszthatjuk,

(1 pont) az egyes lehetéségek pedig (az egyes napok fiiggetlensége miatt) 0,6% - 0,42 valésziniiséggel
kovetkeznek be, tehat
(1 pont) P(PN H) = 6-0,6% - 0,42 = 0,20736.

(1 pont) Tehat
6-063-0,42 3
P(P|H)=————1_ =Z=0,6.
(P H) 10-0,63-0,42 5 ’
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2. Egy szabalyos kockaval kétszer dobunk. Jelolje X a dobott egyesek, Y pedig a dobott kettesek szamat.
Hatarozzuk meg X és Y egyiittes eloszlasat, és dontsiik el, hogy fliggetlenek-e az X és Y valtozok.

Megoldas:

(1 pont) X és Y lehetséges értékei 0, 1 vagy 2, azaz ranX = ranY = {0,1,2}.

(1 pont) Ha két egyest dobtunk (azaz X = 2), akkor nem dobhattunk egyetlen kettest sem, azaz ¥ = 1
és Y = 2 sem teljesiilhet. Hasonlbéan, ha Y = 2, akkor X = 1 nem teljesiilhet. Azaz

P(X=2Y=2=P(X=1Y=2)=P(X=2Y=1)=0

(1 pont) Az, hogy pontosan két egyest dobunk (ami megegyezik az {X = 2,Y = 0} eseménnyel),
1

1 1
6 636 valoszintiséggel teljesiil. Ugyanilyen eséllyel dobunk két kettest, azaz
1
IP’(X:2,Y:0):IP(X:O,Y:2):%.

(1 pont) Az, hogy egyesbdl és kettesbdl is egy-egy darabot dobunk, kétféleképp torténhet: vagy az els
dobas egyes és a masodik kettes, vagy forditva. Igy tehat

PX=1Y=1)=—=_—.

(2 pont) Ha egy darab egyest dobunk, és nem dobunk kettest, akkor a masik dobés a 3, 4, 5, 6 szdmok
valamelyikét adhatja. Figyelembe véve, hogy az egyes az elsé és a masodik dobas soran is adodhat, ez
Osszesen 8-féle lehetGséget jelent, igy tehat

8 2

) = % = 9.
Hasonléképp adddik, hogy egy kettes és 0 db egyes valdszintisége

8

P(X=0Y=1)=.

(1 pont) Ha sem 1-est, sem 2-est nem dobunk, akkor mindkét dobasnal 4 lehet&ség adodik, azaz

4 4 16 4
PX=0Y=0=55=5"¢

(0 pont) Osszefoglalva:

0 1 2

16/36 | 8/36 | 1/36
8/36 | 2/36 | O
1/36 | 0 0

N =IO

(1 pont) A két valtozd pontosan akkor volna fiiggetlen, ha P(X =k, Y =1) = P(X = k)P(Y = 1)
teljestilne minden k,1 € {0, 1,2} esetén,

1
(2 pont) ez azonban nem teljestl, pl. P(X =2) =P(Y =2) = 6 #0=P(X =2,Y =2).

3. Vélasztunk egy pontot egyenletesen véletlenszertien a [0; 1] x [0; 1] négyzet belsejében (tehét nem az
oldalain), majd 6sszekotjiik a valasztott pontot a négyzet (0;0) és (1;0) cstcsaival. Mi a valdszinti-
sége, hogy az igy kapott két egyenesnek és a négyzet hatdrdnak a fenti két csicstdl kiillonbozé két
metszéspontja a négyzet ugyanazon oldalan fekszik?
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Megoldas:
(1 pont) A valasztott pont az Q = [0; 1] x [0; 1] négyzetre esik, ez tehat az eseménytér.

(2 pont) A vélasztott pontot a (0;0) cstcesal 6sszekotve adddd egyenes a négyzet hatérat egy tovabbi
pontban vagy a fels6 oldalélén (vagyis a (0;1) és (1;1) cstcsokat Osszekotd élén), vagy pedig a jobb
oldali élén (azaz az (1;0) és (1;1) cstcsokat sszekotd élén) metszi.

Hasonléképp a valasztott pontot az (1;0) csicesal Osszekotve ad6dd egyenes a négyzet hatarat egy
tovabbi pontban vagy a fels§ oldalélén, vagy pedig a bal oldali élén (azaz a (0;0) és (1;1) csticsokat
0sszekotd élén) metszi.

(1 pont) A két metszéspont tehat akkor lehet ugyanazon oldalélen, ha mindkét egyenes a felsé oldalélen
metszi a négyzetet.

(2 pont) Ez pedig éppen akkor kovetkezik be, ha a valasztott pont nem esik a négyzet egyik atléja ala
sem, azaz az atlok felett, esetleg magén az atlén (vagy atlékon) helyezkedik el. Vagyis amennyiben
a (0;1), (1;1) ill. (1/2,1/2) pontok altal meghatérozott H haromszogre esik, ennek az eseménynek a
valésziniiségére vagyunk tehat kivancsiak.

(1 pont) A geometriai valészintiségi mez6rol tanultak szerint P(H) = 5((9))
(1 pont) Itt T(Q2) = 1,
(1 pont) a H haromszog teriilete pedig T'(H) = %,
(1 pont) tehat P(H) = %
4. Az X valdsziniiségi valtozd eloszlasfliggvénye
=5 Mo

Hatarozzuk meg az X varhato értékét és szérasit.
Els6 megoldas:

(3 pont) A megadott eloszlasfiiggvény alapjan X ~ Exp(0,5),
1

(3 pont) igy a tanult formuldk szerint E(X) = 0% = 2,
1

3 pont) valamint D*(X) = =1

(3 pont) valamint D*(X) 052 ,

(1 pont) azaz D(X) = V4 = 2.
Masodik megoldas:
(1 pont) Mivel a ¢t = 0 pont kivételével az Fx fliggvény derivalhaté, és minden pontban folytonos,

(1 pont) igy az eléadason tanult tétel alapjan az X valtozé abszolut folytonos, és az fx siirliségfiige-
vénye az Fx eloszlasfiiggvény derivaltja, ahol a derivalt 1étezik, és 0 kiilénben,

(1 pont) azaz
{ %-e‘t/z, ha 0 < ¢,

0 kilonben.

(1 pont) Az X varhatoé értéke definici6 szerint

E(X) :/OO t-fX(t)dt:/Ooo;-et/Zdt.

—00

(1 pont) Parcidlisan integralva ez

= [—t-e_t/ﬂzo—{—/oooe_t/zdt
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(1 pont)

=0+

e—t/j o0

1/2 |,

(1 pont) A valtozé transzformaltjanak varhaté értékére vonatkozoé formula alapjan
oo oo 42
E(X?) = / t2 - fx(t)dt = / — e 24,
S 0o 2
(1 pont) Parcidlisan integralva ez

= [—tQ-e—t/ﬂ;ojLQ/ t-e 2t =0+ 4E(X) =8,
0

(1 pont) fgy D*(X) = E(X?) —E(X)?2 =8 —4 =4,
(1 pont) azaz D(X) = V4 = 2.

5. Egy egyetem nyilt napot tart, és egyik nap délutanjan 2 érara két tanszék is meghirdet egyméstol
fiiggetlentil egy-egy el6adast. A nyilt napra 1000 érdekl6dd regisztralt (és csak regisztracidval lehet
részt venni). Tegyiik fel, hogy mind az 1000 érdekl6dé megjelenik az adott napon, tovabbé a résztvevok
(nem ismervén behatéan az eléadasok témadit) 1/2 — 1/2 eséllyel véletlenszeriien vilasztanak a két
elbadas kozott. Ha mindkét eléadast 540 féréhelyes teremben tartjak, akkor kozelitéleg mekkora a
valoszintisége, hogy mindenki le tud tilni mindkét eléaddson?

Megoldas:
(0 pont) Jeldlje a két eléadast A ill. B.

(1 pont) Legyen X azon résztvevok szama, akik az A eléadast valasztjak, akkor a B eléadast valasztok
szama 1000 — X.

(1 pont) Mivel a résztvevok egymastél fuggetleniil valasztanak az eldadésok kozott 1/2 — 1/2 valdszi-
niiséggel, igy X ~ Bin(1000;1/2).
(1 pont) A részvev8k pontosan akkor tudnak leiilni mindkét teremben, ha X < 540 és 1000 — X < 540

egyszerre teljesiil,

(1 pont) azaz ha 460 < X < 540, igy a P(460 < X < 540) valésziniiséget keressiik.

1 1
(1 pont) E(X) = 1000 5 = 500 és D(X) = v/1000 - 7,

(1 pont) igy a valtozét sztenderdizalva a keresett valdszintiség

8 X — 500

460 —500 _ X —500 _ 540500\ [ 8 _ _ .8
V10 ~ /1000 1 ~ /10

< <
V1000 - 3 ~ /1000 - 3 ~ /1000 - 5

(2 pont) A de Moivre-Laplace-tétel szerint a sztenderdizalt valtozé kozelitéleg sztenderd normalis
eloszlasu, igy a fenti valdszintliség kozelitoleg

*(7m) 2 (7m)

(2 pont) A ® fiiggvényre tanult formuldt is haszndlva ez

8 8 8
| —= |- 1-P|—==))=2P|—==]—-1=2-P(253) —1~2-0,9943 — 1 = 0,9886.
()~ (-2 (7)) =2 2 () -1 =2 0

6. Egy jatékot gy terveztek, hogy annak fizikai terhelhetésége 40 kg legyen. A gyartas soran tesztelték
a terhelhet&séget, és az elvégzett tesztek kg-ban kifejezve a kivetkezd eredményeket adtak a minta
kiilonb6z6 elemein: 40, 45, 40, 42, 36, 41, 43. Tegyiik fel, hogy a terhelhet8ség (kg-ban mérve) nor-
malis eloszldst kovet ismeretlen p varhatéd értékkel és ismert o = 3,1 kg szordssal. Teszteljiikk 99%-os
szignifikanciaszinten a g = 40 nullhipotézist. Oldjuk meg a feladatot ismeretlen szérast feltételezve is.
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Megoldas:

(1 pont) A varhaté értékre vonatkozé nullhipotézis eldontéséhez (mivel a hattéreloszlas normalis ismert

x p—
szoréssal) az u(zy,...,x5) = /n - HO statisztikat kell kiszdmolni, ahol n = 7 a minta elemszama,
T a mintaatlag, o = 3,1 kg a szoras, illetve pug = 40 kg.

(1 pont) A mintaatlag:

40 4 45 + 40 + 42 + 36 + 41 + 43

41
7 )

T =

41 — 40

(1 pont) gy tehat u(xy,...,z5) = /7 ~ 0,8535.

Ha az altaldnos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jaréd
pont is megadandé.

(1 pont) Az elfogadési tartomany (—®~1(1 — £);® (1 — §)), ahol ® a sztenderd normélis eloszlds
eloszlasfiiggvénye, és 1 — ¢ a szignifikanciaszint. Mivel ¢ = 0,01, igy ®~1(1 — 5) =~ 2,57, igy a fenti
intervallum (—2,57;2,57).

(1 pont) Ebbe a statisztika értéke beleesik, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.
(1 pont) Ha a szérést ismeretlennek tételezziik fel, akkor a vdrhaté értékre vonatkozé nullhipotézis

T —
eldontéséhez (mivel a hattéreloszlas normalis) a t(z1, ..., 25) = /n- *,uo statisztikat kell kiszamolni,

ahol n = 7 a minta elemszama, T a mintaatlag, s* a korrigalt tapasztalati széras, illetve pg = 40 kg.
) g g p M

(1 pont) A korrigdlt tapasztalati szérds meghatdrozdsahoz el6szor a minta értékeinek négyzeteit dtla-

goljuk:
—  40% 4 45% + 40% + 422 + 362 + 412 + 432 11815
2 = + i + + + + = ~ 1687,86,
7
” . C .2 no—5 9 7 48
1 pont) ebbdl a korrigalt tapasztalati szordsnégyzet s* < = 1 (2?2 —7%) = i 8,
n—

)
1 pont) tehat a korrigalt tapasztalati szérds s* = /8.
41 — 40
1 pont) Az elfogaddsi tartomany (—t./2(6);t./2(6)), ahol ¢ = 0,01, itt pedig t./»(6) = 3,707, tehat
statisztika értéke az elfogadasi tartoméanyba beleesik, azaz a nullhipotézist ekkor is elfogadjuk.

0 pont) Igy tehat txy,...,25) =7 ~ 0,9354.

(
(
(
(



