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1. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. a) Mit jelent az (definicié szerint), hogy az A, B, C' C ) események egyiittesen fiiggetlenek?
b) Mondjuk ki a centralis hatdreloszlas tételét.
Megoldas:
a ) Az A, B és C események pontosan akkor egyiittesen fiiggetlenek, ha
P(ANB)=P(A)P(B), P(BNC)=P(B)PC) P(CNA)=P(C)P(A) (2 pont)
illetve
P(ANBNC)=PA)PB)P(C) (3 pont)
teljesiilnek.

b) A centralis hatareloszlds tétele:

(2 pont) Legyen X,..., X, ... egyiittesen fuggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok egy so-
rozata, melyekre 0 < D(X;) = 0 < oo minden i-re.

(3 pont) Ekkor E(X;) = 1 < 0o, és minden ¢ € R esetén

Vno

ahol @ a sztenderd normadlis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

< t) — ®(t) ha n — 00,

2. A Geysir nevii gejzir Izland egyik latvanyossaga. Ez volt az els6 gejzir a torténelemben, aminek a leirdsa
nyomtatott formaban megjelent, s6t (illetve ennek koszonhetéen), maga a gejzir szavunk is a Geysir
névbol szarmazik. A turistak kozil ugyanakkor csak keveseknek van tiirelmiik kivarni a kitoréseit,
ugyanis ezek meglehetésen ritkdk. Tegyiik fel, hogy a kitorésig eltel6 id6 (6rdkban mérve) folytonos,
orokifju eloszlast kovet, 8 éra varhatd értékkel. Mi a valdszinlisége, hogy egy turista a varakozds
kezdetétol szamolva fél 6ran belil lathat egy kitorést? Mi a valdszinlisége, hogy Osszesen 1 éranal
tobbet kell varnia a kitorésig, ha tudjuk, hogy a varakozas elsé fél érajaban a Geysir nem tort ki?
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Megoldas:
(2 pont) Jelolje X a varakozasi idét (6rdkban mérve) a kitorésig, ekkor, mivel X folytonos és 6rokifjia

nemnegativ valésziniiségi valtozo, igy X ~ Exp(\).

1
(X):X:&azaz)\:f

( )
( )
(1 pont) azaz IP’(X <0 5) —1—e 52 ~ 0,0606
( )
( )

PX>1|X>05)=P(X >05+05|X >0,5)=P(X >0,5),

(1 pont) ez pedig a fentiek szerint (1-bél kivonva a komplementer valszintiségét és a folytonossdgot
is hasznélva):

1

1
—P(X<05)=1-P(X<05)=1—(1—€e"16) =¢ 16 ~ 0,9394.
A feltételes valdsziniiség természetesen a definicié alapjan is kiszamolhatd, és az utolsé 4 pont meg-
szerezheto a kovetkezdképp:
(1 pont) A feltételes valészintliség definicidja szerint:

P{X > 1}N{X >05})

PX>1|X>05)= PX > 0.5)

(1 pont) A szamlaléban az elsé esemény maga utan vonja a méasodikat, igy a P(X > 1) valészinliséget
keresstik.

(1 pont) A komplementerre attérve (a folytonossdgot is hasznalva):

ool

P(X>1)=1-P(X<1)=1-P(X<1)=1-Fy(l)=1—(1—¢"5)=e¢"5,

(1 pont) Hasonléképp P(X > 0,5) = e~ /16 igy

o1/8

~1/16
e—1/16

PX>1|X>05)= =e

3. Legyen X ~ N(1;4) normalis eloszlasti valészinfiségi valtozé. Szamoljuk ki a P(1 < X? < 4) valdszi-
niiséget.

Megoldas:

(1 pont) Irjuk fel a keresett valészintiséget két valoszinfiség kiilonbségeként:

P(1 < X? <4)=P(X?<4)-P(X%<1).

(2 pont) Itt a jobb oldalon az elsé valésziniiségben szereplé X2 < 4 feltétel azzal ekvivalens, hogy
—2 < X <2, miga X? <1 azzal, hogy -1 < X <1,

(1 pont) ezért (ismét kiilonbségekre bontva)
P(X?<4)=P(-2< X <2)=P(X <2)-P(X < -2)

illetve
P(X?<1)=P(-1<X<1)=P(X <1)-P(X < —1).

(1 pont) A fent szerepld valoszintiségek az X stiriiségfiiggvényének kiilonbozé értékei,
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(2 pont) azaz (mivel X varhaté értéke 1, szérdsa pedig 2)

P(X<2):¢(2;1):¢><;>,
P

P(X < —2)=®

P(X<—-1)=9

(
Mx<n:¢(kﬂ)zym
< 1

(1 pont) A & értékeinek tablazatabdl kiolvasva
D (0,5) ~ 0,6915;  ®(0) = 0,5
(1 pont) A negativ helyeken a ® transzformdciés formuldjat is hasznalva
D(—1,5) =1 — d(L,5) ~ 1 — 0,9332 = 0,0668;
o(-1)=1—-o(1) ~1—-0,8413 = 0,1587;
(1 pont) tehnat behelyettesitve

P(1 < X? < 4) =~ 0,6915 — 0,0668 — 0,5 + 0,1587 = 0,2835.

Az elsé négy pont megszerezhetd Ugy is, ha valaki az 1 < X? < 4 feltételt el6szor atirja az ekvivalens
—2<X<-1 vagy 1< X <2

feltételre (2 pont), a valdszintiséget ezen két (egymadst kizard) esemény valdsziniiségének oGsszegére
bontja (1 pont), majd ezeket egyesével irja fel kiilonbségként (1 pont).

4. Az X és Y valOszinliségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat, amelybdl egy
érték hidanyzik. Hatarozzuk meg X és Y kovarianciajat.

X
v 0 1| 2
0 1/3 | 1/5
2 1/15 | 2/15 | 1/5

Megoldas:

(1 pont) Mivel a tédblazat egyes cellai egy teljes eseményrendszer eseményeinek valészintiségeit tartal-
mazzak, igy az ott szerepl6 szamok Osszege 1.

(1 pont) Vagyis ha x = P(X =2, Y = 0) a hidnyz6 érték, akkor
1 1 1 2 1 14

1=- 1= T R T
R R TR A T

azaz r = —.
15

(1 pont) Az X peremeloszlisa:

1 1 6 2
PX=0)=-+—=—="=
( e BT T
1 2 5 1
PX=1)=-+—=—=—
( AR TR T
1 1 4
P(X=2)=—+-=—
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(1 pont) igy az X varhaté értéke:

(1 pont) Az Y peremeloszlasa:

(1 pont) igy az Y varhat6 értéke:

(2 pont) Az XY vérhat6 értékének kiszamolasanal csak két 0-t6l kiilonbozo tag lesz:

2 4 12 16
E(XY)=1-2-—+2-2. — 4+ —=—
(XY) 5+ 5 15+15 157

(1 pont) tehat cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y)
16 13 4 28

1 - _ 2
(1 pont) = TR ~ 0,3733.

. Egy bevasarlokozpont 1latogatéirdl felmérést készitenek, és néhany véletlenszertien valasztott vasarloval
kitoltetnek egy kérddivet, melyen tobbek kozott megkérdezik a korukat is. A valaszaddk a kovetkezd
adatokat adtdk meg: 23, 19, 16, 56, 37, 16, 23, 22 év. Szamoljuk ki mintadtlagot és a korrigalt tapasz-
talati szorast, illetve hatdrozzuk meg a mintadhoz tartozd tapasztalati eloszlasfiiggvényt.

Megoldas:
(1 pont) A mintaatlag

23419416456+ 37T+16+23+22 53
T = 5 =5 =265.

%32, ahol s? a tapasztalati szérasnégyzet, n
pedig a minta elemszdma (jelen esetben 8), a tapasztalati széranégyzet pedig az s>
szamolhato,

(1 pont) ahol

(1 pont) A korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet s*2 =
= 22 — 72 képlettel

— 2324197 + 167 + 56% + 37 4 16° + 237 + 227
22 = 2 = 865,

(1 pont) igy tehat

8
s*2 = = - (865 — 702,25) = 186.

(1 pont) A korrigélt tapasztalati szérds tehat s* = v's*2 = /186 ~ 13,6382.

Ha az altalanos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jaré pont
is megadandé. Ha a megoldd szamologép segitésgével szamolja az atlagot és a korrigalt tapasztalati
szérast kozvetleniil a mintabol (tehdt a fenti helyettesitéseket nem végzi el), a korrigalt tapasztalati
szoras és szorasnégyzet, valamint a tapasztalati szérdsnégyzet képletének (vagy egy Osszevont képlet-
nek), illetve az 22 értelmezésének szerepelnie kell az el6z6 4 pontért. Ezek barmelyikének hidnydért
egyenként 1 pont levonds jar a fenti 4-bél (vagyis példdul egy puszta eredménykozlés esetén mindossze
az atlagért jar pont).

(1 pont) A rendezett minta
16, 16, 19, 22, 23, 23, 37, 56,
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(4 pont) tehat a tapasztalati eloszldsfliggvény

=

ha t < 16,
ha 16 <t < 19,

ha 19 < ¢ < 22,

F*(t) = ha 22 < t < 23,

ha 23 < t < 37,

(o] BN N [ R N e [ N N

ha 37 < t < 56,

ha 56 < t.

[

(A rendezett mintanak nem kell feltételniil szerepelni, az érte kaphaté 1 pont egy hibdtlanul megadott
eloszlasfiiggvény esetén is jar.)

6. Egy normalis eloszlast, 4 szérast minta alapjan 95%-os szignifikanciaszint{i konfidenciaintervallumot
szamoltunk a hattéreloszlas varhato értékére, és eredménytl a (3,04;6,96) intervallumot kaptuk.
a) Hatdrozzuk meg a minta elemszamat.

b) Hatdrozzuk meg az ugyanezen mintdhoz tartozé 99%-os szignifikanciaszintii konfidenciaintervallu-
mot is a varhaté értékre. (Elegendé két tizedesjegyre kerekitett értékeket megadni.)

Megoldas:

a)

(1 pont) Ha az intervallum sugara r, akkor 2r = 6,96 — 3,04 = 3,92, azaz r = 1,96.
(1 pont) Ugyanakkor, mivel a szignifikanciaszint 1 — e = 0,95, azaz ¢ = 0,05,

(2 pont) ez a sugar a tanult képlet szerint

9 o
r_¢—1<1—)-_¢—1(0975)-_196-
2 \/ﬁ 9y J

ahol n a minta elemszdma.

(1 pont) Ezt atrendezve \/n = 4, azaz n = 16 adddik.

b)

3,04+6,96

D.
2

(2 pont) A konfidenciaintervallum kézéppontja a mintadtlag, azaz T =

(1 pont) Ha a szignifikanciaszint 1 —e = 0,99 (azaz ¢ = 0,005),

(1 pont) akkor a fenti képlet az intervallum ' sugardra a kovetkezét adja:

4
= &710,995) - —— ~ 2,58.
000 75

(1 pont) Tehat a 99%-os szignifikanciaszintii intervallum a varhaté értékre

(5 — 2,58; 2 + 2,58) = (2,42;7,58).



