Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2017. november 30.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az ttmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt rész-
pontszamokat kozli. Az atmutatoénak nem célja a feladatok teljes értéki megoldésanak részletes leirdsa;
a leirt lépések egy maximélis pontszamot éré megoldés vazlatanak tekintheték.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatme-
net alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphato. Ha egy megoldo egy feladatra
tobb, egyméstol lényegesen kiilénb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfoljebb az egyikre adhaté pont-
szam. Ha mindegyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészithets, akkor a
legtdbb részpontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldasi kisérlet kozott van
helyes és (lényeges) hibat tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket
tartotta helyesnek, akkor a kevesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a
pontszam 0).

Az ttmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol
eltér6 jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

1. Tudjuk, hogy az a, b, ¢, d vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hatdrozzuk meg az a+b,c+d,a+c,b+d
vektorok altal generalt altér dimenziojat.
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Belatjuk, hogy az a+b, c+d, a+ ¢ vektorrendszer a szoban forgé altér (nevezziik V-nek) bazisa, amibél
kovetkezik, hogy V' dimenzidja 3, hiszen van 3 elemii béazisa. (2 pont)
Elgszor belatjuk, hogy az a + b, c + d, a + ¢ vektorok fiiggetlenek. Irjuk fel a a + b, ¢+ d, a + ¢ vektorok
egy linearis kombinéciojat az «, 3,y egyiitthatokkal és vizsgaljuk meg, hogy ez mikor lehet 0. (1 pont)
Az

ala+b)+Bc+d)+v(a+c)=0

egyenlGségben a zarojeleket felbontva, majd atrendezve

(@+7)a+ab+ (B+7y)c+pd=0

adodik. (1 pont)
Mivel az a, b, ¢, d vektorok linearisan fiiggetlenek (hiszen bézist alkotnak R*-ben), ez csak akkor lehet-
séges, haa+~v=0,a=0,5+~v=0,8=0. (2 pont)

Ebbdl persze v = 0 is adodik, igy a kérdéses vektorok egy linearis kombinaci6ja csak akkor lehet a
nullvektor, ha mindharom egyiitthato 0, igy az el6adéson tanult tétel szerint a vektorok fliggetlenek.

(1 pont)
Most belatjuk, hogy a + b, c + d, a + ¢ generalja V-t. Ehhez elég belatni, hogy a + b,c + d,a + ¢ egy
alkalmas linearis kombinécioja elGallitja a b 4+ d vektort, hiszen ekkor minden olyan vektor is el6all a
linearis kombinaciojukként, ami V-ben van. (2 pont)
Mivel b+d = (a+b) + (c+d) — (a+ c), a bizonyitast befejeztiik. (1 pont)



2. Dontstik el, hogy a p valos paraméter mely értékeire van megoldasa az alabbi egyenletrendszernek.
Ha van megoldés, adjuk is meg az 0sszeset.
T+ 3$2 + 51133 =7
2(171 + 9ZE2 + 161’3 = 17
Ty +p-x2+prr3 = 5
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Gauss-eliminaciéval az egyenletrendszert az

1 3 5 7
0 1 2 1
0 0 1—-p|1—p

alakra hozzuk. (2 pont)
Ha p # 1, akkor a harmadik sort (1 — p)-vel osztva folytatjuk az eliminéciot, (1 pont)
melynek végén az

1 0 05

0 1 0] -1

0 0 1|1
redukalt 1épcsds alakhoz jutunk. (1 pont)
Innen a megoldas x1 = 5,20 = —1,23 = 1. (1 pont)
Ha p = 1, akkor a harmadik sor csupa 0 sor, igy toroljiik, (1 pont)
majd az eliminaciot folytatva az

1 0 —-1/4

0 1 2 1
redukalt 1épcsds alakhoz jutunk. (1 pont)
Innen a megoldés 23 =a € R,y =4+ a,x5 = 1 — 2a. (3 pont)

Szamolasi hibakért darabonként 1 pontot vonjunk le, elirdsokért (ha nem lett konnyebb téliik a feladat)
nem musza]j pontot levonni.

3. Szamitsuk ki az alabbi determinéns értékét a determinans definicioja szerint.
(A megoldasban tehat ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo té-
telt vagy azonossagot, pusztan a definiciora alapozva hatarozzuk meg az értékét.)
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egyetlen nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivilasztani, akkor a harmadik sorbol csak a 6-ot vilaszt-
hatjuk, igy az 6todik sorbol a 2-t méar nem, csak az 1-et valaszthatjuk (mert a harmadik oszlopbol
méar vettiink elemet). Hasonloan folytatva, az els6 sorbol csak az 1-et, ezért a méasodikbol csak a 3-at,
végiil a negyedikbdl csak a 3-at valaszthatjuk, igy csakugyan egyetlen nemnulla szorzatot kapunk, a

6-1-1-3-3-at. (3 pont)
Ehhez az egyetlen nemnulla szorzathoz tartozé permutacio a 4,1,3,2,5 (hiszen az els6 sorbol a negyedik
elemet vettiik, a masodikbol az elsét, sth). (2 pont)
Ennek a permutacionak az inverzioszama 4 (hiszen 4 inverzioban all6 par van: (4, 1), (4,3), (4,2),
(3,2)). (2 pont)
Mivel az inverzioszam paros, ezért a szorzathoz tartozo elGjel: +, (1 pont)
a determinéans értéke tehat 54. (1 pont)

4. a) Hatarozzuk meg azon p valos értékeket, melyekre az alabbi matrixnak van inverze.
b) p = 3 esetén adjuk meg az inverz matrix bal fels§ elemét.



2 4 0
3 6 p
6 13 1

a) Gauss-eliminacioval, kifejtési tétellel vagy akar a definicio alapjan gyorsan kiderithetd, hogy a matrix
determinansa —2p, erre 2 pontot adjunk, ha minden helyes. Ismert, hogy inverz akkor és csak akkor
létezik, ha a determinans nem 0, igy az a) feladatra a valasz az, hogy pontosan p # 0 esetén létezik az
inverz, erre 1 pontot adjunk.

b) Gauss-eliminécioval a

2 4 071 0 O
3 6 3(0 1 0
6 13 1]0 0 1

kibévitett egyiitthatomatrixot az

1 2 0/ 53 00

0O 1 1]-3 0 1
0 0 1|—-3 35 O
lépcsts alakra hozzuk, (3 pont)

majd az eliminaciot folytatva az

1o oLz o
0 1 0|-2 -1 1
00 1|—-3 3 0
redukalt 1épcsss alakot kapjuk, (3 pont)
TR
ahonnan az inverz | -2 —31 1 |, (1 pont)
o
a keresett bal fels6 elem pedig 4. (0 pont)

Az a) feladatnal el fog fordulni, hogy valaki az inverz keresése kozben, a p = 0 esetben csupa 0
sort talal a matrix eliminalasakor, az el6adason tanultak szerint ekkor kijelentheti, hogy nincs inverz.
Ha valaki az inverz megadasaval fejezi be a feladatot és nem adja meg a bal felsG elemet (de az
persze a megadott inverzbdl leolvashato), akkor a pontozasnak megfelelGen nem kell pontot levonni.
Természetesen a feladat megoldasahoz nem kell a teljes inverzet kiszamitani, elég annak az els6 oszlopat
megallapitani, vagyis a leirt Gauss-eliminaciok utolso két oszlopara nincs sziikség. Ha valaki igy jar el,
akkor ezen eljaras helyességét nem kell kiilon indokolnia, hiszen ez szerepelt az el6adason. Szamolasi
hibakért darabonként 1 pontot vonjunk le (akkor is, ha az érdektelen részben vannak, kivéve ha a
hallgato ezen rész lényegtelen voltara kitér), elirdsokért, ha attol a feladat nem lett kénnyebb, nem
muszaj levonni.

5. Hatarozzuk meg az aldbbi matrix rangjat minden z,y € R értékre.

zr x 1 1

0 1 0 1

1 1 v y
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Els6 megoldéas. A rang azonos a linearisan fiiggetlen sorok maximaélis szaméval. (1 pont)
Az els6 két sor fliggetlen, hiszen az utolsé két koordindta mutatja, hogy egyik sem szdmszorosa a
maésiknak. (2 pont)



A rang megéllapitasdhoz az jonnan érkezé vektor lemmaéaja miatt most mar elég azt vizsgélni, hogy

a harmadik sor el6all-e az elsé kettd linearis kombinéciojaként. (2 pont)
Ha z = 0, akkor a harmadik sor nem lehet az elsé ketts linedris kombinécidja, az els6 koordinatak
miatt. (1 pont)
Ha = # 0, akkor az els6 koordinatak vizsgalatabol az deriil ki, hogy alkalmas linearis kombinéci6hoz
az els6 sort L-szer kell venni, (1 pont)
ahonnan a harmadik koordinatakat vizsgilva y = 1 kell legyen. (1 pont)
Ekkor a harmadik sor épp az elsé %—szerese, vagyis ilyenkor a sorok nem fiiggetlenek. (1 pont)
Ezek alapjan: z = 0 esetén a rang 3, x # 0,y # % esetén a rang szintén 3, végil x # 0,y = i esetén
(vagyis amikor xy = 1) a rang 2. (1 pont)
Osszefoglalva: az deriilt ki, hogy ha xy = 1, akkor a rang 2, kiilénben pedig 3. (0 pont)

Masodik megoldas. A rangot Gauss-eliminédcioval allapitjuk meg: az nem lesz mas, mint a lépcsés

alakban a vezéregyesek szama. (1 pont)
Ha z = 0, akkor az els6 és a harmadik sor cseréje utan (1 pont)
el6 is allt a lépesds alak 3 vezéregyessel. (1 pont)
Ha x # 0, akkor osztunk z-szel, majd az els sort levonjuk a harmadikbol. (241 pont)
Ekkor a matrix

1 1 1 1

0 1 0 1

0 0 y—1 y—3

T

alakt, vagyis megvan a masodik vezéregyes is,

a harmadikat pedig pontosan akkor tudjuk létrehozni, ha y # %

Vagyis x # 0 esetén a rang 3, ha y # % és 2, hay = %

Osszefoglalva: az deriilt ki, hogy ha xy = 1, akkor a rang 2, kiilénben pedig 3.

Harmadik megoldés. Ismét Gauss-eliminaciot hasznalunk, de elGtte felcseréljiik az els6 és a harmadik
sort, ez a rangot (a sorrang definicidja miatt, amiben a sorok sorrendje lényegtelen) nem véltoztatja
meg. (Ha valaki a Gauss-eliminaci6 keretében cseréli ki ezt a két sort, akkor elvileg indokolnia kéne,
hogy a rang miért nem valtozik — hiszen nem pontosan a tanult algoritmust kéveti —, de ennek hianyaért

nem musza]j pontot levonni.) (2 pont)
A 1épcsis alakban keressiik a vezéregyesek szamat, (1 pont)
ehhez az els§ sor z-szeresét levonjuk a harmadik sorbol. (2 pont)

Ekkor a métrix

1 1 Y Y

0 1 0 1

0 0 1—2y 1—uxy
alaku, vagyis megvan a masodik vezéregyes is, (1 pont)
a harmadikat pedig pontosan akkor tudjuk létrehozni, ha xy # 1. (2 pont)
Mindezek alapjan ha xzy = 1, akkor a rang 2, kiilonben pedig 3. (2 pont)

6*. Egy 5 x 5-0s A matrixnak pontosan hat olyan 3 x 3-as részmatrixa van, ami invertalhat6. Mutassuk
meg, hogy A nem invertalhato.
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Els6 megoldas. A akkor és csak akkor invertalhato, ha az oszlopai fiiggetlenek (hiszen mindkét allitas
azzal ekvivalens, hogy A determinansa nem 0). (1 pont)
Ekkor akdrhogy valasztunk az oszlopok kozil harmat, azok is fiiggetlenek lesznek, (2 pont)



vagyis az altaluk meghatarozott 5 x 3-as részmatrixok rangja 3. (1 pont)
Ezekben a matrixokban tehat — a rangfogalmak egyenlGsége miatt — létezik nem 0 determinansi

3 x 3-as részmatrix. (2 pont)
Ezek a 3 x 3-as részmatrixok kiilonbo6zdk lesznek, ha kiilonboz6 3 x 5-6s részmaéatrixokboél valasztjuk
Gket. (2 pont)

Mivel 3 x 5-6s részméatrixot 10-féleképp tudunk kivalasztani (két oszlopot kell elhagyni, az els6t 5-, a
masodikat 4-féleképp valaszthatjuk, de igy minden part kétszer szamoltunk), ha A invertalhaté lenne,
akkor lenne legalabb 10 nem 0 determinénst (vagyis invertdlhat6) 3 x 3-as részmatrixa, amivel a
bizonyitast befejeztiik. (2 pont)

Masodik megoldas. A kifejtési tétel segitségével megmutatjuk, hogy A determinénsa 0, amibdl az alli-
tas kovetkezik. (1 pont)
Tegyiik fel, hogy a determinans nem 0 és fejtsiik azt ki az utolso6 sor szerint. A kapott elGjeles aldeter-
minansok kozt nyilvan kell legyen 0-t6l kiilénb6zs, tartozzon ez a B 4 X 4-es részmatrixhoz.

(1 pont)
B determinansat az 1., a 2., a 3. és a 4. sora szerint kifejtve is kell hogy kapjunk olyan 3 x 3-as elGjeles
aldeterminansokat, amik nem 0-k. (2 pont)
Ezek mind kiilénb6z6 invertalhatd részmatrixokhoz tartoznak, melyek egy kivétellel mind tartalmaz-
nak elemeket az 1. sorbol. (1-+1 pont)
Fejtsiik most ki A determindnsét az els§ sor szerint. (1 pont)
A fentiekhez hasonloan kell kapnunk egy C' 4 x 4-es részméatrixot, melynek determinansa nem 0, és itt
is kapunk 4 kiilonb6z6 invertalhato 3 x 3-as részmatrixot. (1 pont)
Ezek koziil azonban egyik sem tartalmaz elemeket az 1. sorbol, (1 pont)

igy méar 7 kiilonb6z6 nem 0 determinénsi 3 x 3-as részmatrixot talaltunk, ami ellentmondas. (1 pont)



