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2. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. a) Legyen X egy val6szintiségi valtozd. Mit neveziink az X sztenderdizaltjanak?

b) Mit jelent az, hogy a T(X1,...,X,) statisztika torzitatlan becslés a hattéreloszlds egy 6 paramé-
terére? Mit jelent az, hogy ugyanezen statisztika aszimptotikusan torzitatlan becslés ugyanezen para-
méterre? A tanult alapstatisztikdk koziil melyikrél bizonyitottuk az eléaddson, hogy aszimpotikusan
torzitatlan, de nem torzitatlan becslés valamilyen paraméterre?

Megoldas:

a)

(1 pont) Ha az X véarhaté értéke és szordsa véges, tovabba D(X) > 0 is teljesiil,
— E(X)
D(X)

(4 pont) akkor az valdészintiségi valtozot az X sztenderdizéltjanak nevezziik.

b)
(2 pont) A T(Xy,...,X,) statisztika torzitatlan becslés a 6 paraméterre, ha

E(T(X1,...,X,)) = 0.

(2 pont) A T(Xy,...,X,) statisztika aszimptotikusan torzitatlan becslés f-ra, ha

lim E(T(X1,..., X)) = 0.

n—o0

(1 pont) A tanult alapstatisztikdk koziil a tapasztalati szérasnégyzet aszimptotikusan torzitatlan, de
nem torzitatlan becslés a szérasnégyzetre.

2. Valasztunk két szamot egyméstol fuggetleniil a (0;1) intervallumon. Mi a valésziniisége, hogy a ma-
sodik valaszott szam legalabb akkora, mint az els6 szam fele, de legfeljebb akkora, mint az elsé szam
kétszerese?
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Megoldas:

(1 pont) Jeldlje az els6 vilasztott szdmot x, a masodikat pedig y. Ekkor a két szam valasztésa tekinthetd
egy (x,y) pont valasztasanak az N = (0;1) x (0;1) egységnégyzeten, ez tehat az eseményteriink.

(2 pont) Az
1
A= {2:n <y< 23:}

esemény valoszintiségét keressiik.

T(A)
T(N)

(1 pont) Ez a valdszintiség ahol T'(-) jeloli a teriiletet.

(1 pont) T(N) =1,

(1 pont) tovabbé az A esemény altal leirt tertilet az y = %IL‘ és y = 2z egyenesek kozotti hegyes szogl
szogtartomany N-be esé része. (Ha ez rajzon szerepel, akkor is jar a pont.)

(2 pont) Ehelyett egyszeriibb a komplementer esemény, azaz az N és az A kiilonbségének a teriiletét
kiszamolni, ugyanis ez két egybevagd derékszogli haromszog unidja, amelynek befogoi 1 ill. %

1.1
(1 pont) Tehds T(N\ 4) =2~ 2 = %
(1 pont) azaz P(A) = 1 — P(N\ A) = 1 — % - %

(Az utolsé 4 pont megszerezhet6 gy is, ha valaki direkt médon kiszdmolja az A teriiletét, pl. két
haromszogre szétbontva azt.)

3. Béla minden héten lottdzik, tovabba a kedvenc szdma a 42. Elhatirozza, hogy a kovetkez6é 52 hét
mindegyikén feljegyzi maganak a hiizott szamokat, hogy kiillonboz6 statisztikakat készithessen. Tébbek
kozott azt is meg akarja figyelni, hogy hanyszor hizzak ki a kedvenc szamat. Mi a valdsziniisége annak,
hogy a kovetkez6 52 hét alatt legaldbb 7-szer hiznak 42-est?

Megoldas:

(0 pont) Jeldlje A; azt az eseményt, hogy az i-edik héten kihtuzzdk a 42-t.

(1 pont) Osszesen (950)—féle hizas lehetséges,

(1 pont) ebbdl a j6 esetek azok, amikben a 42 benne van, a tobbi 4 szam (¥))-féleképp vilaszthatd,

tehat (89)
1
]p( Ai) —\4) _ =
(3) 18

(1 pont) Legyen X azon hetek szama, amikor kihizzak a 42-t, ekkor (mivel a huzasok fiiggetlenek, és

52-szer hiiznak) X ~ B(52; %) teljesiil.

(1 pont) A kérdés tehdt a P(X > 7) valésziniiség. (Ez a pont csak akkor jar, ha ezt egy valészintiségi
valtozé segitségével irja fel a megoldd.)

(2 pont) A fenti egyenlStlenségben a varhaté értéket mindkét oldalbél kivonva, majd a szérdssal mind-
két oldalt leosztva a

X -E(X) _ 7T-E(X) X —-52- L xX-% 37
P( D(X) = DX) > ( 52. L .17 L ?8) <;¢13.9172\/13.17)

18 18 1

kifejezés adddik.
(3 pont) A de Moivre-Laplace-tétel szerint ez kozelitSleg

_ 3 (\/32%) ~ 1— B(2,49)

(1 pont)
~1—0,9936 = 0,0064.
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Ha a megooldé nem hivatkozik a de Moivre—Laplace-tételre, csak felirja a formulat, akkor a megfelel6 3
pontbdl egy sem jar. Ha a de Moivre—Laplace-tétel helyett a centralis hatéreloszlés tételére hivatkozik,
de nincs a tételnek megfeleld alakba atirva a formula, akkor szintén nem jar egy sem a 3 pontbdl.

Egy, a centralis hatareloszlas tételét haszndlé megoldas a kovetkezo:
Az els6 két pont ugyanigy szerezhetd meg.

(1 pont) Ha 1 4, az A; eseményhez tartozo6 indikator valoszintiségi valtozo, akkor a hetek szama, amikor
kihtizzék a 42-t: 3222, 1 4,.

(1 pont) A kérdés tehat a P(322, 14, > 7) val6szintiség.
(1 pont) Mivel E(14,) = & és D(14,) = /<% - 1% teljesiil minden i-re,

(1 pont) igy a fenti Osszeget sztenderdizalva

P 211A,—52.ﬁ:> 752 & _p ﬁln&-—%i> 37
/52.%.% VTR V221 T V221
adodik.

(3 pont) A de Moivre-Laplace-tétel szerint ez kozelitSleg

37
1-® (2L ) ~1—®(2,49
<\/221> (2,49)

(1 pont)
~ 1 —0,9936 = 0,0064.

4. Az X és Y valdsziniiségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat. Hatarozzuk meg
az Y-nak az X-re vett linearis regresszidjat.

X
v 0 1
0 2/5 | 1/5
2 1/10 | 3/10
Megoldas:
(1 pont) Az X peremeloszlisa:
2 1 5 1
P(X =0) A + 0=-10" 2
1 3 5 1
]P X e = — —_— = — = —
( ) 5 * 10 10 2
Az Y peremeloszlasa:
2 1 3
PY=0=-+4+-=-
Y=0=c+-=1
1 3 4 2
( ) 10 * 10 10 5
(1 pont) Igy az X vérhat6 értéke:
1 1
EX)=0--+41--=—,
2
illetve az Y varhato értéke: 9 4
EY)=0--+42-—-=_.
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(1 pont) Az XY véarhaté értékének kiszamolasanal csak egyetlen 0-t6l kiilonboz6 tag lesz:

3 6 3
E(XY)=1-2- =—
(XY) = 0 10 5
(1 pont) tehat az X és Y kovariancidja:
3 1 4 1
XY)=EXY)-EX)E(Y)=-—--— =_.

(1 pont) Az Y-nak az X-re vett linedris regresszidja egy X + « alaku valtozo,
(1 pont) ahol

cov(X,Y)
= —7 =E(Y) - E(X).
=" *=E0)-FEX)
(Ha altaldnos képlet nem szerepel, de hibéatlan helyettesités igen, akkor is jar a pont a képletekért.)
. 2 _ . 2y _ _1
(1 pont) Mivel X* = X, igy E(X*) = E(X) = 3,
(1 pont) azaz D*(X) = E(X?) — E(X)?
(1 pont) = 5 i = %, (j6 helyettesitésért képlet nélkiil is jar a pont)
(1 pont) tehat
1/5 4 4 4 1 2
/6 = L = -, oOo=—— =+ — = -,
1/4 5 5 5 2 5
e 4 2
és a linearis regresszié 5X + 5

5. Legyenek X ~ N (3;4) és Y ~ N (4;5) azonos Valészim'iségi mez6n értelmezett fiiggetlen Valészinﬁségi

e sz

X+Y eloszlasa?

Megoldas:
(1 pont) Mivel fiiggetlen valtozék kovariancidja 0,
cov(X,Y)
1 t) 1 X,Y)= ————-=0.
( pon ) lgy Corr( ) ) D(X) D(Y) O

(1 pont) A varhato érték linearitdsa miatt E(X +Y) =E(X) + E(Y)

(I pont) =3+4+4=T1.

(2 pont) Mivel X és Y fiiggetlenek, fgy D*(X +Y) = D*(X) 4+ D*(Y) teljesiil. (Ha a megoldé nem
hivatkozik ennek a tulajdonsidgnak a hasznalatanal a fiiggetlenségre, akkor ez a 2 pont nem jar.)

(1 pont) Azaz D*(X +Y)=4+5=09,

(1 pont) tehat D(X +Y) = 3.

(1 pont) Egy, az eléadason szerepelt tétel szerint fliggetlen, normélis eloszlast valdsziniiségi valtozok
Osszegének eloszlasa normalis,

(1 pont) a fent meghatérozott paramétereket felhasznalva tehat X +Y ~ N(7;9).

6. Tegyiik fel, hogy egy nagyvarosban a hétkéznapokon tortént kozlekedési balesetek napi szdma normalis
eloszlast kovet, melynek szérasa ismeretlen. Egymas utdn 10 hétkoéznapon feljegyeztiik a balesetek
szamat, melyek a kovetkezdk: 32, 27, 37, 42, 28, 19, 30, 26, 35, 37. Elfogadhaté-e 95%-0s megbizhatdsagi
szinten az a hipotézis, hogy egy hétkoznap atlagosan 30 baleset torténik (azaz a balesetek szaménak
varhaté értéke 30). Dontsiink ugyanerrdl a hipotézisrél 98%-os megbizhatosdgi szint mellett is.

Megoldas:

(2 pont) A varhaté értékre vonatkoz6 nullhipotézis eldontéséhez (mivel a hattéreloszlas normalis is-
j —

meretlen szérdssal) a t(x1,...,x10) = /0 - O statisztikat kell kiszamolni, ahol n = 10 a minta

elemszama, T a mintadtlag, s* a korrigalt tapasztalati szoras, illetve pg = 30.
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(1 pont) A mintaatlag:

o 32+27+37+42+28+19+30+26+35+37_313
- 10 T

(1 pont) A korrigalt tapasztalati szérdsnégyzet s*2 = %32, ahol s2 = 22 — 72 a tapasztalati szérds-
négyzet.

(1 pont) Itt

— 3224277 4 377 4 422 4 282 4 192 4 302 + 262 + 35% + 377
22 = o =1020,1,

(1 pont) tehdt s*% = 10(1020,1 — 979,69) = 44,9, és {gy

s* = Vs*2 = /44,9 ~ 6,7007.

(1 pont) Ezért tehdt ¢(z1, ..., 10) ~ v10 - 22552 ~ 0,6135.

Ha az altalanos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jaré pont
is megadandé. Ha a megoldé szamologép segitésgével szamolja az atlagot és a korrigalt tapasztalati
szorast kozvetleniil a mintdbol (tehdt a fenti helyettesitéseket nem végzi el), a korriglt tapasztalati
széras és szordsnégyzet, valamint a tapasztalati szordsnégyzet képletének (vagy egy osszevont képlet-
nek), illetve az 22 értelmezésének szerepelnie kell. Ezek barmelyikének hidnyaért egyenként 1 pont, de
Osszesen maximum 3 pont levonas jar.

(1 pont) Az elfogadasi tartomany (—t./2(n — 1);t./2(n — 1)), ahol . j5(n — 1) az n — 1 szabadsdgfokt
Student-eloszlds 1 — ¢/2 kvantilise. Mivel e = 0,05 (ésn —1=19), igy ez

(—2,262;2,262).

(1 pont) Ebbe a statisztika értéke beleesik, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.

(1 pont) Ha a megbizhat6sdgi szint né, akkor az elfogadasi tartomany is: € = 0,02 mellett ez a
(—2,821;2,821)

intervallum, tehat ebben az esetben is elfogadjuk a nullhipotézist.



