1. Vizsgazarthelyl megoldasokkal
2010/11 tél A3

1. Oldja meg az y'(z) + 3z°y(z) = z* differencidlegyenletet Laplace-transzformécié alkalmazésa nélkiil!

MO. A homogén: ¢’ +3z%y =0 ~» fiyﬁ = — f3;1;2 dr ~» Inlyl=-234+¢c ~s y= ey ’

3

vagyis a homogén altalanos megoldasa: yp4 = ce™™ 3p
Az inhomogén az allanddk varialasaval: y( ) = d(fL‘)&HIB ~s d'e™® —322de™® +322de=* =122 ~o
~s dle® =22 ~As d' =122 diz) = | 2° dmzéexswy:%emge“ﬁ:%. 5p
[gy az inhomogén egy partikuldris megoldasa. Yip = 3- , amivel az inhomogén altaldnos megoldésa:
Yia = Yhd T Yip = %; +ce™® 2p
10p

2. Legyen G a hiromdimenziés térben az origékozépponti R sugaru felsé félgombfeliletbdl és az
azt alulrdl lezaré origékozéppontu R sugaru [z,y| sikbeli korlapbdl allo kifelé iranyitott zart felulet.
Szamitsuk ki a v(r) = r|r|*, r € R® vektor-vektor fliggvény felilletmenti integraljat G-n!

MO. A jelolések: k a z irdnyu egységvektor, [, vdf a v felilletmenti, [, v |df| a v felszin szerinti integrélja.
Felhasznéljuk, hogy [ pvdf = | 1 Un |df|, ahol v, a v-nek a feliileti normaélisra esé vetulete. Legyen
v(r) = r|r|*, n a gdbmb normadlisa, v,, pedig v—nek n-re es6 vetiilete. Mivel n || v(r) igy

v, = |v(r)| és a félgémboén |r| = R, 3p

tehat / v df :/ Un (6] = / 7|° |df| t//‘gldﬂ = RE/ df| = R°|G| = R® - 2R*r =2R'n 5p
G G G G G

VAGY Gauss—Osztrogradszkijjal:

divr|r|* = |r|*divr + 7. grad |r|* = 3|r|* + 7 - 4|r|° e =Y 7|* ha r # 0 3p
s rir|® =07
(és az origéban is 0 mivel itt az r|r|® derivéltoperatora a 0 operétor: lm%] = =
r— s
w/2 27
~> / |r|? df = / 7|r|* dV = / / / 7rt r¥sind dpdrdd =
/2
=7 27r7( cos)| )=R"-27-1=2R"~. 5p

0
A korlapon pedig az integrdl 0, mert annak normélisa: —k L r||v, hisz r € [z,y] a korlapon. 2p 2p
10p

3. Adjon meg egy olyan u : R? — R fiiggvényt, melynek a gradiense a v(r) = r|r|?, r € R® vektor-vektor
figgvény!

MO. rot v = 0 mindeniitt, mert rot v = |r|3rot r—r x grad |r|® = 0 ha r # 0, hiszen rot r = 0 és grad |r|* =

3
N P " . . : * # 2 / = T T (S 0 T
= 3\7’]2-1%' |7 har # 0és az origéban is 0 mivel itt az r|r|? derivéltoperdtora a 0 operdtor (111’1% | 8 = ) .
P r
(De persze kiszamithaté koordinatanként a rot v =V x v formulabdl is.) Tehat
mindentutt van potencial. 3p

gy pl. egy, az origdt az r ponttal 6sszekots s(t) =rt, 0 < t < 1 egyenletii szakasz mentén
vonalintegralva (persze $(t) = r):

1 1 1 1 45 |3
u(r) = / plrt) -rdt = / rt|rt|® - rdt = / r|°t*dt = ]fr[‘:’/ thdt = |r|°—| = —. 7p
0 0 0 0 Ol O

(De persze kiszamithato az

Uy = V1, Uy = V2, Uz; = V3
parcialis differencidlegyenletrendszerbdl is, ahol nyilvan v = (vq, v2,v3))
10p

Folytatas a kovetkezo oldalon.
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4. Létezik-e az f(z) = fliggvény 100. derivaltja az origéban? Ha igen, szamitsa ki!

MO. Akarhanyszor derivalhaté mert itt hatvanysorba fejtheto :

oo oo oG

f(z)= >4 e 24 :*l- 24 :_i.Z(E)n=—Zzn+44_(n+l)=_Zzn4_n+3 -
P R LY et R T SR 4 | p
n=>0 n=0 n=4
Ez a hatvanysor sziikségképpen a fliggvény Taylor-sora, 2p
; F(0 n g—n+3 F199(0) 100 —97 100 (100) o7
= — 4 = — — -4~ l
1gy;) Z 4 vl T A PO = 0T ap
10p
2
5. Legyen K egységnyi sugari, origékozépponti pozitivan irdanyitott kor. Mennyi az / 2Se? dz integral
K
értéke?
MO.
o i BRLS
¢ Tayloi“—sora e =14 2 SRR TR ~ 1p
e 22 . S " ! [ .. X
e =1+ o et s e | - |
: g6, 2. gt ozt - 24 20
S Ul O BN TN T 3
grer = e s
: 2 L ST et ®
o R
~~ Res T e Y 3p
z2=0 i 6
S /256""2(32:27?]-—:-@- 3p
K 6 3
10p

6. Tegyiik fel, hogy a V. haromdimenziébeli térrészre és annak zart F' hatarfeliletére fennallnak a GGauss-
Osztrogradszkij tétel feltételei. Melyik igaz, melyik nem? (Jelolések: [ »vdf av feluletmenti, . pvdV a
v térfogati integralja, |V| a V térfogata, |F \ a F felszine.)

(a) Ll*otrdfzﬂ/divrdV
(b) /F'rdf:3|Vj

/rdf:/divrdv
]rdf frotrdV

(e) /Frotrdf—o

MO.

(a) Nem igaz: rotr =0, divr =3 ~-» baloldal 0, jobboldal 3|V| 2p
(b) Igaz: lasd (a) 2p
(c) Igaz: Gauss-Osztrogradszkij 2p
(d) Nem igaz: jobboldal 0 (vektor), baloldal # 0 (lasd (b)) (skalar) 2p
(e) Igaz: rotr =0 2p




