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4. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. a) Legyenek A, B C 2 események. Milyen feltételek mellett és hogyan definidljuk a B-nek az A-ra vett
feltételes valdszintliségét?

b) Mondjuk ki a Bayes-tételt. (Elegend6 az eléaddson "egyszer(i Bayes-tételnek" nevezett alakot ki-
mondani, de a teljes valésziniiség tételével kombindlt alak is megfeleld.)

Megoldas:

a)
(1 pont) Ha P(A) > 0,

P(BNnA
(4 pont) akkor a B-nek az A-ra vett feltételes valoszintisége P(B | A) = (IP(Z))
b)
(1 pont) Legyenek A, B C Q) események, melyekre P(A),P(B) > 0.
P(B | A)P(A)
4 Ekkor P(A| B) = ——————.

Ehelyett megadhaté a teljes valésziniliség tételével kombinalt alak:
(1 pont) Legyen Ay, ..., A, C  teljes eseményrendszer, ahol P(4;) > 0,
(1 pont) legyen tovabba B C Q) tetsz6leges esemény, melyre P(B) > 0,

(3 pont) ekkor
P(B | A1) P(A1)
im1 P(B | A) P(A)

P(A; | B) =

2. Egy 32 lapos magyarkértya-pakliban 8 darab piros lap taldlhaté. A pakli megkeverése utdan hizunk egy
lapot, és ha az piros, akkor egy mésodikat is (egyéb esetben megallunk az els§ hizéds utén). Tovabbd,
ha a méasodik hiizott lap is piros, akkor egy harmadik lapot is hizunk (egyéb esetben ismét megallunk).
Mi a valdszintisége, hogy pontosan 2 darab piros lapot hiizunk?
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Megoldas:

(1 pont) Legyen Pi; az az esemény, hogy elsére pirosat huztunk, Pis az az esemény, hogy (hiztunk
legaldbb két lapot, és) mésodikra pirosat hiztunk, Pis pedig az, hogy (hidrom lapot hiztunk, és)
harmadszorra pirosat hiztunk. A kérdéses valosziniiség a P(Piy N Pis).

(1 pont) Itt P(Pis N Pig) = P(Piy N Pis N Pig),

(1 pont) a szorzasi szabalyt felhasznilva pedig ez éppen

8 1
(2 pont) Itt, mivel 8 piros lap van a 32-bdl, P(Pi;) = 31
7
(2 pont) Feltéve, hogy az elsé hizas piros lett, a maradék 31 lapb6l 7 piros van, igy P(Pig | Piy) = 3l
(2 pont) Végiil, ha az els6 két huzas piros, akkor a maradék 30 lapb6l 6 piros és 24 nem piros marad,
24 4
P(Pig | PiyN P —.
fgy P(Pis | Pir (1 Piz) = o5 = <
1 7 4 7
(1 pont) Tehat a végeredmény: — - — — =~ 0,0452.

431 5 155

3. Egy urnaban 3 fehér és 3 piros goly6 van, melyekbdl véletlenszeriien kihtizunk 6sszesen 3 golydt vissza-
tevés nélkiil. Jelolje X a htizott piros golyok szaméat. Hatarozzuk meg az X varhaté értékét és szérasat.

Megoldas:

(1 pont) Az X értékkészlete: ranX = {0, 1,2, 3}.

(1 pont) Osszesen (g) = 20-féleképp huzhatunk ki 3 goly6t,
(2 pont) igy

3
1
P(X = 0) = P(csak fehéret hizunk) = g}g = —

3 3
: 9
P(X = 1) = P(1 pirosat és 2 fehéret hizunk) = (-G _

3y . (3
P(X = 2) = P(2 pirosat és 1 fehéret hizunk) = () - 6) _

3
1
P(X = 3) = P(3 pirosat hiizunk) = (233 =35

(2 pont) Az X varhato értéke (a varhaté érték definicija szerint)

9 18 3 30 3
E(X)=0-P(X = 1-P(X = 2-P(X =2 -P(X = — == _.
(X)=0-P(X =0)+1-P(X =1)+2-B(X =2) +3-P(X =3) = L + 2.+ oo = = = >

(2 pont) A transzformélt varhaté értéke alapjan

9 36 9 54 27
E(X2) =02 P(X = P PX=1)+22PX=2)+3>P(X=3)= -+ -+ = =",
(X5) =07 PX = 0)+17-P(X = 1) + 27 P(X =2) +37- P(X =3) = o5+ o5+ 56 = 55 = 19

(1 pont) Tehat az X szérasnégyezte

217 9 9
D*(X)=E(X}) -EX?) =" -"=_—
(X) =E(X") —E(X") = 15— 1 = 3¢
(1 pont) azaz az X szordsa
9 3
D(X) = —_—f~06708

20 10

(Més eseménytér segitségével is megoldhaté a feladat, pl. ha a hizott golydk sorrendjét is figyelembe
vessziik. Ilyen esetben is analég médon torténik a pontozés.)
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4. Egy adott tipusu villanykorte X élettartama (években mérve) exponencidlis eloszlasi valdszintiségi
valtozé, és tudjuk, hogy e™! a valészintisége annak, hogy a korte két évnyi hasznilat sordan nem ég
ki. Hatdrozzuk meg azt az y val6s szdmot, melyre igaz, hogy 1/2 annak a valésziniisége, hogy a korte
kevesebb, mint y év hasznélat alatt kiég, azaz, amelyre a P(X < y) = 1/2 egyenlet teljesiil. (Ezt az y
szamot az X medidnjdnak nevezziik.)

Megoldas:

(2 pont) A megadott val6sziniiség kifejezhets az X eloszlasfiiggvénye segitségével. A komplementer
eseményre attérve, az X folytonossigat is hasznalva:

P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X<2)=1-Fx(2)=1-(1-e) =2
ahol X\ az eloszlas paramétere.
(2 pont) Mivel a fenti valészintiség e~ !, igy ebbdl 2\ = 1, azaz A = %
(1 pont) Mivel P(X < y) = Fx(y)=1—e ¥ =1—¢7¥/2,
(1 pont) gy az 1 — e ¥/2 = % egyenletet kell megoldanunk.

< 1
(1 pont) Atrendezve e=¥/2 = 3

1
(2 pont) végil mindkét oldal logaritmusat véve —y/2 = log 2’

(1 pont) azaz y = 2log 2 ~ 1,3863.

5. Az X és Y wvaldszinliségi valtozok egylittes eloszlasat tartalmazza az aldbbi tédblazat, amelybél két
értéket kitoroltek. Hatarozzuk meg az X és az Y margindlis eloszlasat (peremeloszlasét), ha tudjuk,
hogy E(Y) = 3.

X
v 0 2

0 1/2
3 1/3

Megoldas:
(1 pont) Legyenek a hidnyzo6 értékek: u =P(X =Y =0) ésv=P(X =2,Y = 3).

(1 pont) Az Y margindlis eloszldsa ezekkel kifejezve:

1
PY=0=utg P =3)=g+v

(2 pont) Az Y varhato értéke

3:E(Y)ZO-P(Y:0)+3'P(Y:3):3'(1+U>7

2 3
1 1 1
1 t) tehat v= - — = = —.
(1 pont) tehat v 573 %

(1 pont) Mivel a tabldzat elemei egy teljes eseményrendszer val6sziniiségeit adjak, igy Osszegiik 1,
(1 pont) azaz
1 + ! + = + + L + ! + = +1
=u+-+-4+v=ut+-+-+=-=u
2 3 2 3 6 ’
tehat u = 0.

(1 pont) Ezért Y peremeloszldsa:

(2 pont) Az X peremeolszlasa pedig:

IP>(X:0):O+%:1 P(X =2) =
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6. Egy bevasarlokozpontban a latogatdk szama egy hétkdznapnak egy adott ordajaban normalis eloszlast
kévet. Egymaés utdn 10 hétkoznap megszamoljuk a latogatdkat ebben az éraban, és a kovetkezd sza-
mokat kapjuk: 1986, 1870, 2030, 2067, 2172, 2041, 1994, 2022, 2012, 2146. Szerkessziink 95%-os szig-
nifikanciaszinti konfidenciaintervallumot a latogatdok szaménak varhato értékére, ha a széras értékét
78-nak tételezziik fel. Hiny elemii mintara volna sziikség, ha azt szeretnénk, hogy az intervallum hossza
legfeljebb 30 legyen?

Megoldas:

(1 pont) Az intervallum szerkesztéséhez el6szor kiszdmoljuk az atlagot

_ 1986 + 1870 4 2030 4 2067 + 2172 + 2041 + 1994 + 2022 + 2012 4 2146 2034
xr = = .
10

(1 pont) A konfidenciaintervallum (T — r.; T + r.) alaku,
(1 pont) ahol, mivel a o = 78 széras ismert,

(1 pont) a sugarat az
2 (1-3)0

N4D
képlettel szamoljuk, ahol n = 10 a minta elemszama, 1 — ¢ = 0,95 a konfidenciaszint.
®=1(0,975)-78 1,96-78
( ) NiTi =~ /15
(1 pont) Tehat a konfidenciaintervallum (2034 — 48,34; 2034 + 48,34) = (1985,66; 2082,34).
( )
( )

Te =

1 pont) Azaz r. =

~ 48, 34.

1 pont) Az intervallum hossza akkor lesz legfeljebb 30, ha a sugara 15,
1 pont) ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha

C1,96-78 152,88

Te =

= <1
vn \/5—5’

azaz ha 10,192 < \/n.
(1 pont) Ez pedig azzal ekvivalens, hogy n > 103,876864,
(1 pont) tehét legalabb 104 elem(i mintara van sziikség, hogy az intervallum hossza legfeljebb 30 legyen.



