Matematikai dsszefoglald : G : 3 :
Matrixalgebra
Matrix és mérete, (m sor, n oszlop, m n ). Specialis matrixok: téglany (m#n)—, négyzetes
(kvadratikus, m=n)—, diagonalis (atl6s, diag(4))-, egység (I, idem)—, null (0) matrixok,
oszlopvektor (m 1), sorvektor (1 n ), skalar (1 1) . Transzponalt matrix, transzponalt
vektor, AT, x. Algebrai miiveletek matrixokkal: Osszeadés, kivonds, szorzds. Szorzés
skalarral. Matrlx rangja: rang(A). Kvadratikus matrix adjungéltja: adj(4). Az inverz

métrix: A '=inv(4)= adj(A)/det(A). Kvadratikus matrix determinansa: def(4), nyoma:
trace(A),  karakterisztikus egyenlete: (1/-4)=0, karakterisztikus polinomja: K(4),
sajatértékei: A, sajatvektorai: my. Szinguldris és regularis matrix. Az y=Ax linedris
egyenletrendszer megoldasa. A linedris egyenletrendszer valtozoinak szétcsatolasa
transzformacidval. Matrixfliggvények, matrix differencidlasa és integralasa.
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Komplex fiiggvénytan

Az imagindrius egység: j=wfrf . A z komplex szam kiilonféle alakjai. Algebrai miiveletek
komplex szamokkal: 6sszeadas, kivonds, szorzas, osztas, hatvanyozas, logaritmizalds.
Komplex szam abszolut értéke (modulusa) és sz6ge (argumentuma).

J=v-1, j=?% ;=9 z=x+jy=re!’=r(cosp+jsing), z=a+jb, zy=c+jd, z=ztz,="

b ::?z'? "=, z=2 =7 abs(z)=? aig(z)=? z=|-1
5

=2

~

Komplex valtozos fiiggvények. Hatarérték, folytonossag, differencidlhdnyados.
Analitikus fuggvény. A w=f(z) leképzés értelmezése. Konformis leképzés és ennek
szogtartésaga. Linedris tortfliggvény altal 1étesitett kortartd leképzés. Hova képzik le a z—
stk egységsugari korét és az imagindrius tengelyét az alabbi linedris tortfliggvények
(a,b,c,d pozitiv valos)?
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Analitikus fiiggvények Taylor)/és Laurent sora. ; 7 R 4 Ly . Aol
gvények Taylor
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’ Ha a Laurent sorban a (z—a) negativ kitevével rendelkezé hatvanyt komponensek
| nincsenek (azaz k<0 esetben ¢;=0), akkor a Laurent sor Taylor sorra valik. Ekkor az f(z)
fiiggvény vagy analitikus magaban a z=a pontban (ha fla)=cy), vagy pedig a z=a pont
|
|
:
;
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fnegszuntetheté szingularis pontja ﬂﬂnek. Ha a Laurent sorban a (z—a) negativ kitevovel

rendelkez6 hatvanyt komponensek szama n>1, de egyébként véges, akkor a z=a pont m—
edrendii polusa az f{z)-—nek. Ha m=co, akkor a z=a pont lényeges szingularitas. A Laurent
sor ¢_; egylitthatdja a f{z) fiiggvény z=a helyhez tartozé r=rezf(z)|.—, reziduuma.

Komplex fliggvény szingularitdsai. Komplex fiiggvény zart gérbe menti integraljanak
kiszdmitasa. A reziduum tétel:

0 v
;ff DE=1203 reaf (z) =27,
i=1 i=1

ahol z; a z komplex sik C zart gorbéjének belsejében 1év6 szingularis hely, r; az ezen a
helyen 1€v0 reziduum értéke. Ha C—ben nincs a f{z)-nek szingularitdsa, akkor a zart gorbe
menti integral értéke zérus.

A dinamikus rendszer d1fferenc1alegyenletenek megoldasa

A dx@)/di=x(),u(H)] m hnearls dlfferencmlegyenletnek altalaban csak numer1kus :
megoldasa van. Ezek E’egyszerubblke az’ Euler médsz yLegyen x(f): éllapotvektor
(), u(t): gerjesztés vektor (jxl1), f nemlinedris I fliggvény (m4). A nemlinedris
allapotegyenlet és numerikus megoldd képlete: : 45
O _ . L AL ”)TT]""("T - stk
x(0), u(t), f adott —> Xk+D)T= )L(kT)‘I'f[Y(kT) u(kTHY|T L//

LR R EEER TR

meredekség x lépéskoz -—e——-—L....__...____.J,_W,)
*(f) =2 T aszamitds lépéskoze é)ti o p(,.(ruzi 4‘/37 29 vent t [ b \«:F\/[ T
i ool fedy

A dx(t)/dt—Ax(t)+Bu(t) 11n arls\ differencialegyenletnek Qnumenkus és analitikus,
| megoldasa is van. Legyen—x(7): allapotvektor (n¥), u(f): gerjesztés vektor (i), A:

illapot : t ;
allapo mitnx (n¥ n), B: bemeneti matrix (nx;) he T - gy e

A numerikuy‘megoldés egy valtozata (Euler modszer): S
NG S u
- ” " 2 ¥ &
-—d':i(:) = Ax(f)+ Bu(t) — —dzi(tt) = ik DET ;J ) T :a szamitds lépéskéze AA s '/nc‘“'ﬁ'&oi\
w = AX(KT) + Bu(kT) — x{(k + )T = x(kT) + [ Ax(KT) + Bu(kT)IT =
L) i

meredekség x lépéskoz

= (I + AT)x(kT) + BTu(kT)

- s

A linedris differencialegyenlet ahalitikus}negoldé képlete:

o T

(]

!
x(0)=ex(0) + J‘eA(’*”Bu(r)dr .

dx( ) = Ax(t) + Bu(1)] =0

£
x(0), u(t), 4B adott —> xs(t):eA’x(O):sajdtmozgds;

t
HP=T X, (1) = J.eA(t ) Bu(r)dr : gerjesziett mozgds

70

A megoldé képletben lathatéan métrixfiiggvények [pl. e?x(0)] szerepelnek, ami az n
rendszdm magas értéke esetében (pl. »=5 mellett 4 (55) méretii matrix) a ,kézi”
szamitasokat gyakorlatilag lehetetlenné teszi. A legegyszer(ibb alapeset ezzel szemben az
elsérendti (n=1, j=1) SISO dinamikus rendszer, amikor is a megoldo képlet egyszerti.
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Elsérendii SISO rendszer & <=
x(t) = e“x(0) + je””’”bu(r)dre“' =e"x(0)+e” je"" ldw = e"’x(O) +e [—l—e"“]’FOb =
n=1, /=1 : =0 = =0 v
%(;Q = ax(f) + bu(t) —>  —ex(0)+ e"’(—b—j(e"" )= ex(@) + Ze (- )= ex(0) + LIFR)
G a a

x(0), u(t) =1(t), a.b adott - b
x.(D=e x(0): sajatmozgds;  x (1) =— (e"' - l): gerjesztett. mozgas
.a

Miésodrendit SISO rendszer

n=2,j=1
dx (t ;
—71[;_) =y () + a0+ b () d [x; (t)—‘\ {au aui\ {xl(t)—‘ )Vbi—\
ar = + u(t)
B e et ] e e ]
t dx(t)/ dt 4 x(1) B

x,(0), x,(0),u(®), A, B adott

t a1 ], ¢ [ az],,
x(t)=e‘*’x(o>+rj;eA<fT>Bu(r)dr o B‘z((’tﬂ:e{“ ) B%}J;e[“ ) )Bju(r)dr
Az n>2 rendszém nagy értéke (pl. 7>5) esetében szamitogépes szolgaltatisok (pl.
MATLAB) igénybevétele sziikséges, a megoldo képlet ekkor matrixfiiggvényeket
tartalmaz. .

Allapottrajektéria: Az x(f) allapotvektor végpontjanak a ! idében paraméterezett n
dimenzios térgorbéje az allapotvaltozok 4ltal kifeszitett allapottérben, mikdzben a
dinamikus rendszer mozgéasban van. A rendszam =2 esetében allapotsikrol van sz0.

Stabilitds: stabilis az &llapotegyenletével leirt n rendszamt dinamikus rendszer, ha az
egyenstilyi pontjiban kozelitd linearis modelljének (és ebben az A allapotmatrixanak)
mindegyik /; sajatértéke negativ valés résszel rendelkezik (real(2;)<0, Ljapunov stabilitast
kritériuma). A 4, sajatértékek a Kkozelité linearis modell éllapotmétrixahoz rendelt
K(/l)=det[/1f—A] karakterisztikus polinom 2; gyokei (1.2, #)s & sajatértékek szama,
illetve a K(1) polinom fokszama azonos a rendszer n rendszamaval.

A Laplace transzformacié

A Laplace transzformacio6 a f{r) belépd idéfliggvényhez az F(s) operatorfiiggvényt rendel6
funkcional. Jelolése L{f(1)}=F(s). Definicios egyenlete:

"

Fs)=L{fO)= [F@e"d A 4 vdptdhtisl -
=0 7

pl.

: & & e ;

L5} = jé(t)e“"dt:l —6:(\5 il = .:{(0)- O;ﬁ ~0(5)

e Ll Ml O G
=0 i o 5 ‘\\‘t';?ﬁb 4 S o0 — e
- P e —— 3 Ra Re YL;(O '

L{e”'}: J.e"’e"”dt: je‘““‘”dt;i—s-[e‘“’”’to:—Sia[o—l]: — K hruanré N

R

A transzformaci6 néhany fontosabb tulajdonsaga:

Linearitds: — L[ax(t)+bu(t)]=ax(s)+bu(s)
Differencidldsi szabdly: —  Ldx(#)/dt]=sx(s)-x(0)

2015.10.15. 3




Matematikai 6sszefoglald

Eltoldsi tétel: —  Lx(t=T))1=L{x()} exp(—sT;)= x(s)exp(—sT})
Kezdeti és végérték tételek: —  fO)=sF(S)|s=w ; J{00)=8F(5)|s=0
A konvolucié tétele: — ha L{F(s)}=A0), és LH{G(s)}=g(?) akkor: L™'{ F(s)G(s)}=Ifr)g(t—)dr}

Inverz transzformacié: F(s) operator fliggvény ismeretében a f{¢) id6fiiggvény
meghatérozasa. Jelolése L™ {F(s)}=Ar). Definici6s egyenlete:

c+ jo ¢
[ =L {F(s)}= % j F(s)e''ds = % CIF(S)QStdS = ZrezF(s)e f!/\
e L W b

|

G(s) £ go(s—z)(s—2))(s-2,)

ha F(s)= i B e, |
a  F(s) H(s)  (s—p)s—p,)-(s—p,) és H(s) gyokep, (F
\ 7
= G(p) =
akkor  f(t)= IZW o ?

Ez utébbi formula akkor érvényes, ha a H(s) polinom minden p; gytke egymastol kiilonbozo.
A G(s) polinom z; gydkei F(s) zérusai [F(s)s=-=0], a H(s) polinom p; gyokei F(s) polusai,
szingularis helyei [F(s)|s=p=]. Ha a p; gyokok egymaéstél kilénbozoéek, akkor F(s)
részlettortekre bonthatd, tehat

& F(s):G(s):go(S~-'1)(s—:z)~~-(Sﬁm): fii St e 7
H(s) © G-p)6-p)(-p) s-p s-p, S Dy

n

n
¥ v, & I8 7 ¥ .
akkor  f(#)="L" E L b=l 2 oM e et = E reft
=D S=P1 S—D, S$=Dn

i=1

Most az r; értékek az F(s) reziduumai a p; szingularis helyeken.
A linearis differencidlegyenlet megolddasa Laplace transzformaciéval

A SISO tag hatdasvazlata, n—ed rendu/rendszeregyenlefe’ W(s) atviteli fiiggvénye és
allapotegyenlete £ g

ut) ——p SIS%tag il —— W((f) b 3 (5)=W(s)uls)
X x(s

A rendszeregyenlet n rends:dnzz’ljé7dri$ Zizﬁ‘@l‘enczd/egyenlet (nzm):
n n-1 i m m-1
DIO 1O s, PO s =, T80 £ HD 1y, O
dr" dl";l dt ,ﬂ A dtm_l dt
A rendszeregyenlet Laplace transzformdltja zérus kezdeti feltételek mellett [L{y"” (£)} = s’ y(s)]:

du(t) Stnily

it

N

n-1

ays"y(s)+as"y(s) +or+a,_sy(s) + a,y(s) = bys"u(s) + bys" u(s) + - +b,,_su(s) +b,u(s)
-] l m =1

st a, s +a,)y(s) = (bys" +bis
innen y(s) expllczt klfe]ehese egyenletrendezéssel :

(aps" +ays +ot b, 85 +b,)uls)

bys" +bs" vt b, s +b
o 1

y(s)= = ( Y=W(s)u(s) ahol W(s)= yES; az aviteli fiiggvény
u(s

as" +as" +.+a, s+a
0 -1

w(s)

A linedris SISO tag W(s) atviteli flggvénye a szabalyozastechnika meghatarozo,
valdszinlsithetben a legfontosabb fogalma. y(s)=W(s)u(s) kifejezés szerint algebrai
fiiggvénykapcsolatot definidl a bemendjel és a kimendjel Laplace transzformaltjai k6zo6tt. Egy
lehetséges definiciéja: a W{(s) atviteli fiiggvény a kimendjel és a bemendjel Laplace
transzformaltjainak y(s)/u(s) hanvadosa zérus kezdeti feltételek mellett.
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Matematikai 6sszefoglald

AT (s) amviteli fiiggvény kiilonféle alakjai:

G(S) L bOSm = blsm—l + “'+blkls n bm - gosm + glsm—1 +o b g 8T g -

W(s)=

H(s) ags" + " 4 ta, s+a, s st by s,
: polinom alak
:gn,(s“:l)(s_zz)"'(s1_15}1:)__ 5 hie o h
(op)-—p)el=p) s PS50 S0P

polus—zérus  alak - . részletiortes - alak
=, 1 Gls) gyoke, p, : H(s) gyoke. 1; W (s) reziduumaa p, polushelyeken
Az kimend jel y(t) fiiggvénye y(s) = W (s)u(s) alapjan.
Wy =L (uls) }

Az n—edrendii linedris rendszeregyenlet és az dtviteli fiiggvény egymasnak kolcséndsen
megfelelé fogalmak. Az étviteli fiiggvény ismerete alapjan a rendszeregyenlet—, vagy a
rendszeregyenlet ismerete alapjan az atviteli fiiggvény kozvetleniil felirhato.

Példa
N2 ;
}OS .: o +,2 = M akkor (s + 35t +2s+D)y(s)=(1 0s® + 55+ 2)u(s)
S +3s7+2s+1 u(s)
$*p(8) +352(s) + 259(s) + Ly(s) = 10s2u(s) -+ Ssu(s) +2u(s)  akkor:

**********>i<**********************************

Ha W(s)=

dSyE’)+3M+2ﬁy(—”+y(t):1oiz—”9+5f/y_(’)-+zu(z)
dr A et ar dr

A SISO tag n—edrendii (ap#0) linedris rendszeregyenlete atalakithaté n szamu elsérendi
linedris differencialegyenletet €s egy algebrai egyenletet tartalmazé allapotteres alakra. A
rendszeregyenletben a realizdlhatosag feltétele miatt szikségszerlien m<n lehet (a bemendjel
legmagasabb rendii derivéltja nem haladhatia meg a kimendjel legmagasabb rendl
derivaltjanak n rendszamét !!!), de e feltétel mellett az u(r) gerjesztés es derivaltjainak
barmelyik b, egylitthatoi zérus értékeket is felvehetnek. Altaldnos esetben m=n, €s rendszerint
az () n-edik derivalt vezetd egyiitthatojara normalizalt alakkal dolgozunk. Ekkor az
eredeti és a normalizalt rendszeregyenlet:

2@ A0 .

n ri—-1
: d"u(t) b d u(r)+m

ay(t) du(t)
SN g y() = b, —=+ +b _ ——=+b,ult
dt 0=k dt" e S el

0 n-1

dt” dtn—l
Iy d") () du AT du(t)
SR gL b, 4R,y = ro gt g, +gult
A Vi PRy B o sl g e ®

és h=a;lay, g=bla

Ennek egyik lehetséges dllapotteres modellre atirt kifejezése (az un. elsd Frobenius alak):

A normalizalt rendszeregyenlet dllapotegyenletének egy lehetséges valtozata:

e i Eaorl Rl |0
x, () 0 0 1 “aae 05| %@ 0
P | e : e e N I R G
d | | | u(t)
%, (0 0% =0 B« 7eim e J x,4(0) | |0
L X (f) J L— hn i h’n»l - hn—Z Siopi h! Xy (t) v LIJ
st L
x(#) AR Br
x, (1) i
x, (1) .
w6y =g, ~ 8P Zri—&Fa & - goh) +§L,u(t)
Cr xn—l(t) D
() )

Miutan most SISO tagrél van sz6, figyeljiink fel az Ar allapotmatrix jellegzetes tulajdonsagara
(fazisvéltozds alak), valamint a Br, Cr, Dp paramétermatrixok specidlis kifejezéseire (B

=

oszlopvektor, C sorvektor, D skalar). Az y(f) kimendjel és az u(f) bementjel kozotti
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Matematikai dsszefoglald
figgvénykapcsolatot leir6 rendszeregyenlet (vagy az ennek megfeleld W(s)=y(s)/u(s) atviteli
fliggvény) mindkét modell esetében természetesen azonos:

: n n-1 vy =
LV(S)= CF(SI—-AF)ABF +DF Ee G(é) = 8oS +g1s,1 iE +571 iy y(S)
H(s)  s"+hs"" ++h, u(s)

Megjegyzés i . : o
A Frobenius alak paramétermatrixaibol lathatjuk, hogy az ezekben szerepld adatok a rendszeregyenlet /;
(=1,2,...,n) és g; (1=0,1,2,...,n) valds paramétereit tartalmazzak. Figyeljiik meg, hogy az elsé Frobenius
alak allapotmatrixdnak utols6 sordban a rendszeregyenlet A'+h "'+ ..+h, A+h, karakterisztikus
polinomjanak negativ h; egyiitthatéi allnak (ennek a polinomnak az J; gyokei azonosak az Ag
allapotmatrix 4; sajatértékeivel, illetve W(s) p; poélusaival (p=4). Ezek a polusok, illetve az Ap
allapotmatrix 4, sajatértékei a rendszeregyenletével leirt dinamikus objektum tranziens viselkedését
alapvetben befolyasoljak. A rendszeregyenletbdl, illetve az ennek megfelelé Aatviteli fiiggvénybol
szarmaztathato elsé Frobenius alakot irdnyithatosagi kanonikus alaknak is nevezik. A Frobenius alak
mellett a rendszeregyenlet allapotteres atirasara egyéb allapotteres reprezenticiok is konstrualhatdk. A
“rendszeregyenletnek az allapotegyenletre torténé atalakitdsanak az ad értelmet, hogy az els6rendii
differencialegyenletekb6l all6 allapotegyenlet matematikai kezelése az egyetlen, de n—edrendii
differencialegyenlet kezeléséhez képest egyszerlibb.

A MIMO tag hatésvazlata, dllapotegyenlete és W(s) atviteli matrixa

:
|
\ W > MIMO tag > MIMO &
; wll) e (@ £ —> i) = :
| x:A1) Wi(s :
i - u(s) —p> xé)) P (5~ W(s)u(s)
} Xult) >1 = k1
| u(t) — (n21) ——# it
; =1
|
L Cx

u(r) » B C =>§=> (@)

21 Du k>l
|
| D

A MIMO tag kiillonféle hatasvazlatai
A MIMO tag dllapotegyenlete (x(¢): allapotvektor, dx(r)/dt: éallapotsebesség vektor, u(f):

gerjesztés vektor, y(f) kimendjel vektor, 4 4llapotmatrix, B: bemeneti matrix, C: kimeneti
matrix, D: direkt matrix):

Leirds az id6 tartomdanyban

xl([)—l ay dp o e am_ _xl(f)_ _bll by, blj _le(t)
dx(t d’ 1%, Ay G ey, || %@ b, b < by | uy ()
B0 cmimer | 2T P e |l e A
dt 1 db | : : : ! ¢
x,(f) i @ or sl | | X0 by by by || u; @)
e L &
x(1) AQmin) x(1) B(ixj) u(t)
»n(@) Cy G ot cln_ (x1(l)— d, dyp - dl/' uy (1)
3 t GG i x, (¢ sy nd - dya w00
(t) = Cx(t) + Du(t) = }’2:( ) = :21 ?z %n z:( ) i :21 :22 :2/ 2:
@] len cr v G (%O |du dip dy || u; (0
8 i
o) Clexn) () D(kxj) u(t)

Az éllapotegyenlet Laplace transzformaltja:
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Leirds az operdtor tartomdnyban

xl(s)‘l }'x}(()) ayy ‘ ap coay, || x(s) by - [” (s)
0 5 b b u, (s
sx(5) — x(0) = Ax(s) + Bu(s) =s YZFS) {xz.( ) a:‘l a?z o xZ(S) o : 2( )
L% (S) Lxl1(o) Qg By 4 nnJ Xn (S)J bn/ || u; (S)
ot o e
m) V(O‘ % J(n n) x(v) B(nxj) u(t)
-,Vl(s) ey G vty || X%(s) dy dy o dy uy ()
: 5 i RS e O
(s) = Cx(s) + Du(s) = y_l(s) = C?l c?z c_:" xz'(s) + :21 :2' :2’ 2:( )
LYk (S)J e SR e () dy dp - dy \_”j (s)].
) C(kan) x(s) D)) (s)
Az x(s) allapotvaltozo explicit kifejezésére rendezve:
[1 0 0 —’ Gy 5% aln—l x(s) x,(0) b b o blj [lll(s)
0 - (0 by by e by N (8
(sT = Ax(s) = x(0) + Bu(s) = | . i Ghia . ol e llio SOl el T il
G0 Qny Gpp " Oy xn(s)_“ x, (0) bnl an n,J (S)J
7 )/ x(s) x(0) Blmj) u(s)

(s = 7T = A)x(s) = x(s) = (s — A) 7 [x(0) + Bu(s)]
T .

1

[1 0. 0 i 4y am I_Vl(o) ( b1_,_]’—l‘1(3)
‘\ ay 4 - zn i xZ(O) [’22 bz.,' 1, (s)
x(s)=it's : ; ; . =
A Gy a,m X (0_| bnj u;(s) J
s RN 20 S >, | <L
A r(O) B(nx]) u(s)
(s1-47L

<]

(S_an —dp _aln_‘ |—x1(0)1 by by j {”1(5)}
i
4,6

—ay S—dy o Ty x,(0) - by by o sz u, ()
Gl e iy A NS Xn (O)J _bnl by vt by || ()
| J Siaies
4 x(0) B(nxj) u(s)
(s7-4y71 x(0)+Bu(s)

Az y(1) kimendjel vektor y(s)=L{(f)} Laplace transzformaltja mindezek alapjan:

3(5) = Cx(s) + Du(s) = C{(sI — A [x(0) + Bu(s)]} + Du(s) = C(sI — A) " %(0) +[C(s] = A)' B+ Dlu(s)
ha x(0) =0, akkor : ‘
Cadj(sI — A)B + D det(4)
det(4)

¥(8) =[C(sI — A) B+ D]u(s) = u(s)=W(su(s) és W(s): azdtviteli mdtrix

A W(s) atviteli matrix részletezése:

Cadj(s] — A)B + D det(4)

- Lot .
W(s)=C(sI—4) B+D T

Megjegyzés
Az x(s)=(sI-A) ' [x(0)+Bu(s)], y(s)=C(sI-A) '[x(0)+Bu(s)]+Du(s), W(s)=C(sI-A)" 'B+D kifejezésekben
megjelenitett képletekben szerepld paramétermatrixok sorrendje nem cserélhett fel {1
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-
Cip s Gl V0 SCpy Sy = Sl s i Sy by b, - b, dy  dy dy,
Cino - G800 —a s—a -a by b : dyy a5
21 S 2 21 2 2 b1 O 2 u 4y 2j
Wi)=| . v : : i § S =
] G b | : ]
(G Spa 2% G |Gy =y =0y || | by by by dyy di, Cy
¢ 124 B D
B (st-07'B |
(Cu Gl e teslGly S—@i =l e o=y, [ S by; dy dy dy, Sy S lpie =gy
€540 c —-a s—a —a b= b b, ; R e —a S—ay o —a
21 n 2 | 21 9 2 21 2 2
2 n ad/ : o : 22 : 2n 'Zl %2 %] e[ : .j dett : . ' n
G =G0 PG TG e i S, ) by by e by, dy dn oy SR e e
& C sl B b sI-A
§—=ay, adyp — Ay,
detl = Gy S~y ayy,
—0n A4 s—da,,

W) W) - W)
W(s) = I,V21:(S) W21:(S) Wz;;(S)
: Wals) Wi(s) - Wy(s)
Vagyis az y kimeneti vektor és az u bemeneti vektor kozott értelmezhetd fiiggvénykapcsolat
az s komplex operator tartomanyban y(s)=W(s)u(s). Részletesebben:

STON EATORAIORE R AOREAON
»,(8) - Wyls) Wy(s) - WZ/(S) u, ()

2@ [Fal® W) -+ Wy |1,

W(s)

A kapott eredmény azt mutatja, hogy az y(s) kimendjel vektornak pl. az ys(s) komponense a
bemendjelek ys(s)=Wsi(s)u(s)+Wsas)ux(s)+...+Ws; (s)u(s) szerinti fliggvénye (a kimendjel
valamelyike a bemendjelek mindegyikének a fliggvénye). Ebben a fiiggvénykapcsolatban a
Wsy(s) atviteli fliggvény azt szemlélteti, hogy az ys(s) miként fiigg az u(s) bemendjel vektor
uz(s) komponensétél. Ha pl. uy(s) kivételével minden més bemendjel zérus, akkor
Vi(S)=W12($)ux(s), y2(S)=Waa($)us(s), ..., V() =Wia(s)u(s). Lényegében tehdt a W(s) atviteli
matrix W (s) atviteli fliggvény elemei egy—egy rendszeregyenletet is definidlnak az y,(s) és az
uy(s) jelek kozott. A W(s) atviteli matrix mindegyik W, (s) atviteli fiiggvény komponensének
a nevezOje a H(s)=det(sl-A) karakterisztikus polinom. Ennek gyokei az 4 allapotmatrix 4,
sajatértékei, igy a MIMO tag tranziens folyamataira alapvetd befolyast gyakorolnak. Az y(¢)
kimendjel vektort (az u(f) bemendjel vektorra adott valaszt) inverz transzformacioval
allithatjuk eld: :

»@ »(s) W () () + Wy (8 (8) 4+ + T, ($)u, () LI (e (5) + Wiy ()uay () -+ Wy ()ut ()}

BOF ol BE War ()i (8) + Wos (8)id (8) - + W3 ($)u () L7, (8 () + Wy ()t (8) + -+ Wy ()t (9))

¥ () Yi(s) | Wi (), (8) + Wy () (8) -+ Wy ()u, () LW (8D () + Wiy (8D (8) -+ W (), ()}

Lathattuk azt is, hogy az x(f) allapotvaltozd vektor x(s) transzformaltja
x(s)=(s=4) "' [x(0)+Bu(s)]

Ha az x(r) idofliggvényre is sziikségiink van, akkor ezt is inverz transzformacioval allithatjuk
elo:

2015.10.15. 8
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x(t) = L ()} = L (s = 4 [x(0) + Bu(s)]}

[s—a, -—ay, ~a, |
adj "‘.121 § _‘azz ‘C‘Iln { e
x (1) : : : x,(0) by by e by ()
5= szt) 2o e g =g R e G| xZ.(O) i L)‘Ql b?2 b%j 112Fs)
: S—day; —dap; St b : : : 5 : :
x, (1) Tl 8Ty P Sy an (0)_ \\bnl Bag oo bm' u; (s)
[a . G s
(sT-y™!

A eredményként kapott x(7) és y(f) kifejezésekbdl lathatjuk, hogy magasabb » rendszém,
tobb bemenbjel és tobb kimendjel mellett az x(¢) allapotvektor és a y(f) kimendjel vektor
mindegyik komponensének a meghatarozasa komplikalt eljarassal lehetséges, ezért
szamitogépes szolgaltatasok igénybevétele igencsak indokolt. A MATLAB program a
nemlinearis allapotegyenlet numerikus megoldasat a két—, és négylépéses Runge—Kutta
moédszerek alkalmazasaval (ode23, ode45) tamogatja. A 4, B, C, D paramétermatrixaival
definiélt linearis MIMO rendszer differencidlegyenletének megoldésat, az 4 allapotmatrix
K(A) karakterisztikus polinomjanak és 4; gyokeinek meghatarozasat, az A allapotmatrix 4,
sajatértékeinek és sajatvektorainak kiszamitasat, a W(s) atviteli métrix meghatdrozasat
tdmogatd MATLAB fliggvények:

[y,x]=1lsim(A,B,C,D,u,t,x0); %az 4llapotegyenlet megolddsa: y(t),x(t)
K=poly (A); $az A matrix karakterisztikus polinomja: K(2)
lambda=roots (K) ; %a karakterisztikus polinom gyokei: Ai

[m, lambdal=eig(A); %az A sajatvektorai és sajatértékei: mi, Al
[G,H]=s882tf (A,B,C,D,ui); %az atviteli matrix: W(s)

Az analitikus megoldé képletbdl lathattuk, hogy a linearis dinamikus rendszer
sajatmozgasanak id6fiiggvényei exp(4;) szerint csillapodnak (ha real(4,)<0, stabilis rendszer),
vagy exponencidlisan novekszenek (ha real(1,)>0, labilis rendszer). A 4; gyokok
kiszamitasanak pontossaga ezért meghatérozd jelentéségli. Miutan egy »=10 rendszamu
esetben az A4 matrix K(1) karakterisztikus polinomjanak fokszdma »=10, ennek gyokei
altalaban csak numerikusan hatérozhatéak meg. Ilyen fokszdm mellett a MATLAB roots
gyokkeres6 programja még elfogadhatd pontossaggal dolgozik, ami a gyakorlati
megoldasokat is kielégiti. Példaul a :

K(2) =0+1)1%= 210410 27+45 23+12047 + 210 A%4+252 2°+210 A*+12007+ 4502 +100+1

polinomnak a 4;=-1.0000 tizszeres multiplicitasu valds gydke egy egzakt érték, amit a roots
fliggvény az aldbbi hibaval szamol: '

>> lambda=roots ([l 10 45 120:210:252 210 120 45 10 1]}z

>> lambda
=1, 0591+ 0 0L07L
=1.50591 = 0,01971
~1:0351 % 0.05074
=10 0351, = 0.050i7d
-0.9983 + 0.06071
-0.9983 - 0.06071
-0.9638 + 0.047541
~0., 8638 ~ 0.04754
~.9436 + 0.01781
-0.9436 - 0.01781
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Feladatok

e, N Adott az alabbi kvadratikus méatrix: lk
[y

A:[ﬁl -3 GJ $(//l) e
7 8 9 0

Adja meg a K()=t’+ai’ +axAta;  Kkarakterisztikus/ polinom egyltthatéit, az A4

Sajétértékeit\./Bizonyl’tsa be, hogy az asegyiitthaté a(sajétértékek szorzata) az /&{egyﬁtthaté

pedig ezek 9sszegének —1 —szerese! atarozza meg az inv(4) matrixot! e
o > i - 2 % 7 ;i\ Fimpgn o Sl e o]
4 Szamitsa ki a (z+1)/(2z+3)* komplex tort valos és képzetes részét és a logaritmusat! |
P X X) Adjameg az ¢” figgvény z=0 ponthoz tartozé T, aplor: &s Laurent sotatt—————— ¥
Ve Numerikusan oldja meg az alabbi linedris differencialegyenletet:
; % ==tx(t)+u(t), x(0)=0, u(t) =1(z)
/3<2 Az analitikus megoldé képlet alapjan frja fel a
4 CYNTAX Ei’zé%;f.z‘«‘:i‘{s%;t)\: =250 +3u(t); x(0)=1 u(r)=1()
_-differencidlooyenlebpameralitmaries - 0 Tise - s R e e
69 Szémitsa ki az AO=1(t)—exp(—1/10) beléps id6fiiggvény F(s) Laplace transzformaltjat!
A Laplace transzforméacidval oldja meg az al4bbi differencialegyenletet:
%:—Zx(t)-%—l%u(t); x0)=1 u@®)=1¢)
:QQ Mit jelent az atviteli fiiggvény &s az atviteli matrix?
%) Mi a Ljapunov stabilitasi kritérium?
AQ) A lineéris dinamikus rendszer tulajdonsagainak szempontjabol miért van kitiintetett
szerepe a rendszer A allapotmatrixanak?
j(&go@()e«@z - A / MWI, A o o 2 () = ﬁajc&ﬂg'@%e@ »’1’107"?2366«(&1('«@ ( /ﬂ X-&e =T [ 2
- fzc'e;; St bt Syne %{MQ ( M) x-ee = (o8}
?) e €" ¢ - el Q},U@() ’32(5&%0@;@5 ?
T :
2 o %/ozjcmm Z-a7
= /J y Lea ] ,(lgi; W’Bu‘in,d?&,;}; k”ﬂ&/‘/g ?
oon WlD <t o \{’:J?c;cfdfd?\‘ /Wl’&‘r.gcgczq,{ i v >
;v |
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Ha4zi feladat

Egy linearis, masodrendli MIMO rendszer allapotegyenlete és az ehhez rendelhetd hatasvazlat:

dx,(t
“;—lf):anxl(z)+a12x2(x)+bnul(z)+bnu2(z)
dv .
%’) = 0y, (1) + Xy () + Byt () + by, (1)
) ' x,(0)=0 B
IS ,
9
-J,—%t dx/d l :
P b” j? J' () P x](t):? t
B bjg a; |4 a.) b.)
a;=1 a;=1
= a;=100 ;=0
ap a:=10 a;=~10 \
B A a=5 a0 &
@ o bi=>5 bi=5
2l 5,722 b,;7=22
b:']:s b3/=
by=18 b.=18
T b?/ e 2
f N\ l v
UAD) | by BB J‘ w? > (=7 i
dx/dt

o ?
B x:(0)=0
——ee t

Az x(7) éllapotvektor kezdeti értéke x(0)=[x,(0) x,(0)]" =[0 01", az w()=[w,® ux(D]" gerjesztés vektor
komponensei ugréstiiggvények: u;(1)=2*1(t), u,(1)=5*1(¢). A rendszer 4, B paramétermatrixainak elemeit analie
e

“_illetve a b.) tablézatok tartalmazzak. Mindkét esetre az adjuk meg az A allapotmatrix race(A) iyomat, det(A)

/46 “determinansat, K(1) karakterisztikus polinomjét, és a 1,, 1, sajatértékeit! %Aduk meg-az x(f) allapotvektor > U rﬂlﬂumﬁza?
(/ o .. . /kiszamitésénak analitikus megoldo képletét! B A gerjesztd jelek bekapcsoldsat kovetd =+0 iddpontban
Mmq mekkordk az integritorok bemendjelei? Az adott allandd gerjesztések hatésara létre jon—e a rendszer
\\\'_‘/,»«“ egyensulyi dllapota, ha igen, akkor ebben’az egyensulyi allapotban mekkorak az dllapotvaltozék x;o, Xz

allandosult értékei? Y Mekkora idének kell eltelnie ahhoz, hogy az egyenstlyi allapot 1étrejojj On?MSZéml’tsuk
ki, és grafikonon dbrazoljuk az x(7) 4llapotvektor mindkét komponensének x,(r) és x,(¢) idéfiiggvényeit és a
rendszer x,=f(x,) allapottrajektoriajat! Szamitsuk ki a MIMO rendszer W(s) atviteli matrixat, ha y,(0)=x,(¢),
yg(t)=xg(r)!>4/Mely jelek kozotti fliggvénykapcsolatot irja le a W,,(s) atviteli fiiggvény? Adjuk meg az
atviteli matrix Wy (s) atviteli fliggvény komponenséhez értelmezhetd rendszeregyenletet! A0\) Milyen
hasonlésagok, és milyen kiilonbozoéségek vannak az a.) illetve a b.) paraméterekkel jellemzett rendszerek
kozott? M.) Van—e az a;; atviteli tényez6nek olyan értéke, amely mellett a dinamikus rendszer labilis lenne, és

ha van, mekkora ez az érték? ; : =
(442) (404 ) - 400 ar b

o E %) [ A
(1A o : e Ao 244) - A00 o
ey iy o R * | = Adasd) = do0a,,
e S S
{ ql’\ 4 - ’

<
| = AOARLAOAHR 400 &y,

= 4o7—+10——A60)
£

= N eann il HOGee, =0 5 X =

12
et -l oo, el (84440

, e ¢ o =) QA GO0%s, £ Y
2 i A e ~ A4 4 BAA KOO e, - <0 >) 81+ v e g

— — 44T J %4 4lkco a, 0 ) — : ; =

> — 4% { B14kooa,, 4 \x ht = g, LD 5 2\/‘?%0%’4 A A4
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