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A val6szintiségelmélet alapjai. Miért hasznalhaté valos jelenségekre a valoszintiségelmélet? Modell és valosag. A
becsléselmélet alapjai. A becslés célja: kis hiba. Koltségfiiggvény. A Bayes-becslés. A priori ismeretek.

A maximum likelihood becslés indoklasa, algoritmusa. Likelihood és log-likelihood fiiggvény. Példa: kozépérték
és variancia becslése fiiggetlen normalis eloszlast megfigyeléseknél. Az ML becslés tulajdonsigai. LS becslés és
maximum liklehood becslés. ML becslés linearis megfigelési egyenlete és normalt eloszlasi, fiiggetlen megfigyelések
esetén(Gaus-Markov becsls)

Jelek csoportositasa. Jelek leirdsa a frekvenciatartomanyban. Tranziens jelek, energia-stirtisé. Tranziens korrelacié.
Periodogram. Spektrummeérés savsziirével.

A sztochasztikus folyamatok alapjai. Fogalmak, mérési lehetGségekm jelentések. Szemléletes magyarazatok. A vé-
letlen fazisu szinuszjel, stacionarités, ergodicitas. Periodikus jelek. Véletlen id6zitési jel. Korrelacio és teljesitmény-
strtiség.

A mintavételezés modellezése: modulacié Dirac-delta sorozattal. A Dirac-delta értelmezése. A mintavételezett jel
Fourier-transzformaltja. Mintavételi tétel. Mintavételi tétel a frekvencia-tartomanyban.

A kozelité mintavételi tétel. A tételek korlatai: végteleniil sok minta kellene. A Fourier-transzformalt kozelitése
téglanyosszeggel. A DFT és az FFT. DFT, FFT, FFT nem 2 hatvanyra (chirp-FFT) {x}= IDFT(DFTZ(x))
bizonyitasa. Interpolacios formula. A folytonosideji jel visszaéllitasa a mintdkbol FFT-vel, alulatereszts sziirével,
kauzalitas. Interpolacié modositott ablakfiigvénnyel, talmintavételezéssel. FIR realizacio.

A DFT eredménye szinusz esetén, koherens mintavételezéssel. A mintavételi tétel értelmezése szinuszos jelre. Szi-
nusz minavételezése, informaciétartalom. Frekvenciatranszformécié mintavételezéssel. Szinuszos jel paramétereinek
meghatarozasa spektrumbol. Az ids- és frekvenciatartomany ellentmondo6 kévetelményei. Mintavételezés a gyakor-
latban: csaloka abrak (szinusz mintavételezése csokkend frekvenciaval, az idéfiiggvény és a spektrumok), jelismétlés
és mintavételezés. Keskenysavia jel mintavételezése. Az analdég mintavételezd osszcilloszkop. Mintavételi tétel
sztochasztikus jelekre.

A DFT eredménye szinusz nem koherens mintavételezéssel. Szivargas és léckerités hatas. Ablakozas. A Hann és
a Hamming ablak. Flat top ablak. Interpollalt FFT. LS becslés. Diszkrét négyszog-ablak Fourier-transzformaltja
dB-ben megadott spektrum. Atlapolas-gatlo szlrs.

A DFT eredményének tulajdonsagai sztochasztikus jelekre. A periodogra mint spektrumbecsls. |Xj| eloszlasa. A
periodogram varianciaja.

A cirkuléris konvolucio. A korrelcio indirekt elvii becslése. A varancia megjelenése a korrelaciobecslében: a szomszé-
dos becslé-pontok korrelaltak. Az eredmény variancidja. A cirkularitas és a Bartlett-ablakos torzitéas kikiiszobolése.

A kvantéalas tulajdonsagai szemléletesen. A kvantalas mint a valoszintiségstirtiségfiiggvény specialis mintavételezése.
A karakterisztikus fliggvény. A karakterisztikus fliggvény és a momentumok kapcsolata.

A kvatalasi zaj tulajdonsagai. Egyenletes eloszlas — korrelalatlansag — fehérség. Korlatok ujrakvantéalas, DSP,
hatarciklus-oszcillacio.

A kvantalési tétel. A dither, mint "atlapolasgatlo sziir6". A miikodés magyarazata. Haromszog-eloszlasu dither az
audio-technikaban. HP analizator szinuszos ditherrel. A korrelalatlansag és a fehér zajspektrum feltételei.

A diszkrét atlagolas eredményének variancidja az N fliggvényében. Kozelits leirds. A savkorlatozott fehér zaj.
Osszfiiggés a mintavételi tétellel. Ekvivalens savszéelsség. Variancia savkorlatozott fehér zaj és kettds exponencialis
autokovarinacia esetén. Az analog atlagolas torzitasa, varianciaja.

Mozgo atlagolas (boxcar integration). Additiv zajsztirés (inditott atlagolas).

Alulateresztd sziirés, mint atlagolds. Exponenciélis atlagolas és alulateresztd sziirés. Az exonencialis atlagolas, mint
elssfoku alulaterszts sziirs. A digitalis és az analog atlagolo és alulatereszts szilir§ Osszevetése, ekvivalenciaja.

A mozgo6 atlagolas fésiiszlir6+integrator alaku "megvaldsitasdnak" stabilitdsa a polus modositéasaval, az atviteli
fiiggvény modosulasa. Fogkitorés. Fogkitorés 0-t6l kiillonbozo frekvencian. Szirébank. Ekvivalencia a DFT-vel.

A megfigyel-elmélet alapjai. A megfigyel altalanos feladata. Altalanos blokkvazlat. Egyenletek, a hiba allapot-
egyenlete. A véges lépésszamu beallas feltétele. A rezonatoralapi rekurziv DFT analizétor.

Digitalis sztirés. Digitalis sztirsk. IIR, FIR. Specifikacio. Alapvetd IIR tervezési modszerek: analog sziirék bilinearis
transzformacioja, impulzus-invaridns médszer. Modellek atalakulasa egymasba, polus-ekvivalenciak. Frekvencia-
mintavételezés — stabilitds. Elényck — hatranyok.

FIRtervezés: ablakozas, Remez algoritmus. FIR sziir6 késleltetése.
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1. A valbszintiség alapjai

1.1. Vazlat
— A val6szintiség alapjai. Miért hasznalhato valos jelenségekre a valoszintiségelmélet?
— Modell és valosag?
— A becsléselmélet alapjai. A becslés célja: kis hiba.

— Koltségfiiggvény. A Bayes-becslés. A priori ismeretek

1.2. A valésziniiség alapjai. Miért hasznalhato valds jelenségekre a valdsziniiségel-
mélet?

1.3. Modell és val6sag

A modell a vilag leirasénak, megértésének az eszkoze, a vilagra vonatkozo ismereteinknek kifejez&je. A valdsdgrol
alkotott kép, melyben kiemeljik annak bizonyos aspektusait. A wvizsgdlt jelenséget vdltozatlanul hagyva vizsgdljuk
a valdsdgot.

A modellezés célja a modell megalkotésa:

— funkcionalis modell
— fizikai modell
— matematikai modell

A priori ismeret: a modellezend§ jelenségre vonatkozo a vizsgalat megkezdésekor rendelkezésre allo isme-
retek Osszessége.

A posteriori ismeret: a modellezési eljaras befejezésével rendelkezésiinkre allo ismeret, ami a jelenség
megfigyelése soran nyert informaciokkal tobb az a priori ismeretnél.

Deduktiv modellalkotas: Ismerjiik a jelenség belsé felépitését, a torvényszertiségekbdl kiindulva toreksziink
a jelenség pontos leirasara. Egyértelmti

Induktiv modellalkotas: Nem rendelkeziink informacioval a rendszer belsejérdl, a kisérletek informéaciot
adnak a rendszer bemend és kimend jeleirgl. Olyan lefrasra toreksziink, mely utannozni képes a modell miikodését.
Nem egyértelmi

A mérés mindig egy modellezési folyamatba van beagyazva, a mérés a modellalkotas autonéom szakasza. A
mérés a mért jellemzsk halmazat leképezi egy szimbolumhalmazra. A mérési eljarasnak fizikailag vagy koncep-
cionalisan tartalmaznia kell a mérendd objektum el6zetes modelljét.

Ha a mérés erdménye

— folytonos — becsléselmélet

— diszkrét — dontéselmélet

A megfigelési tér elemeihez
becslési eljaras N\, dontési eljaras
becslést dontést
rendel

A becslések, dontések sztochasztikus jellegtiek. A becslések és dontések mindsitésére a nagymértékd elvi
hasonlosag ellenére eltérs jellemzsk megadésa sziikséges.
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1.4. A becsléselmélet alapjai

A becslési folyamatokat tgy jellemeztiik, hogy ezek tobblépéses sztochasztikus leképezést valositanak meg a
keresett jellemz6 (a) és a becslés (a) kozott.

A becslés jellemzésére az a valoszintiségi valtozo statisztikai leirdsa szolgal, a becslés "josagara" ezért a-nak a
rogzitett a mellett érvényes eloszlas- és stirtiségfiiggvénye jellemzs. Az f(ala) a feltételes stirtiségfiiggveny adott
a esetén a kiillonb6z6 megfigyelésekhez rendelt a becslések lehetséges tartomanyat és ezen tartomanyon beliili
eloszlasat adja meg.

A stirtisagfiiggvény helyett (mert nehézkes megadni) célszertibb az a valoszintiségi valtozé néhany jellemzdjét
tekinteni a "josag" mértékének. Ilyen jellemzok lehetnek az E{aa} feltételes varhato értéks és a cov[a,ala]
feltételes kovariancia.

—+o0

Efala) = / of (a)a)da

— 00

Hogyan jellemezhetjiik a becsl6ket? Néhény tulajdonsag:
Torzitatlansag;: E{&} = E{a}
Hatasossag: Egy becslé hatasosabb, mint egy masik, ha atlagos négyzetes hibédja kisebb

var|dla] < var[9|a]

Elégségesség: elégséges, ha minden lényeges informéciot tartalmaz a-rol
Aszimptotikus torzitatlansag;:

lim E{a(k)la} =0

k—o0

1.5. A becslés célja: kis hiba.
1.6. Koltségfiiggvény

A koltségfiiggvény barmilyen feldolgozasi algoritmust jelolhet, amely viszonylag egyszertien megvalosithato és
amely érvényes optimumkritérium alapjat képezheti.
Egy ésszert valasztas, ha a koltségfiiggvény csak a becsls hibajatol fiigg, vagyis C(a,a) = C(a)
A Bayes-becsloknék leggyakrabban alkalmazott koltségfiiggvények a kovetkezdk:

— négyzetes hibafliggvény:
Cla,a) = (a; —ai)’
— abszolut hibafliggvény:
C(a,a) = i |a; — a]
i=1

— egyenletes koltségfiiggvény
A
|CAll — ai| < EVi—re

1.7. A Bayes-becslés.

A legtobb elgismeretet a Bayes-becslok igénylik. Tételezziik fel, hogy az ismeretlen a valdszintiségi valtozod para-
métert a {z;} megfigyelések felhasznéalasaval kivanjuk becsiilni. Tételezziik fel, hogy az ismeretlen paraméterrsl
bizonyos elgismerettel rendelkeziink, melyet a paraméter f,(a) a priori valoszintiség-striségfiiggvénye ad meg.

Van sok megfigyelés az ismeretlen paraméterrdl: z1, zo, ..., zn. A vizsgalati modellben feltételeztiik, hogy a
mgefigyeléseket zaj terheli: z; = a; + n;.

Emiatt ismerni kell a megfigyelések feltételes stirtiségfiiggvényét: f(z]a), a csatornakarakterisztikat.

A megfigyelés utani ismereteket a paraméter f(a|z) a posteriori strtiségfiiggvénye adja meg.

A Bayes-becslési modszerek mindegyike az a posteriori stirtiségfiiggvény meghatarozasara vezet.
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1. abra. Lehetséges Koltség fiiggvények

A becslés mindig hibéas lesz. A hiba: @ = @ — a. Az optimalis becslésnél ezt a hibat kivanjuk valahogy
minimalizalni.

Koltségfiiggvény: C’(a - d), a hibakritériuma.

Atlagos Bayes koltség: E {C’(a, d)}, ezt kellene minimalizalni

+oo
B{C@.0)} = / C(a,d)f(alz)da (1.7.1)

A becsl6k szarmaztatasahoz irjuk fel az atlagos hibat. Mivel a becslés a z megfigyeléstdl, és az a tényleges
paramétertsl fligg, és mivel mind z, mind a valoszintiségi valtozo, ezért a varhato érték az f(z,a) egyiittes
strtiségfiiggvény szerint kell képezni.

R= EZ{EG{C(a,&)}} - //C’(a,d)f(z,a)dzda (1.7.2)
Az egyiittes strtségfiiggvényt szorzat alakban felirva nyerjiik az atlagos hiba kévetkezs alakjat:
R /[f(z)/C(a, ) (a]2)da]dz (1.7.3)

Az Osszefiiggésben a belss integral rogzitett z megfigyelés mellett adja meg a hibat, melyet Feltételes Bayes
koltségnek, vagy feltételes atlagos hibanak neveziink, és amelynek z szerinti varhato értékét a kiilsé integrallal
hatérozzuk meg. Mivel f(z) nem negativ, ezért az atlagos hiba minimalizalasa ekvivalens a Feltételes Bayes
koltség minimalizalasaval.

6 A
94 / C(a,a)f(alz)da =0

Az a posteriori strtiségfliggvény meghatarozasa a Bayes-szabaly alkalmazasaval lehetséges:
f@fGla) _ fa)f(:la)
f(z) Heo
[ f(a)f(zla)da

flalz) =

A Bayes-becsl6 tehét
— a becsiilni kivant paraméter f(a) a priori strtségfiiggvényétsl
— a megfigyelések f(z]a) feltételes strtségfiiggvényétsl

— és a C(a,a) koltségfiiggvénytdl fiigg.
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2. ML — LS becslés, Gaus-Markov becslé

2.1. Vazlat
— A maximum likelihood becslés indoklésa, algoritmusa. Liklelihood és log-likelihood fliggvény
— LS becslés és maximum likelihood beecslés.

— ML becslés linearis megfogyelési egyenlet és normél eloszlast megfigyelések eseten (Gauss-Markov becsld,
LS becsls)

— ML becslés egyenletes eloszlasi zaj esetén.

2.2. A maximum likelihood becslés indoklasa, algoritmusa

Amennyiben csak az f(z|a) feltételes stirtiségfiiggvény adott (tehat a Bayes-becsls szarmaztathato), ilyenkor a
legjobb becslést az in. Maximum Likelihood becslé eredményezi.

A Bayes-becsléknél az f(a) a priori strtiségfliggvény ismeretére sziikség volt. A maximum likelihood becs-
16knél f(a)-t nem ismerjiik, ami agy modellezhets, mintha egyre jobban szétteriils stirtiségfiiggvényiink volna.
Az a mérendd paramétert tehat egyre nagyobb variancidajo valoszintségi valtozonak tekintjiik.

f(a)

\
\

apAp = GML
2. 4bra. Az a priori stirtiségfiiggvény hatasa

A maximum likelihood becslésnek szemléletes értelmezést is adhatunk. Minthogy vagy nem ismerjik a
paraméter eloszlasat, vagy a paraméter ismeretlen, nem valoszintiségi valtozo, csak a megfigyelésekre tamasz-
kodhatunk. Az ML becslésnek ezért azt a paraméterértéket tekintjiik, amely mellett a kapott megfigyelés a
legvaloszintibb. A likelihood fiiggvény tehéat a kapott megfigyelés hihetGségének mértékét a keresett paraméter-
érték fliggvényében adja meg.

A maximum likelihood becslének nagyon kellemes tulajdonsagai vannak:

— aszimptotikusan torzitatlan (nagy N-ekre a torzitas nulldhoz tart)

aszimptotikusan hatésos
— aszimptotikusan normélis eloszlast

— egy fiiggvény becslGje egyenls a becsls fiiggvényével

2.3. Likelihood és log-likelihood fiiggvény

Likelihood fiiggvénynek a kovetkezSkben a megfigyelés feltételes strtiségfiiggvényét f(z]a) tekintjiik, melynek a
szerinti maximumhelyéhez tartozé paraméterérték adja meg definicidszertien az optimalis becslést. A szélsGérték
feladatot a likelihood egyenlet irja le:

of (z]a)
da

|a:f1 =0



ML - LS becslés, Gaus-Markov becslé. . . 2. Tétel

Kihasznélva a logaritmus fiiggvény monotonitéséat:

Oln f(z]a)

a=a — 0
da |

Példa:
Hatdrozzuk meg a kidzépérték becsldjét N fiiggetlen, normdalis eloszldasu megfigyelésbdl.
Az egyiittes striségfiigguény a kovetkezd:

1 _e=wTeE-w
L(Zvﬂ):f(zaﬂ)me 252

Ennek logaritmusdt célszerd minimalizalni.

N
InL(z,pu) = -5 In(27) — Nln(o

Q|H

a Zilil(zi — p)? kifejezést (tehdt LS problémdra jutottunk).

N
—621 1% =Y 2 —0

i=1

VagyLs

N
1
= Zl zi, a szamtani kézépérték.

Jol ldtszik, hogy az elsé két tag nem filigg u-tél, ezért a harmadik tagot kell maximalizdlni, vagyis minimalizdlni

2.4. ML becslés linearis megfogyelési egyenlet és normal eloszlasii megfigyelések
eseten (Gauss-Markov becsld, LS becsld)

Vizsgaljuk meg az ML becslét Gauss-megfigyelési zaj és linearis megfigyelési egyenlet feltételezésével. Legyen a
megfigyelési zaj varhato értéke és kovarianciaméatrixa a kévetkezo:

E{n} =0; cov[n,n]= g nn
tehat n megfigyelések mellet a zaj stirtségfiiggvénye:

1 T 1
n = - Z;nn
TR W

Felhasznalva a z = Ua + n linearis megfigyelési egyenletet a likelihood fiiggvény a kdvetkezére adodik:
1
(2m) % [Sanl

melynek széls6 értékét a likelihood egyenletbdl hatarozhatjuk meg:

LR - 2 {s-a) Y ke - Ua))
vagy:

UTanUa— UTZn

o~ (a-Ua) TS} (s-Va)

f(zla) =

=0

a=anr

a=anr



ML - LS becslés, Gaus-Markov becslé. . . 2. Tétel

Ha az [UTY 1U] 7! inverz létezik, a paraméter Gauss-Markov-becslése a kovetkezs:

agy =[UTY aUI7'UTS Lz
A Gauss-Markov becslésnél nem ismerjiik az f(a) a priori stirtségfiiggvényt. Mint az el6z6ekben mar lattuk

ugy vehetd figyelembe, hogy f(a)-t végtelen varianciaju Gauss-striiségfliggvénynek tekintjiik.
A Gauss-Markov becslgkre igazak az ML becslgk tulajdonsagai, plusz:

— A becslés a megfigyelés linearis fiiggvénye

— A becsl6 torzitatlan, hiszen felhasznalva a megfigyelési egyneletet:
—1 -1
E{ancla} = [UTZ;;U} Uy [Ua+ E{n}} - [UTZ;jU} [UTZ;ﬁU}a: a
— A becsl6 hatasos

2.5. ML becslés egyenletes eloszlast zaj esetén
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3. A jelek csoportositasa

3.1. Vazlat
— A jelek csoportositasa
— Leiras a frekvenciatartomanyban
— Tranziens jelek, energiastirtiség. Tranziens korrelacié. Periodogram

— Spektrummeérés savszirsvel

3.2. A jelek csoportositasa
Id6paraméter szerint

e Folytonos id6paraméter

e Diszkrét sorozat

E kettd kapcsolataval a mintavételezés foglalkozik.

Jelek
/\
Determinisztikus Jelek Sztochasztikus Jelek
/\ /\
Periédikus Nemperiddikus Stacionarius Nemstacionarius
Szinuszos Altalanos  Kvazi Tranziens Ergodikus Nemergédikus

periodikus  periodikus

3. abra. Jelek csoportositasa

Determenisztikus: a jelenség altal meghatarozott formaja jel

Sztochasztikus: "latszolag" véletlenszert, determinisztikus ismeretek hidnya ill. elhanyagolasa. A jelenség
nem hatarozza meg egyértelmten a jel alakjat.

periodikus z(t) = z(t + T,,) 3T}, amelyre a fenti Gsszefliggés teljesiil.

szinusz
x(t) = Ay cos(2m fit + ¢1)
= Ay cos(2mfit + 1)+ C
= Acos(27 f1t) + Bsin(27 f1t)

B
Ay =+VA?2+4+ B2, ¢ =arctan Z(—HT ,ha A <0)
A = A cos
B = A;sin

. . A —
a(t) = Cre?*™ Mt + C_ye 2Nt ) = 71@“”1 C_1 =Cy ha x(t) valos

11
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altalanos periodikus
Fourier-sorba fejthets

o0
x(t) = Z C)e?2 kit
— 00

o0

T T

1 » 1 ‘ .

Cp = / w(t)e Hmhtdt = / Y Cpel?mhhtemirmniitgy
0 0 k=—oo

T
) : 1 k=0
—j2w fr1kt ,—j27 fint _
/e e dt—{ 0 k+n
0

Fourier sor bazisfiiggvényei ortogonalisak egymasra
kvaziperiodikus

szinuszos, de nincs kozos alapharmonikus vagy nem vessziik figyelembe (nem fejezhetSk ki a frekvenciak két kis
egész szam hanyadosaként, nagy a periodushossz)

x(t) = ZCke_ﬂ”f’“t, fok=—fr, C_p=Cr hauzx(t) valés (3.2.1)

tranziens jelek egy id6 utén elttinnek: x(¢t) =0 hat > T

3.3. Leiras a frekvenciatartomanyban
Fourier-transzformalt:

—+o0

X(f) = / z(t)e 72 tat (3.3.1)

— 00

Diszkrét Fourier-transzformaélt:
N-1
o ki
Ty = Z e ITN (3.3.2)
i=0
Inverz Fourier-transzformaélt:
+oo
x(t) = / X (f)e=2Itqf (3.3.3)

Inverz Diszkrét Fourier-transzformaélt:

1 N—-1
- ki
=5 > Xpe TN (3.3.4)
k=0

+oo
Folytonos esetben értelmezett, ha [ |z(¢)|dt < oo
— 00

Szinuszos jelek leirdsara is alkalmas, a § és az inverz Fourier-transzformacié alapjan:

+oo

/ g(2)0(x — zg)da = g(xo)

— 00

12
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+oo
[ ot = geretag = e

A szinuszjel matematikai értelemben nem Fourier-transzformélhato, azonban a § felhasznélasaval megadhato
olyan spektrum, melynek inverze az idGtartoményban szinusz:

F{A1 cos(27 frt + @1)} — F{Cleﬂ”flt + c_le—ﬂﬂfﬂ} = C10(f — f1) + C_18(f + f1)
A A
= S (f = fi) + eI (f + )

Altalanos periodikus jelekre:

F{iCkeﬁ“kﬁt} = i Crdf —kfr

Kvéziperiodikus jelekre:
F{chej%f’“t} = ZCme — [k

3.4. Tranziens jelek, energiastirtiség. Tranziens korrelacié. Periodogram

A tranziens jelek egy idé utan elttinnek: x(t) = 0 ha ¢t > T. Ha a tranziens jelekre igaz (a gyakorlatban
altalaban igaz):

—+o0

/ 2%(t)dt < oo , akkor

— 00

értelmezett a tranziens korrelacio:
“+o0o
Ry (1) = / x(t) - x(t +7)dt (3.4.1)
Ry (1) = w(—t) * x(t)
F{Ri (1)} = F{a(=t) xz(t)} = X(f) - X(f) = |X(f)]* = E(f)

E(f) — Energia-stirtiségfiiggvény, E(fo)df megadja az fy koriili df savban szallitott energia mennyiségét.
Nemnegativ, ez kovetkezik a definiciobol.
Az ebben a savban miikods szavszirst vizsgilva:

/ <ﬁ—/WY JPdf = /WX DPAS = |X(fo)Pdf + X (= fo) PAf = E(fo)df + E(~fo)df

T Parseval—tetel

Periodogram: a teljesitmény-striiségspektrum becslGje kozvetleniil a mintak alapjén, a regisztratumbol. T'
ill. N hosszu regisztratumot készitiink, ezt Fourier-transzformaljuk, majd normaljuk. Ez a teljesitményspektrum

becslgje.

SN = XD Se(f) = TXTTV(T)

. 1 . 1 —
k) = —|X)? ook = — XY

3.5. Spektrummérés savsziirGvel

13
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3. Tétel
t D D y(t 2(t 1 F
L (); ()2 y()= T/()dtL
0
T — o0
4. abra. savteljesitmény mérése
T
2
y(t) 9 (1) W 1 E(fo)
- () | Odt =~ 557
_r
2
T — oo
5. abra. energia-stirtiségfliiggvény mérése
T ~
y(t) _ 9 yz(t)‘ 1 P 1 S(fo)
|0 pfod R say e
0
T — oo

6. abra. teljesitmény-stiriiségfiiggvény mérése

14
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4. Sztochasztikus folyamatok
4.1. Vazlat

— A sztochasztikus folyamatok alapjai, fogalmak, mérési lehetségek, jelentésiik

— Szemléletes magyarazatok, a véletlen fazisu szinuszjel, stacionaritas, ergodicitas

Periodikus jelek. Véletlen id6zitést jel

— korrelacio és teljesitménystiriiség

4.2. A sztochasztikus folyamatok alapjai, fogalmak, mérési lehetSségek, jelentésiik

Sztochasztikus jelek: A kisérlet megismétlésekor el6forduld latszolag véletlen ingadozasokat tapasztalunk. A
koriilmények, a jelenség nem definidlja egyértelmiien a kisérlet eredményét. Determinisztikus ismeretek hidnya,
illetve elhanyagolasa, zaj.

Sztohasztikus jelek sztochasztikus folyamattal modellezhetsk: egy fiiggvényhalmazon (lehetséges realizaci-
0k = elemi események = mintafiiggvény) értelmezett valoszintségi eloszlas. Minden elemi esemény 1-1 fiiggvény,
pl.:i[—2;3]-on x < 1Vt-re. A fiiggvények minden ¢ idépillanatbeli értékéhez valoszintségi valtozo tartozik, ezek
strtiség illetve eloszlasfiiggvénye jellemzi a folyamatot.

A kisérletekhez tartoz6 id6fliggvény

7. abra. A sztochasztikus folyamat, mint mintafiiggvény-sokassig

Kolmogorov-féle alaptétel: A fiiggvények ¢ iddpillanatbeli értéke 2(t), t paramétert valoszintiségi valtozo.
Adjuk meg az Gsszes x(t) valoszintségi valtozo eloszlasat, majd az dsszes x(t1), x(t2) valoszintségi valtozo par el-
oszlasat és igy tovabb, hogy ezek kompatibilisek legyenek (az alacsonyabb rendszamuak a magasabb rendszamuak
peremeloszléasai).

Ez a két megadas ekvivalens. A sztochasztikus folyamat valoszintiségi valtozo sorozat, melyet eloszlasaik
egyértelmtien definidlnak. Elegend§ tehat paraméterfiiggd eloszlasseregben gondolkodni.

Eloszlast mérni nehéz, a paraméter eloszlasseregb6l momentumokat definialhatunk, amik mérhetsk.

Varhato érték:

+oo
po(t) = E{z(t)} = / xf(x)dz, ergodikus folyamatoknal helyettesithets az idGatlaggal

Atlagos négyzetes érték és variancia:

wi(t) = B{2*(t)}

15
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+oo
BE{z*} = /fo(x)dx = R..(0) = / S(f)df = o2 4+ p2

Ez egyben teljesitmény is.

var{a(t)} = o3 (t) = W3 (t) — 3 (t)
+oo

var{z} = E{x—E:E)Q} = / Sec(f)df =02 — 12

— 00

Szoras: a mért érték ingadozasanak amplitudojanak atlagos értéke.
Autokorrelacios fiiggvény:

Ru(t,7) = E{:c(t)x(t + T)} Sr=0 = R(t,0) = U2(1)

Autokovariancia fliggvény

Co(t,7) = Rp(t,7) — pa(pa(t +7)  — 7 =0= Cu(t,0) = o2(t)

4.3. Szemléletes magyarazatok, a véletlen fazisu szinuszjel, stacionaritas, ergodici-
tas
Stacionarius sztochasztikus folyamat: olyan sztochasztikus folyamat, amelynek jellemz&i idGinvariansak.
gyenge stacionaritds: elsé két momentumra igaz. erds stacionaritds-minden momentum és a stirtiségfiiggvé-

nyekre is igaz — a felvett valtozok egyiittes eloszlasa idGinvarians
Fo an(ziooizn bt otn) = Foy o an (2100 28, tigt -« ENge) Vi .. ty-re t-t6] fiiggetleniil
A momentumok idéinvaridnsak stacionarius folyamatok esetén:
u(t) = p
T2(t) = w2
var{z(t)} = var{z} = o*(t) = o*
R(t,7) = R(T)
C(t, ) = C(r)
Stacionaritas ellendrzése:
— sokat kell atlagolni
— ha nincs id6ben modosité tényezd, akkor feltételezhets
Ha csak egyszer megfigyelhets a jel? Ergodikus hipotézis

Ergodikus sztochasztikus folyamat: olyan stacionarius sztochasztikus folyamat, melyben az idGbeli at-
lagok és a sokassag szerinti atlagok megegyeznek. Sziikséges felétele a stacionaritas.
Szemléletesen x(t) és x(t + to) egyre fiiggetlenebbé valnak ¢y novelésével. Az ergodicitas akkor nem teljesiil, ha
az egyes realizaciok valamilyen atlagértékiikben kiilonboznek egymastol.

Realizacionként bealld6 memoria nincs. — altaldban teljesiil az ergodikus hipotézis.

plélda:

flip-flop, aminek a kimenete bedll.

Sokassdg: két érték kozt. 1dd szerint: az eqyik érték.
Ez staciondrius, de nem ergdodikus

Gyenge ergodicitas
T

e = E{z(t)} = lim %/x(t)dt

T—o0
0

16
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4. Tétel

T
1
2 _ _ L[ 2
U2 =E{2*(t)} = TlgnOo T/x (t)dt
0
.

R(t) = E{z(t)z(t + 1)} = Jim = /x(t)x(t + 7)dt

0

Az er6s ergodicitas minden momentumra teljesiil.

4.4. Periodikus jelek. Véletlen idé6zitést jel
periodikus jelek a 3. tételben

Véletlen idézitést jelek

altalaban

8. dbra. Véletlen fazisu szinusz

: N ] 2a(t) — za(t +T)
S~ \ [to, to + Tp)-n egyenletes

pl.:szinkronizalas nélkiil mérnek, mindenhol kiilonb6z6 kezd6fazis, ehhez rendeliink egy eloszlast. Szemléle-

tesen: allo szinuszra egy ablak, kezdeti id6 egyenletes eloszlasa. id§ — fazishelyzet

sin(t+T) = Asin(wt + ¢) w egyenletes [0, 27]-n }

Asin(wt + ¢) T egyenletes [0, %]-n
A valoszintiségi valtozot leképezem fiiggvénnyel.

varhato érték:
2m

E{z(ty)} = % /Asin(wot +¢)dp =0
0

els6 rendben stacionérius (mivel id6fiiggetlen)
ergodikus-e?

T
1
/ Asin(wot + ¢1)dt — 0 elsérendben ergodikus
0

2. momentumok:
E {J} to } ez a masik specialis eset
E{J} to tl)}

2m

1
E{x to)x tl)} /Asin(wto + @) Asin(wty + (p)%d(p (¢ azonos, mert ugyanaz a fiiggvény)

0

7 (w(to +t1)) +2p  Acos(ty —to)\ 1
_ 2cosw0 1 o) cos(t; —1p L
_/A{ 2 * 2 }27rd‘p

0

A2 A2

=5 cos(w(ty —tg)) = > cos(wT)
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Nem fiigg az id6t6], csak az idékiilonbségtsl — masodrendben stacionarius.
Bizonyithato, hogy masodrendben ergddikus és magasabb rendben is.

R(to, tl) = E{%(to)x(tl)} = A7 COS(CUT)

F{R(7)} = 5(f) + Wiener-Hincsin dsszfiiggése,
Syy(f) = Smm(f)lH(f)|2

+o00 +o0
P03, = Ryy(O) = [ (000 = [ Seal DIHIPAS % S0 (f0)dS + Sua(~ S

Say(f) = Sea(f) - H(f)

Syz(f) = Say(f)

Syy(f) = Saa(F)H(f)]?
Ryy(T) = Rye(T) * h(t)

Ry (7) = Ryo(T) x h(—1)
Rya(7) = Ry (—7)

Ryy(T) = Ryz(T) % h(t) * h(—t)

4.5. A korrelacié és a teljesitménystiiriségspektrum
— adott frekvencian szallitott teljesitmeény (S(f))

— korrelacio lokalis maximumai — ismétl6ds komponensek (R(7))

Keresztkorrelacio: jelterjedési viszonyok F {R(T)} = S(f) stacionaritas arra kell, hogy csak 7-tol fiiggjon.
pl.: Gauss folyamat: stacionarius folyamat, melnyek tetszéleges (egyiittes) valoszintség-stirtségfiiggvény-e Gauss
eloszlasi

1-D-s stirtiségfiiggvény:

1 _1-pw?
2 2

f(fﬁ)zme o
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5. A mintavételezés

5.1. Vazlat

— A mintavételezés modellése: modulacioé Dirac-delta sorozattal.
— A Dirac-delta értelmezése.
— A mintavételezett jel Fourier-transzformaéltja.

— Mintavételi tétel. Mintavételi tétel a frekvenciatartomanyban.

5.2. A mintavételezés modellezése

Ahhoz, hogy analog jeleket digitalis eszkdzokkel feldolgozhassunk, elGszor véges bitszamon abrazolt szamsoroza-
tokka kell atalakitanunk 6ket. Az id6ben valo diszkretizalds a mintavételezés.

Mintavételezéskor az idében folytonos jelnek mintasorozatot feleltetiink meg. Leggyakoribb moédja, a minta-
sorozat a jel egyenletes id6kozokben felvett értékeit tartalmazza.

9. &bra. Mintavételezés egyenls idskozokkel

Fourier-transzformacio:

—+o0

X(f)= /:C(t)e_ﬂ”ftdt

— 00
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A szamsorozatnak onmagaban 0 a Fourier-transzformaltja, mert csak diszkrét helyeken kiillonbozik nullatol.
A vizsgalat céljabol Dirac-impulzusokat rendeliink az mintakhoz, agy, hogy az impulzussorozat integralja ne
kiilénbo6zzon jelentGsen az eredeti jel integraljatol.

T (t) = i z(ti)(S(t;:i) x(t)_i 5<thsz)

1=—00 1=—00

Tm: a mintavételezett jelet reprezentalé Dirac-impulzussorozat
x: az eredeti jel
Ts: mintavételi id6koz

+o0 o o0 . o +o00
/:rm(t)dt_Z(:c(ti) / 5(%:118)&) :_Zz(ti)Tsz /z(t)dt

Matematikai mintavételezés: szorzas Dirac-impulzussorozattal

5.3. A Dirac-delta értelmezése
Matematikai értelemben nem fliggvény, hanem disztribici6.

—+o0

[ 9t@)sta - z0)de = glao) (5.3.1)

— 00

+oo
/ O(x)dx =1 (5.3.2)

Konvoluacio

+oo

[ stwita -~ udu=g(x) (5:33)

— 00

inverz Fourier-transzformécio
—+o0
/ 5(f — fr)e??™tdf = st (5.3.4)

Ezzel tudunk szinuszos jelekhez is Fourier-transzformaltat rendelni.
Matematikai fiiggvények argumentuma altalaban dimenziétlan, igy itt

FEf
_/ ()41~ 1

) (i)—t lenne szabad felirnunk
0

“+o0 f
/ (s = fo

Szemléletesen végtelen magas és végtelen keskeny impulzus, melynek intenzitasa (integralja) 1.
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5.4. A mintavételezett jel Fourier-transzformaltja.

A Dirac-impulzussorozat Fourier-sorba fejthetd:

oo
Ts) _ Zeﬂwﬁt

ia(th

Ez pedig mar Fourier-transzformalhato:

F{ieﬂ“ﬂt} = ié((f -

— 00

Xon(f)=F{an(t)} = {
*§5<(f

ﬁ)Ts)Ts
} Flat }*F{
’TS)TS>T5X(fT%)

)

A mintavételezett jel spektruma az eredeti bpektrum = tavolsagban vett ismétlgdésibsl all.
Az az érzés, hogy ebbdl alulateresztd sziiréssel megadhato az eredeti jel spektruma, ha nem lapolédnak at,
mert az elrontja a spektrumot, ha Ts-t megfelelGen kicsire valasztjuk.

Az idétartomanybeli jel

A mintavételezett idofuggvény

3 3

2r 2
g 1 1111 111
2 2
3 Or 3 0
: : 111111
< -1}t < -1

_27 _2,
_3 1 1 1 1 1 _3 1 1 1 1 1

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

DFT abszolut értéke DFT abszolut értéke—csonkitott

100 T T 100 T T

80 80
) Ne}
E 60 S 60
3 3
E 40 £ 40
< <

o I o i

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Az eredeti és a helyredllitott jel

3 \ \ \

2 |
gl |
2
5 0
£
< -1

_27 —

-3 | | | | | | | | | |

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
1d6, ms

5.5. Mintavételi tételek.

10. abra. Négyszogjel mintavételezése

I. Mintavételi tétel : ha egy jel Fourier-transzformaltja savkorlatozott, azaz

1 1

X(f)=0, ha |f| > B akkor f, = — > 2B, azaz Ts < —

T, 2B
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A mintavételezés. . . 5. Tétel

esetén a folytonos idéfiiggvény hibatlanul visszaallithato.

Shannon,/Nyquist tétel

%: Nyquist frekvencia

f = B-nél sem lehet értéke zérustol kiilonbozs. Ha itt véges, az nem zavard, de §(f — B) olyan szinuszjelet
jelent, amibdl mindig azonos fazisban vesziink mintét, ez meghamisitja az eredményt.

II. Mintavételi tétel : ha egy jel idSkorlatozott, azaz
z(t) =0, ha t!e [to,to + T

akkor spektrumat (Fourier-transzformaltjat) A f < % tavolsagban mintavételezve a spektrum hibatlanul
helyreallithato.

Fontos szerepe van a digitalis jelfeldolgozasban, hiszen ha attériink frekvenciatartoméanyba, akkor a spekt-
rumot csak diszkrét pontokban ismerjiik /tudjuk kezelni, hasonléan az idétartomanybeli mintavételezéshez.
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mintavétel, DFT, FFT. .. 6. Tétel

6. A mintavétel részletesen

6.1. Vazlat
— A kozelits mintavételi tétel. A tételek korlatai.
— Fourier-transzformalt kozelitése téglanyosszeggel.

A DFT. A DFT és az FFT. DFT,FFT,FFT nem 2 hatvanyra (Chirp FFT).

x=IDFT{DFT(x)} bizonyitasa.

— Interpolacios formula. A folytonos idejd jel visszaéllitasa a mintakbol FET-vel, alulateresztG sziirGvel,
kauzalités. Interpolacié modositott ablakfliggvénnyel, tilmintavételezéssel.

FIR realizéci6

6.2. A kozelitd mintavételi tétel

Az 1. és I1. mintavételi tétel segit a jelek mintavételezésében és helyreallithatosagaban, de a digitalis feldolgozashoz
nem elegendéd.

Bizonyithato, hogy egy jel és Fourier-transzformaltja nem lehet egyszerre idG- és savkorlatozott, de a gya-
korlatban adott idétartamon és frekvenciasavon kiviil csak elhanyagolhatdan tér el 0-t6l, elegendd pontossaggal
jellemezhetk véges sok adattal.

Ko6zelité mintavételi tétel Ha egy jel T hosszusagu idGtartamon kiviil kozelitéleg 0 és spektruma is kozelitGleg
savkorlatozott B korlattal, akkor N > 2B7T adattal kis hibaval jellemezhetd.
ZL'(t) ~Qhat!le [to,to +T]
«(f) ~0ha |f| > B

pl.: az I. mintavételi tételt felhasznalva, N = Tl > L = 2BT. Ha f, > 2B, akkor t6bb adatot vesziink, de

s 2B
ezek redundansak, 2BT = N a jelb6l nyerhetd fliggetlen adatok szama.
Mivel nem lehet ideélisan egyszerre id6 és savkorlatozott, ezért elvben nem tekinthetiink el az i — oo
dtmenettdl az interpolacids formulaban.

6.3. Fourier-transzformaci6 kozelitése téglanyosszeggel

T

N-1
Xr(f) = /x(t)e—j27rftdt ~ Z w(iT,)e 325 To T,
0 i=0

Diszkrét frekvencidkon szamitjuk ki (szamitogépes feldolgozas miatt), legyenek ezek a kA f pontokban.

N—1
X(kaf) = Z 2 (iT,)eI2m Rl iTe
i=0
II. mintavételi tétel miatt: A f < £
= T
N mintédk szama Np = AT} =7 = Npontban kell szamitani

Af= %, ahol T'= NTj, a redundancia elkeriilése miatt.
Valos bemeng jel esetén elég lenne % adat is, mert ekkor X (kA f) = X(—kA f), de a DFT-nél megengediink
komplex adatokat is.

1 1
TsAf:TsT =N

szimmetria miatt k-t is ugyanazon az értékeken futtatjuk, mint i-t

N—-1
Xp=> zie 2N TT, k=0.. . N—1
=0
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mintavétel, DFT, FFT. .. 6. Tétel

T, =1
DFT:

Xp=Y e N k=0..N-1 (6.3.1)

Ha T, = 1, akkor Af%, és igy inverz DFT:

1 o i
zi:NZNlekeﬂ“kW i=0..N—1 (6.3.2)

FFT : a DFT miiveleteinek csoportositasaval gyorsabb algoritmushoz juthatunk. Cooley-Tukey FFT alap-
gondolata: N pont DFT-je N? szorzas. Ha az N pontot 2 részre bontjuk, akkor a két rész kiilon-kiilon
transzformécioja 2(%)2 = NTZ szorzast igényel, ha konnyen 6sszekombinalhatok, akkor érdemes ezt valasz-
tani és N-t 2 hatvanynak

pl.:. N = 1024 pontos DFT —~1M szorzas (%)loggN ~ 10000 szorzas FFT-vel

Chirp-FFT : Valos bemeng adatoknal: X = Xy_x, a DFT visszavezetése visszavezetése FFT-re, hogy ki-
hasznalhassuk az algoritmus gyorsasagét.

nk
— = (k) —n? =
N-1 N-1 N-1
X, = Z z,e 2R 2: £, ) Feln=k)?=n=k?] _ Z g, IR R (k) =ik
n=0
6.4. x=IDFT{DFT{x}}
Atnézm', mert nem tiszta
N—-1N— » ] NoiN-d i)
i iy imig
i — E E z;e ]27rNe]27r N — xie j27r7N
N -
=0 =0 k=0 i=0
haigziiwh =x;
hais #i=10
N—1N-1 N—-1 N-1
1 e i2m Ak (imi2) 1 Z N 1 inzeg‘%’k(iz—i)
N N
k:O i=0 i=0 k=0 i k

ha ¢ 7é iQ i2 —1 7é 0
mértani sor Osszegképletét felhasznalva:
ha ig # i
1 — i W k(i2—)N
1 _ i ki) 0

ha i2 =1
1 E E 0
N : €Z; e Tiy = T4
i k

6.5. Interpollacié formula. ..

Interpollaciés formula X,,(f) = X (f — Tﬁ)
Alulatereszt6 sziiréssel visszakaphatjuk az eredeti Fourier-transzformaltat

X(f) = Xonlf) - rect(L

7
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mintavétel, DFT, FFT. .. 6. Tétel

rect(z) = { (1) ja] < 0,5

Ezt inverz Fourier-transzformalva:

N S o
*sznc(ﬂi):Zz(sz)sznc(ﬁ T )

s - s

1=—00

o= xm(t)*Ffl{TeCt(fi)} B [ D x(z‘Ts)é(tiTzTS)

Ha t # iT,, akkor az Osszes mintara sziikség van az interpolaciohoz. A gyakorlatban a sinc "elnyomasa"
miatt kozelitSleg jo eredmény érhetd el véges szami minta felhasznalasaval.

Interpolacié FFT-vel

FFT-be 0-kat szurok be, igy széttolva a spektrumot. Olyan, mintha tilmintavételeztem volna, az IFFT-t
ezen végzem el. Ez a diszkrét sinc interpoldcio.

Xi-bol az eredeti jel visszaéllitasa: IDFT, majd interpolacié Legegyszertibb kozelités a 0. rendt tartod

X (f)-bél az eredeti jel: alulatereszt sztirésen visszaallithato, az ismétlédd spektrumok kisztrésével

Az FFT a legszelektivebb alulateresztd.

Interpolécio tulmintavételezéssel, modositott ablakfiiggvénnyel:

— ha a jelet talmintavételezziik, azaz fs > 2B, akkor enyhébb specifikacio is adhaté az alulatereszté sztirdre,
nem sziikséges olyan meredek levagas

—majd a mintakat egy eltolt és csonkolt (kauzalitds miatt) sinc fiiggvénnyel konvolvaljuk

Az idotartomanybeli jel A mintavételezett idofliggvény
T T T T
1 9 1 ‘ q
A | A
0 0 ‘ ] ‘ ‘ ‘ ] ‘ ‘ ‘ \
_l A _1 .
| | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
DFT abszol(t értéke A nullékkal kiegészitett spektrum
T T T T T T T T
15 1 15 1
10 1 10 1
5 4 5 4
O Ll 1 1 1 1 1 1 1 1 0 m 1 1 1 1 1 1 1 1 1l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Az eredeti és az interpolaciéval visszaallitott jel
I I I I
1— |
o)
h=}
¢ W W W W W W W W W HH“
£
<
_17 <]
| | | | |

0 50 100 150 200 250
1d6, ms

11. abra. Interpollacio6 FFT-vel

6.6. FIR realizacio
B(z) B

FIR realizacio esetén H(z) = () @ Visszacsatolas hianya miatt Va; = 0, azaz H(z) = 2=V B(z) = h(k) =
> bix;, azaz az impulzusvalasz értékei megegyeznek a sziirGegytitthatok értékeivel

1 1 1
1 _jon kli=iz) 1 fjom iz jom kliz=1)
Tiy = N E E €x;e N = N E xoe N 4 x1€ N
k=0 i=0 k=0
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mintavétel, DFT, FFT. ..

6. Tétel

1 . o o o ig—1
N |:er]271'0 + ZC1€O + $06]27r 7 + $1€j2ﬂ7N :|

. 1 o =L 1
10=0 §{$0+$1+$0+$1€] 2}252)(0

. 1 . 1
ia =1 §{zo+z1+zoe ”+x1} :52)(1
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A DFT eredményei szinusz esetén, koherens mintavételezéssel 7. Tétel

7. A DFT eredménye
7.1. Vazlat

— A DFT eredménye szinusz esetén, koherens mintavételezéssel.

— A mintavételi tételek értelmezése szinuszos jelre.

Szinusz mintavételezése, informaciétartalom.

— Frekvenciatranszformécié mintavételezéssel.

— Szinuszos jel paramétereinek meghatéarozésa spektrumbol.
— Az id6 és frekvenciatartoméany ellentmondo6 kovetelményei.

— Mintavételezés a gyakorlatban: csaloka abrak (szinusz mintavételezése csokkend frekvenciaval, az idéfiigg-
vény és a spektrumok), jelismétlés és mintavételezés.

— Keskenysavu jel mintavételezése. Az analdg mintavételezd oszcilloszkop.

— Mintavételi tétel sztochasztikus jelekre.

7.2. A DFT eredménye szinusz esetén, koherens mintavételezéssel

Koherens mintavételezés esetén a szinuszbol egész szamu periodust vesziink, azaz N -Ts = k-Ty. N pontos DFT,
Ts a mintavételi id6hoz, k a periédusok szama, Ty a sin periddusideje.

N k k
fs fO — fO N fs
Azaz a szinusz frekvencidjanak megfelel6 komponens pontosan DFT pontra esik.

Pontosan a szinusz spektruma jelenik meg, nincs se picket fence, se szivargéas.

I. mintavételi tétel Ha X(f) savkorlatozott B savkorlattal |f| > B, akkor fs > 2B frekvenciaval mintavé-
telezve a spektrumot, nem veszitiink informaciot.

sin esetén f = B-nél 6(f), azaz fs > 2fo frekvencia feltétel adhato sin mintavételezésére. Tiszta sin esetén a
jel 3 mintabol helyredllithato, zajos esetén tobbre van sziikség.

Szinusz parameéterei a spektrumbol:

2 ; )
A= NX el eTIP =
kfs :
fo=kaf= k+1. elem a sorban, Xy a DC szint

N

id§ és frekvenciatartomanybeli eltérd kovetelmények:

—korlatos tartdju jel nem lehet savkorlatozott

—savkorlatozott jel nem lehet id6ben korlatos

A gyakorlatban azonban kis hibaval jellemezhetd.

Jelismétlés az idStartomanyban: Tp,-vel ismételt jel A f = TL,, spektrum mintavételezés

7.3. Keskenysavi jel mintavételezése. Az analég mintavételelezd oszcilloszkop

Keskenysavu jel mintavételezése: Megfontolt f, valasztéssal letranszformélhaté f = 0 kdzelébe, fokozottan
figyelni kell, hogy ne lapolédjanak egymasra hasznos komponensek

Analdg mintavételezd oszcilloszkop: Eltérs periodusokbol kicsit kiillonboz6 fazishelyzetekbdl vesz mintéat,
nem csak letranszformalja a frekvenciat, hanem "Gssze is nyomja" a spektrumot vizualis kiértékeléshez jo, csak
tudni kell mi torténik.

A mintavételi tételt nem muszaj mereven alkalmazni, kisebb f, is elegendd lehet.
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A DFT eredményei szinusz esetén, koherens mintavételezéssel 7. Tétel

7.4. Mintavételi tétel sztochasztikus jelekre
Ha S(f) = 0,|f] > B, akkor fs; >

L -vel mintavételezve nem veszitiink informaciot, négyzetes értelemben

2B
konvergens:
M .
: N t—ils\\? | _
I\/}gnooE{ (z(t) — _EMJC(ZTS)SZW,C(T( T. )) } =0

7.5. Mintavételezés a gyakorlatban

Szinusz, 18 periédus
T T

0.8

0.6

0.4

0.2H a

0 100 200 300 400 500 600 700

12. abra. Szinusz jel
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7. Tétel

40*f1

Mintavételezett sorozat, fs

sz esetén, koherens mintavételezéssel
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A DFT eredményei szinusz esetén, koherens mintavételezéssel

7. Tétel
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Mintavételezett sorozat, fs=2.5*f1

18. 4bra. Mintavétel 1.67 minta/periodus
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A DFT eredményei szinusz esetén, koherens mintavételezéssel

7. Tétel

Mintavételezett sorozat, fs=1.11*f1
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19. 4bra. Mintavétel 1.11 minta/periédus
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20. abra. Mintavétel 1 minta/periédus
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0.8
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0.4
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-0.2

-0.4F

-0.6
-0.8

101

Mintavételezett sorozat, fs=0.889*f1

21. abra. Mintavétel 0.889 minta/periodus
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8. Nem koherens mintavételezés

8.1. Vazlat

— A DFT eredménye szinusz esetén nem koherens mintavételezéssel.

— Szivargas és léckerités hatas.

— Ablakozas. A Hann és Hamming ablak. Flat-top ablak, Interpolalt FFT.

— LS becslés, Diszkrét négyszog ablak Fourier-transzformaltja. dB-ben megadott spektrum

— Atlapolasgatlo sziirs

8.2. A DFT eredménye szinusz nem koherens mintavételezéssel

Koherens mintavételezésnél a sin egész szamu periddusa esik az ablakba, a szinusz frekvencidjanak megfelels
komonens DFT pontra esik.
Nem koherens mintavételnél nem egész szamu a periodus, a frekvencia nem esik DFT pontra. NTs # kT,

To# M0 = f# 5%

8.3. Szivargas és léckerités hatas

A regisztratum szélén mardék periodus — ugras.
Ez tobb hibat is okoz:

szivargas mas DFT pontokon is megjelennek komponensek, esetleg elfedhetnek értékes jelkomonenseket. oka a
szirGkarakterisztikak atfedése

léckerités (picket fence)hatas a legkozelebbi DFT pont (a csics) magassidga nem NTA, megtéveszts. oka a

sziirGkarakterikak nem elég laposak a savkozép 2W”(k + %) kornyezetében.

A szivargas és picket fence hatas keletkezése
300 T T T T

250 -
2001 1 e
150 v -

100 : 1

o - ‘ ‘ ’ \! e e

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

22. abra. A szivargas és picket fence jelenség

A hiba kikiiszobolhets ablakozassal
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8.4. Ablakozas

Eddig négyszogablakkal vagtunk ki 1-1 szakaszt a jelbdl, a regisztratum szélén 1évS ugras megmaradt. Szorozzunk
meg ablakfliggvénnyel (stlyozas), kisimithatja a széleket, javit a picket fence jelenségen.
Atlagolas helyett stulyozott atlagolas (wy salyok)

N—1
Z wy, = 1 a torzitatlansag feltétele stacionérius jelek esetén
k=0

Mivel:

N—1 N—1
E{&(n)} = Z wyE{y(n—N+k)} =z Z wg,
k=0 k=0

Mivel y(i) = z — n(i), E{n(i)} = 0. Hatrany: fohullam szélessége korlétozza felbontast

Hann-ablak:
1 1+ 27 ) N e N
I cos Nn , 5 n 5

Emelt cos és NT-re korlatozo diszkrét negyszogablak szorzata. :l:%“—nél elttinnek a leszivasok: frekvenciafelbontas
romlik, de az ellentétes fazisi oldalhullamok Gsszege kisebb oldalhullamokat eredményez, szivargas csokken,
f6hullam szélesebb: max amplitadéhiba is csOkken. 2. derivaltban ugras

Hamming-ablak
0,544-0.46¢co0s
kis oldalugrast megenged, hogy ezzel az oldalhullamok csckkenjenek. 1. derivaltban ugrés.

Flat-top
adott szamu egyilitthaté mellett minimalizalja a max. amplitidohibat

2wkn

Ap + Z Aj.cos

n. derivaltban ugras: ﬁ — gyel[—20(n + 1)dB/dekad] csokkennek az oldalhullamok.

8.5. LS becslés, Dszkrét négyszogjel Fourier-transzformaltja

N—-1 N—1 o Nk s N
1 —ionki 1 o ki 11— 63277 N 1le JwTs 3
X § N g2m
k= —e N = — e n = — - - = — - .
—o N N — N 1— 6]271'% N e—]wTS%
1= 1=
. N . N 1 .
elwlss — emiwlsy o 1 _ijS(N—l)SZn(%CUTS)
= — ¢ 2 e 77
jwT,s L —jwTs s L in(L
eJwWlsy — g7IWls3 % N S’LTL(QWTS)
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Négyszdg ablak, N=4096, idétartoméany

Négyszog ablak, frekvenciatartomany

2 1
0.8
1.5
0.6
1
0.4
0.5
0.2
0 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 0.01 0.02 0.03 0.04
Négyszog ablak, frekvenciatartomany
O T T T T T T
ook F\ i
_40 - -
AO0=1
_60 -
_80 - -
-100 - f
| Il
10" 10° 10°
23. abra. Négyszog ablak
Hamming ablak, N=4096, idétartomany Hamming ablak, frekvenciatartomany
2 1
0.8
1.5
0.6
1
0.4
0.5
0.2
0 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 0.01 0.02 0.03 0.04
Hamming ablak, frekvenciatartomany
O T T T T T T T
_20 -
_40 -
AO0=1
A1=-0.42607
_60 -
_80 -
-100 -
|
10" 10° 107

24. abra. Hamming ablak
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2.5 1
2 0.8
15 0.6
1 0.4
0.5 0.2
0 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0
Hann ablak, frekvenciatartomany
0 — : : :
_20 -
_40 -
A0=1
a A1=-0.50018
_60 -
_80 -
-100
10 10°

Hann ablak, N=4096, idétartomany

Hann ablak, frekvenciatartomany

0.01 0.02 0.03 0.04

25. abra. Hann ablak

107

Flat Top (DC + 4 komponens) ablak, N=4096, id6tartomanyFlat Top (DC + 4 komponens) ablak, frekvenciatartomany

0.04

5 1.4
4 1.2
1
3
0.8
2
0.6
1
0.4
0 0.2
- 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 0.01 0.02 0.03
Flat Top (DC + 4 komponens) ablak, frekvenciatartomany
0 T T
_20 — -
_40 — -
AO0=1
Q A1=-0.96441
-60[ A2=0.64446 .
A3=-0.19801
—gof A4=0.01717 i
-100 - B
.
107 107 107
26. abra. Flat Top ablak
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Blackman (DC + 3 komponens) ablak, N=4096, idétartomarBlackman (DC + 3 komponens) ablak, frekvenciatartomany

25

2 12
1
15

0.8
1
0.6

05 0.4

0 0.2

-0.5 0
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 0.01

0.02 0.03 0.04

Blackman (DC + 3 komponens) ablak, frekvenciatartomany

T

AO=1

Q A1=-0.59539
-60 A2=0.09537

A3=-8.849e-007

-80f

-100 -

|
4 -3

10 10

27. abra. Blackman ablak

Osszes ablak, frekvenciatartomany
0 T — T ‘ ‘

T

-2

10

-100

i

_110 ” L L L L L PR ‘_3 " [\ n
10 10

28. abra. Osszes Ablak
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9. DFT eredmények sztochasztikus jelekre
9.1. Vazlat

— A DFT eredményének tulajdonsagai sztochaszikus jelekre.
— A periodogram, mint spektrumbecsls. | yx|? eloszlasa.

— A periodogram varianciaja.

9.2. A DFT eredményének tulajdonsagai sztochaszikus jelekre

Ha DFT soran a feldolgozando jel folytonos spektrumi, akkor az eredmény:

N—-1 N-1 ki N-1 ki
. ki
Xk = EO ;Cie_]%rﬁ = E - .Z'iCOS(Qﬂ'N) —j EO ZCZS’H’L(QTFN) = €k —jnk
1= 1= 1=

Ez adott k-ra komplex értéki valoszintiségi valtozo. A valos és képzetes rész is normaélis eloszlast, ha a
mintafiiggvénye normalis eloszlasu folyamatboél szarmazik. Ha nem, akkor a centrélis hatareloszlas tétel miatt
kozelitéleg az.

sin,cos = E{&:} — E{nx} =0

Varianciajuk azonos és korrelalatlanok
E{&k,ni} < cov =0, ha cov = 0, akkor fliggetlenek.

E{&,m} = E{ (Z zic08 27r—) (Z zisin gﬁ_)} _

Elyi} =0, 2 = p+yi
Gauss eloszlés esetén cov = 0 <= fiiggetlenek

N—-1 N— N—-1
var{ X} = B{X X3} = E{ > el Z e=I2m N } (N = |m]|) - R(m)e™72™'% ~ N - S(k)
i=0 =0 m=—(N-1)

var{¢} ~ var{n} és var{&} + var{n} = var{xxr}
var{{} ~ var{n} = %S(k)

- 1
S(k) = 7 hel®

Folytonos spektrumu Fourier-transzformaltjanak varianciaja kozvetlenkapcsolatban van a spektrummal. S (k) =
% |xk|? varhato értéke folytonos jeleknél a teljesitménysiiriiség fiiggvénnyel egyenls. Kézenfekvs, mert a teljesitmény-
strtség és az energiastirtség (i) fizikai értelmezése is hasonlo.

E{S(k)} = S(k) * F{wa(m)}

—m|
N

Emiatt az éles cstucsok szétkenddnek (a konvolucié miatt), a meredek élek lelapulnak

R(m) Bartlett ablakot most figyelembe vessziik

A periodogram: T ill. N hosszi regisztratumot készitiink, ezt Fourier-transzformaljuk majd normaljuk. Ez
a teljesitmény-stirtiség spektrum becsléje.

S =mIX(ET 8K = hal? 80 ~S()
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9.3. A periodogram varianciaja
var{S(k)}
al? = (€ +7°) = x5

. k
50 = whal? = 1€+ ) ~ 22 g

9 X2
var{§(0)) = (232 20ar(:3) = 570

A variancia 100%, azaz a periodogrammot atlagolni kell. Welch moédszertobbszor egymas utan mérjiik
(regisztratumok) és szamitjuk, majd az eredményeket atlagoljuk Bartlett modszer: nagy felbontéassal szamitjuk
sok pontra és a szomszédos vonalcsoportokat atlagoljuk.

Egy regisztratum iddfuiggvénye
10 T T

L L
0 2 4 6 8 10 12 14
Egy regisztratum periodogramja, B = 0.5 % 10°
T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x 10° Saraségfuggvény
T T

29. abra. Periodogram példa

10 periodogram atlaga
T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

A korrelacio-fliggvény becsléje
15 T T

05 q

30. abra. Periodogram atlagolasa
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10. A cirkularis konvolucidé

10.1. Vazlat
— Cirkularis konvolucio6.

— A korrelci6 indirekt elvii becslése. A varancia megjelenése a korrelaciobecslében: a szomszédos becsls-
pontok korrelaltak. Az eredmény varianciaja.

— A cirkularitas és a Bartlett-ablakos torzitas kikiiszobolése.

10.2. Cirkularis Konvolucio

Tegyiik fel, hogy van két sorozatunk, {z;},i = 0,1,2,...N — 1, é&s {y,},n = 1,2,...N — 1. A két soro-
zat konvolacidjat ugy szeretnénk kiszamitani, hogy a folytonos Fourier-transzformaciora vonatkozé kifejezést
(konvolicios-tétel), mely szerint a konvolicié megkaphato a két jel Fourier-transzformaltjanak szorzatat inverz
Fourier-transzformalva:

+oo +oo

o(r) =z(t) xy(t) = / x(t)y(r —t)dt = / y(t)a(r —t)dt = F~H{F(z(t))F(y(t))}, (10.2.1)

— 00 — 00

a diszkrét esetre alkalmazzuk.

c(p) =A{xi} *{yn} = >_@ip-i» p=0,1,2,...N -2, (10.2.2)

és az Osszeget az adott p-re [étezd parokra szamitjuk ki, példaul:

c(0) = zoyo
c(1) =zoy1 + 2190
c(2) = zoy2 + T1y1 + 2y0

c¢(2N —2)=2aN_1YnN—1
A felcserélhetdség itt is fennall:

c(p) = {zi} * {yn} =D _@ivp—i» p=0,1,2...N -2, (10.2.3)

A p indexet lehetne igy is skalazni:

c(p) = {zi} * {yn} = inypﬂN,l),i, p=—(N—-1),...,-1,0,1,(N — 1), (10.2.4)

igy c(p) kifejezés a nullara szimmetrikus szerkezet( lenne, de ez a lényegen nem valtoztat.
Alkalmazhato-e a diszkrét esetre a konvolacio-tétel? Ha a DFT-ket felirjuk, a kovetkezot latjuk:

N—-1 /N—-1 N-1

E: —jomki E: —jomkn G2 km

Ccirc(m) = Zi€e N Yn€ N € N
1=0 n=0

k=0

2=

| N1 /N-IN-1 )

ki N ok

=¥ <Z > wmiyne TN )eﬂ”T, m=0,1,...,N—1 (10.2.5)
k=0 =0 n=0
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Vegyiik észre, hogy a p = n+i,p = 0,1,2,...,m = 0,1,...,(2N — 2) atlok A
mentén nézve az exponencialis nem valtozik, ezért kiemelhetd, és beliil éppen ¢(p)
értékét kapjuk, ha n = p — 4, és csak erre az atlora 6sszegezziik, akkor
i+n=P
allandé az
- atlok mentén
2l
N-1N-1 N-1 p N—1
wzyneiﬂﬂk(wn) szyp—ze 2 = Z C(p)eiﬂﬂ% p<N -1
i=0 n=0 p=0 =0 p=0
N—1N-1 v aN-2  N-1 IN-2
xiynefﬂww = Z Z ziyp,iefj%% = Z c(p)eiﬂ’r% N -1 (10.2.6)
i=0 n=0 p=N i=p—(N-1) p=0
ezt behelyettesitve:
N—12N-2 N—12N-2 i
Ccirc Z Z 6 ]271' _]27r— _ Z Z 6]271' (m— p),
k 0 p=0 k=0 p=0
p=0,1,2,....,2N —2,m=0,1,2,...,N — 1 (10.2.7)

Ez a k szerinti 0sszeg altalaban 0-t ad, kivéve, ha a kitevs N-nek egész szam1 tobbszorose. Ezeket az értékeket
kiemelve:

Ceire(m) = c(m)+c(m+N), m=0,1,2,...,N—1 (10.2.8)

Amit kaptunk az az, hogy a DFT-kre vonatkozo konvolicios tétel NEM a szokéasos értelemben vett konvoltciot
adja, hanem a konvoliciénak és N-nel val6 eltoltjanak az 6sszegét. Ennek kdvetlen jelentése is van. Vizsgaljuk
meg a kovetkezs séméat (N=T7):

x0 T To T3 Xy Ts Ze
Y Ys Y4 Y3 Y2 Y1 y0| Ye Ys Ya Y3 Y2 Y1 Yo
+ !

A fiigg6leges vonaltol balra es6 parok c(m)-et adjak (a rajzon c(1)-et), a jobbra esék c¢(m + N)-et. Ugy
is felfoghatod, mintha eltolaskor az y,, sorozatot mintegy korbefordulva tolnank az x; sorozat elétt. Vagyis azt
bizonyitottuk be, hogy az IDFT(DFT DFT) mivelet cirkularis konvoltciot ad, vagyis ez felel meg a folytonos
Fourier-transzforméacioé konvolucios tulajdonsaganak.

Ha a két sorozat hossza eltérs, akkor a két DET eltérs helyen szamolja ki a diszkrét transzformaéltat, és ezért
a sorozatokat nem is tudjuk megfeleléen Gsszeszorozni, a konvoliciés tulajdonsdgnak nincs értelme. A révidebb
sorozatot azonban nullakkal kiegészithetjiik, és ezen végezhetjiik el a miveletet:

o T1 T2 T3 T4 T5 T
0 0 ws y3 2 »1 %I 0 0 wa y3s y2 %1 %

A cirkularitas a nullakkal kiegészitett sorozatokra teljestil.
"Tgazi" kovolucio gy szamithato ki, ha mindkét sorozatot annyi nullaval egészithetjiik ki, hogy a cirkularitast
jelentd parok mind kiessenek és az eredménybdl kivalogatjuk a kivant tagokat:

To X1 To X3 T4 x5 xg 0 0 O
0 0 0 (10.2.9)

00000 0 w ys v2 y1 vl O

o O

0 wa y3 %2 y1 ¥

A példaban lathaté 11-pontos DFT nem szimthato ki konnyen. Ezért annyi nullat érdemes behelyezni, hogy
a mintak szadmaval a legkozelebbi 2-hatvanyt elérjiik (itt ez 16).
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10.3. A korrelaci6 indirekt elvii becslése

A korrelécios fiiggvény kiszamithato a spektrumbol:

+oo
R(r) = / S(f)e?Imaf

Ha tehat van eljarasunk a spektrum kozvetlen becslésére, akkor inverz Fourier-transzformacioval elGallithato a
korrelacios fiiggvény becslGje is. Ilyen eljaras a direkt Fourier-transzforméacio:

. 1
ahol X (f,T) a T hosszisagn mintaregisztratum Fourier-transzformaltja. Mivel a Fourier-transzformécio az

FFT algoritmus segitségével igen hatékonyan elvégezhetd, sok adat esetén az indirekt korrelaciébecslés kevesebb
szamitasi kapacitast igényel, mint a kozvetlen szamitéas.

10.4. Bartlet ablakos torzitas
Vizsgaljuk meg tehat az
Ae 7 1l —+ j2nfr
() = [ XY (1) df
0

becsl6t (az un. cirkuldris korreldcids fiiggvényt), illetve diszkrét megfelelGjét.

. e 1 Ry . k Nl . k A ”
E{RE(Y(iAt)} = E{Z m[Z(wpeﬂﬂ%)At Z(yqe_ﬂ”qﬁ)At}eﬂ’flﬁ Af)} — .=

k=0 p=0 q=0

1 N—-1 N—-1 |S| -eﬂ_(i—s)k
L5 S W eanes
s=—(N-1) k=0

A k szerinti Osszegzésben az exponencidlis tényezok (komplex egységgyokok) csak akkor nem ejtik ki egymast,
ha (i — s) az N-nek nem egész szamu tobbszorose: esetiinkben ¢ — s = 0 vagy i — s = N. Ilyenkor viszont az N

tag Osszegzésével az % szorzo6 kiesik:

E{R%y(int)} = (1 - %)ny(im&) + %RXY [i—N)at], i=0,1,2..N—1
Azt kaptuk, hogy a haromszog alakn, Bartlett-ablakkal stlyozott korrelacios fliggvény a [— %, %] intervallumon

kiviil elhanyagolhato, ekkor ez az dtméasolodas nem zavar6. Ha azonban R(7) szélesebb, akkor az egyméasraméa-
solodés kellementlen torzitast okoz.

Vizsgaljuk meg, mibdl is szarmazik az 0sszemésolodas! A mintaregisztratum az i At (i = 0,1,...,N — 1)
pontokban dott (T' = N A t id6tartam), és igy Fourier-transzforméaltja is N pontos. X (f,T)-nek és Y (f,T)-

nek igy a % (k =0,...,N — 1) helyeken (Npont) szamitottuk ki az értékeit. Az utana elvégzett szorzasnak

azonban konvolucio felel meg az idStartomanyban, és igy az ¢ At (i = 0,£1,...,£(N — 1)) pontokban kelle-
ne megkapnunk a korrelacios fiiggvényt. Ennek a 27 korrelacidhossznak azonban a frekvenciatartoméanyban az
% (1 =0,...,2N — 1) pontok felelnek meg, tehat a spektrumra kétszer stiriibb mintavételezéssel lenne sziik-
séglink. Az N-pontos X (f,T)-b&l a mintavételi tétel értelmében a kozbenss értékek is meghatarozhatok, de a
szamitas meglehetfsen koriilményes. Ezért célszertibb, ha az id6tartoméanyban kiegészitjiik a mintaregisztratu-
mokat N darab 0-val, és igy 2N pontos diszkrét Fourier transzformaciot hajtva végre a megfelel6 pontokban
kapjuk meg a transzformaltakat és a spektrumbecslét. A mésik megoldas az, hogy az idéfiiggvényt % hosszra
csonkitjuk.

43



A kvantalas. .. 11. Tétel

11. A kvantalas tulajdonsagai

11.1. Vazlat
— A kvantalas tulajdonsigai szemléletesen.
— A kvantélas, mint a valoszintiségstirtiség-fiiggvény specialsi mintavételezése.
— A karakterisztikus fiiggvény.

— A karakterisztikus fliggvény és a momentumok kapcsolata.

11.2. A kvantalas tulajdonsagai szemléletesen

A kvantalas a foltonos jel értékbeli diszkretizalésa, az egy savba es@ értékeket azonos szamnak abrazolva.

Biztosan van informaciovesztés, az eredeti jel nem allithaté helyre csak a kvantalt jel ismeretében, mert
a kvantélas nemlinearis mtvelet. Kis valtozasokat nem jelez. Csak a stirtiségfliggvény és igy a momentumok
allithatok helyre.

A jel amplitudojanak valoszintiség-strtiségfiiggvénye megadja, hogy adott amplitidoszintek milyen valoszini-
séggel fordulnak els a jelben. A kvantalt jel valoszintiség-stirtiségfiiggvényét megkapjuk az eredeti jel valoszintiség-
stirtiségfliggvényének sziirésével és mintavételezésével. Az intervallumhoz tartozé valoszintiség szamithatod, majd
a kvantélt jelben az intervallumhoz egy azonos teriiletd Dirac-delta rendelhetd.

Kvantal6 hibaja: e(t) = 2/(t) — z(t)

Szinusz kvantalasa. A hiba sok helyen (a gorbiilettslfiiggsen) kizel frészfog jellegti — kozel azonos eloszlasi
+1 kozott. sin frekvencidja kicsi, a kvantalasi hiba nagy savszélességti — tobbé-kevésbé fehér.

Bemend jelb6l szarmazoé hiba:

— tobbé-kevésbé egyenletes eloszlasa

— tobbé-kevéshé fiiggetlen az amplitadotol

— nagy savszélességli a bemend jelhez képest

Ezért a kévetkezo modell elfogadhaté/alkalmazhato:
— korrelalatlan a jellel

— egyenletes eloszlast +4 kozott

— fehér spektrumi

Kvantalas:

— f(z) konvolucioja egy négyszogablakkal (egyenletes eloszlasu hiba). korrelalatlansag, fiiggetlenség miatt
kell a valdszintiségstirtiség fiiggvények konvoliciojat szamitani.

— mintavételezés

O =
\
[ ]S
A
8
A
[ ]S

ule) = {

Mintavételezés: Dirac-impulzus hozzarendelése a kovetkezs tulajdonsag betartasaval:

700x06(x)dx: /%f(x)dac

A dirac—impulzus intenzitasa megegyezik f(xz) adott kvantalasi lépcsének megfelels teriiletével.
+o0 z+3 )
fn(x) * fo(z) = / fo(lz — @) fo(a)da = / gf(oz)da

_a
T—3
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A bemenod jel és kvantalt valtozata Kvantalasi hiba
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31. abra. Szinusz kvantalasa

A modulalo Dirac—impulzussorozat:

o0

clx) = Z qé(x — mq)

m=—0o0

q a konvolacié miatti % kiejtése, hogy az eredeti feltevés érvényes maradjon.
A kvantalt jel strtségfliggvénye:

ma+ 4

far(@) = (fr(x) * fol(z))e(x) = Z §(xz — mq) / fo(z)da

q
mq—g

Szemléletesen: a kvantalt jel stirdségfiiggvénye nem folytonos, mert értékei csak diszkrét értékek lehetnek, az
ezekhez tartozo valdszintiséget pedig Dirac—impulzussorozattal jelezhetjiik.

11.3. A karakterisztikus fiiggvény

A karakterisztikus fliggvény a valoszintiségsiirtiségfiiggvény inverz Fourier—transzformaéltja

+oo
q)»b(u) = / f:z:(x)ej"wdx = E{ej“w}
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A bemenod jel és kvantalt valtozata Kvantalasi hiba
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32. dbra. Zaj kvantalasa

Hasonlo a szerepe, mint az idéfiiggvény mellett definialt Fourier—transzformalté (a jel/valoszintség jellemzé-
se), azonban kozvetlen szemléletes jelentése nincs.
Az additiv, egyenletes eloszlasu zaj karakterisztikus fliggyvénye:

aq

1 . U
/ —e"dx = sincq?

+oo
q)n(u) = / fn(m)ejuxdm = q

)
2

— f(z)-ek konvoltcidja — a tartoméanyban szoras a Fourier—transzformécio konvoltcios tulajdonsiga miatt
— figyelembe vessziik a Dirac-impulzussorozattal vald szorzas miatti ismétlédéseket

A kvantéalé kimenetének karakterisztikus fliggvénye:

> or. . qlu+ M_ﬂ) ad k2w . qu
D, (u) = Z D, (u+ k?)smc% = Z D, (u+ T)Smc(7 + k)

k=—00 k=—o0

11.4. A karakterisztikus fiiggvény és a momentumok kapcsolata

+oo
d"o, . e
dusu} = / (jx)n f:l: (m)eﬂ“/ dl’
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400 oo
1 _ A /g:"fm(ac)ejuz dz = /x"fz(x)dx = B{a"}
jn dum B u=0
1 d"®,(u)
E n - - 7

Az 1. momentuma:

no_ E 1d L 2mhy e (T _
E{x pa S du (‘I)z(u . )smc( 5 k:7r)) o
_1d%.(w) 1 3 2k (2 )‘ _ 1 ( 27T’€)(1(*1)k71
T du u:0+j i 1;&0(@1 (u . )sine( 5 k) ™ E{x}+ 7 k:} B o, . ok

Az 1. momentum torzitatlan méréséhez elég @m(—¥) = 0 teljesitése is k = £1...
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12. A kvantalasi zaj tulajdonsagai

12.1. Vazlat
— A kvantélas zaj tulajdonsagai.
— Egyenletes eloszlas, korrelalatlansag, fehérség.

— Korlatok ujrakvantalas, DSP, hatarciklus—oszcillacio

12.2. A kvantalasi zaj tulajdonsagai

A kvantalas a folytonos jel értékbeli diszkretizalasa, az egy séavba/lépcsore esd értékeket azonos szammal abra-
zolja. Biztosan van informéacidvesztés, legfeljebb a stirtiségfiiggvény és a momentumok allithatok helyre, a pontos
eredeti jel nem.

Ezt a hibat igy definialtjuk:

Tegyiik fel, hogy statisztikailag egyenletes eloszlasn zaj

Szinusz kvantélasa:

— a hiba sok helyen (ahol a gorbiilet kicsi) kozel fiirészfog jellegti — kozel azonos eloszlast £4 kozt
— a sin frekvencidja kicsi, a kvantalasi hiba nagy savszélességii — tobbé-kevésbé fehér.

Bemend jelbdl szarmazé hiba:

— tobbé-kevésbé egyenletes eloszlasa

— tObbé-kevésbeé fiiggetlen az amplitadotol (a jel lokalis viselkedésétdl fiigg)

— nagy savszélességl a bemend jelhez képest, ¢ csokkenésével né

Ezért alkalmazhaté a kdvetkezé modell: a kvantalasi hibat additiv zajjal odellezziik, amely:

— egyneletes eloszlasi

— az eredeti jellel korrelalatlan (esetleg fiiggetlen)

— fehér spektrumu

Egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo 42 kozott:

1 _ g q
fn(z){()} 5 < T <5
+oo 2
B{e} = [ afu(o)ds = 22| =0
z} = oz 56—21'(] =
e _
+oo 2
312 2 2 2 2
— 2 de — E2(2) = 22 :q_f(fq_):q_:q_
var{z} /zf(x)z @W=33 “33 U33)733" 1
I s

A bemend jellel korrelalatlan /fliggetlen, ezért egytittes stirtseégfiiggvényiik konvolacioval szamithato. frin(z) =
f2(@) % fula)

A kvantéalas pedig ennek az egyiittes stirtiségfiiggvénynek a mintavételezése, diszkrét helyeken Dirac-impulzusok,
ez modellezi, hogy csak diszkrét értékeket vehet fel a kvantalt jel.

Karakterisztikus fliggvénye:

a

1 .
/ —ed"dx = sz’ncﬂ
q 2

+oo
%@%i/nuwwm:

[N

Konvolvalt f(x)-ek =inverz Fourier—transzformalas utan a karakterisztikus fliggvények szorzodnak. Ha ismert
far(x) és q, akkor dekonvolucidval f,(z) megkaphato.
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Ha a kvantalt jel momentumait mérjiik, akkor az additiv zaj modellje miatt kiszamithatok az egyes momen-
tumok torzitasai az eredeti jel momentumaihoz képest.

Sheppard-korrekciok 2’ = z + n alapjan, E{n} = 0 é¢s E{n?} = % felhasznalasaval:

2 2
B{e} = E{z'} B{z’} = B{(@)’} -5 B{«"} = B{(')’} - 3B{a'} 5

Alkalmazhatok, ha a kvantalasi tétel teljesiil (II.), azonban a karakterisztikus fliggvény korlatos tartoja
ellentmond a valoszintiségstirtiségfiiggvény korlatos szélességével (n id6, frekvencia, mintavételezés).

A gyakorlatban adhaté ra elfogadhato korlat, hogy ®,-et O-nak tekintsiik vagy dithert alkalmazunk, ebben
az esetben utolag korrigalni kell, mert noveli a varianciat, a korrekciok nem z-re, hanem x + d-re érvényesek.
Gauss—jelekre: ¢ < 0., szinusz: ¢ < A

Fehér spektrum feltétele:

2

+oo
/ S, (f)df =var(n) = % < oo

Ez ellentmond annak, hogy a spektrum konstans, folytonos idéparamétes esetén a kvantalasi zaj nem lehet
fehér. Azonban a gyakorlatban a kvantalas altalaban mintavételezéssel egyiitt fordul els, ha a zaj hatarfrek-
vencidjara nézve nem tartjuk be a mintavételi tételt, akkor a zaj ismétl6dd spektrumai atlapolodnak, az eredd
spektrum kozelitéleg fehér lesz.

fn < Q%B savkorlatozott Gauss jelnél

fm < 3? f1 szinusznal

A fehér zajspektrum elényei:

— alakja nem fiigg a bemeng jeltdl, egyszertien és altalanosan figyelembe vehetd
— a teljesitmény egyenletesen el van osztva, nincsenek zavard csiicsok

— a zaj mintai korrelalatlanok, az egyszeri atlagolas a leghatékonyabb varianciacsokkentés

12.3. Korlatok ajrakvantalas, DSP, hatarciklus—oszcillacié
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13. A kvantalasi tétel
13.1. Vazlat

— A kvantalasi tétel.
— A dither, mint "atlapolasgatlo szirs". A miikodés magyarazata.
— Haromszog eloszlasu dither az audiotechnikdban. HP analizator szinuszos ditherrel.

— A korrelalatlansag és a fehér zajspektrum feltételi.

13.2. A kvantalasi tétel

A kvantalas a folytonos jel értékbeli diszkretizalasa, egy savba tartozo értékeket azonos szammal jelol. Az eredeti
jel (a nemlineéris miikodés miatt) nem allithato vissza.

Viszont visszaallithato az eredeti jel valoszintségstirtiségfiiggvénye és momentumai, bizonyos feltételek telje-
sitése mellett, ez érthetd, hiszen formailag azt mintavételeztiik. Ezeket a feltételeket mondjak ki a kvantalési
tételek.

I. kvantalasi tétel Ha az z jel karakterisztikus fiiggvénye "savkorlatozott", azaz @, (u) = 0, ha |u| > = 2
akkor:

— a P,/-ben talalhato ismétldések nem lapolodnak at
— az x karakterisztikus fiiggvénye visszaallithato ®,-bsl

— az x valoszintiségsiirtségfiiggvénye visszaallithato f,/(z)-bol
Azaz ha g elég kicsi, akkor az eredeti valoszintisiirtségfiiggvény helyreallithato.

IT. kvantalasi tétel Ha az x jel karakteresztikus fliggvénye "savkorlatozott", azaz ®,(u) = 0, ha |u| > %’T —
e = U — € ahol e tetsz6legesen kicsi pozitiv szam, akkor £ momentumai helyreallithatok a kvantalt jel
momentumaibdél. Ennek nincs megfelelGje az idGtartoméanybeli tételek kozt.

Ha teljesiil az I. kvantalasi tétel feltétele, akkor a jel karakterisztikus- és valoszintiség-strtiségfiiggvénye hely-
reallithato.

far () — pl.isinc-es interpolacié fiyn,(x) — dekonvolucié f,(z)
Ha a II. tétel feltétele teljesiil, akkor u=0 kérnyékén:
D, (u) = @z(u)smc(%)

Azaz a zajmodellnek megfeleld fiiggetlen, egyenletes eloszlast zaj hozzakeverése, ekkor a zajmodellbdl (' = x+n)
szamithaté a momentumok torzitasa és a Sheppard-korrekcidkkal kapjuk az eredeti jel momentumait.

[N

E{n} = / éxdz =0

2

2

var{z} = V2 — F{n} = V2 = (1]—2
e
12

A gyakorlatban a jelek a kvantalési tételek feltételét kozelitGleg teljesitik, mert a karakterisztikus fiiggvény
tartoja ellentmond a valoszintiségfiiggvény korlatos szélességének ( n idd, frekvencia a mintavételezésnél).

Altalaban adhato elfogadhaté hibaja korlat.

Gauss jelekre: g < o,

Sin jelekre: ¢ < A

Ble} = E{z'}y B{s’} = B{s?} - 1 B{s"} = B{e"} - 3B{a'
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Az additiv zajmodell nem irja le pontosan a kvantalas hatasat, a kvantalas pontos modelljét alkalmazva:

1d"9,(u)

E{z"} =
{="} g™ dun

u=0

Ebbél az 1. momentum torzitasa:

(oo}

E{z’}:E{z}Jr% 3 \11(

k=—00,7#0

_2rk qH)’H)
q 27k

A <I>z(7¥) =0 k=41 feltétel teljesiilése is elég a torzitatlansaghoz.

13.3. A dither, mint atlapolasgatlé sziiré

a bemend jelhez kevert, téle statisztikailag fliggetlen zaj, mely a kvantalasi tételek feltételeinek érvényesiilédét
segitik. Fliggetlen jelek: friq(u) = fu(x)x fa(x) karakterisztikus fiiggvények a Fourier—transzformacio konvolt-
cios tulajdonsaga miatt szorzodnak: @, 4(u) = P, (u)P4(u) Ha teljesiti a torzitatlansagra vonatkozo feltételt a
Dither, akkor a kevert jel is teljesiti.

II. kvantélasi tétel feltételének teljesiilését is elGsegiti: kell6en nagy amplitudoja dither szélesiti a valdszi-
niiségsirtség fliggvényt, sztikiil a karakterisztikus fliggvény ( idGtartomanybeli szinusz vs tranziens analogia,
Fourier—transzformalt parok). A szorzas miatt, ha 0 a dither, dsszehtzva

Azonban a dither alkalmazasaval a tételek az x + d momentumaira lesznek érvényesek, és a nagy amplitadoja
dither noveli a varianciat, utélag korrigalni kell az értékével, ha ez rendelkezésre all.

2
var{z'} = var{z +n+d} ~var{z} + % + var{d}

To6bb kvantumszintnyi dither az A/D atalakitdsok nemlinearitasat is kikiiszoboli. Majdnem minden jo dit-
hernek, ha kellsen nagy amplitudéjia. Négyszogjel nem: kicsit segit, ha a kvantumlépcsé hatardn van, rosz, ha
amplitudéja cstucstol-cstucsig a kvantumlépcess egész szamu tobbszorose. Négyszog jel esetén jelfiiggs a variancia,
liiktetd zaj jelenhet meg, audiotechnikdban zavaro.

Audiétechnikdban haromszogeloszlasu dither (két, q szélességt dither konvolacioja) ekkor a varhato érték
torzitatlan és a variancia jelfiiggetlen. ®4(u) ~ sinc?, f.(r) & q kozt

13.4. A korrelalatlansag és a fehér zajspektrum feltételi

A 12. tétel végén
ha tal nagy fs, akkor a fehérség nem teljesiil
haromszog eloszlasi: a legkisebb varianciaju az 1. rendtiek kozt és egyszertien generalhato.
Szinuszos dither:

+oo
JRZEIE

Négyszog eloszlasu dither:

2
var{z'} = (1 - %) jelfiiggs variancia
2
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14. A diszkrét atlagolas

14.1. Vazlat
— A diszkrét atlagolas eredményének varianciaja az N fliggvényében. Kozelits leiras
— A savkorlatozott fehér zaj. Osszefiiggés a mintavételi tétellel. Ekvivalens savszélesség.
— Variancia savkorlatozott fehér zaj és kettds exponencialis autokovariancia esetén.

— Az analog atlagolés torzitasa, varianciaja.

14.2. A diszkrét atlagolas
Az idealis atlagolas

n—1

> y(k)

k=0

y(k) = &+ n(k)
Ahol, E{n(k)} =0 és

SN

#(n) =

Bt ={ ¢ 5]

Az n. idé6pillanatban még csak az n — [ minta all rendelkezésre. &(n) jobb becslé x-re, mint y(k), ha x
konstans és a zajra a fenti Osszefiiggések érvényesek. Elvben Z(n) is val.valtozo, tobbszor kellene kiszamolni
és atlagolni, azonban korrelalatlan, fehér spektruma, 0 varhato értékd zaj esetén a folyamat stacionaritasa és
ergodicitasa miatt szamithato.

Rekurziv kiszamitas

N N 1 N
#n+1) = &(n) + —— (vln+ 1) i(n))

Az atalgolas varhato érték az ergodicitas miatt és a zaj tulajdonsagai miatt:

E{im)} = 13 By} ==
k=0

Variancia

var{a} = E{ (#(n) - E{fc(n)})Q} = E{’(n)} — B2{#(n)}

Jr-et mell6zve és y(k) = z + n(k)-t felhasznélva:

B{(uh)’} = B{Y 4 n() 3o +ni@)} =
—B{ Y423 Y ek + 30 Y ()} =
=nz? +0+ ZE{W2(I<7)} = n”2" + no’
#—tel osztvaaz eredd variancia:
var(z(n)) = ———2 =a° + 0_7:

Mozgo atlagolasra n — N csere
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14.3. Savkorlatozott fehér zaj

fehér: konstans S(f) ebbdl az is kovetkezik, hogy 0 a v.é 2B-vel kell mintavételezni (mintavételi tétel sztochasz-
tikus jelekre)
1

var{i(n)} = B{ (¢(n) —2)*} = B{(= Y y(k) —2)*} =
= %E{Z > (yk) — @) (ym) — 2) } = % S B{(yh) - 2) (y(m) — 2) =

k=0 m=0 k=0m=0
L LN 12
2 chy(m_k):g Z (1_;)6(17)
k=0 m=0 p=—(N—1)
c(p) p # 0 helyeken elhanyagolhat6 (korrelalatlan mintak), akkor visszakapjuk a c(0) = o2 miatti %2

Osszefliggést.
Ha tilmintavételezziik, akkor integralba megy at:

T Heo
B2 oo -2
7

— 00

Savkorlatozott fehér zajra:
9 o2
.28 = = —
Sc(0) o” Sc(0) 5B

Felirhatjuk mas teljesitménystiriiség fliggvény esetekre is, bevezetve ezzel az ekvivalens savszélességet.

Be = 25¢(0)
+oo
2 _f Sc(f)df
P = 55000 ~ T 2500)
o2
var{Z(n)} ~ BT

Ketts exponencialis autokovariancia: # alaka Se(f)

Savkorlatozott fehér zaj T hosszi regisztratum mintait atlagolva a variancia ﬁ—ed részére csokken.
Mas jelekre az ekvivalens savszélességet felhasznalva adhato becslés. 2B7T: ekvivalens mintaszam, B savszé-
lességii jel T' hosszu regisztratumabol maximum ennyi fiiggetlen adat nyerhetd ki.

14.4. Az analdg atlagolas

Szélessavu zajt kisziiri az alulatereszts sziirés, ezzel csOkkenti a varianciat. ~ exponencialis atlagolas a mintavé-
telezés tulteljesitésével

1 ¢
H(f)= 15 jwk E{fie(t)} = po(1 —e7F)
b=—e% —0 t— o0
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15. A mozgé atlagolas és additiv zajsziirés
15.1. Vazlat
— A mozgo atlagolas

— Additiv zajsztirés

15.2. A mozg6 atlagolas
Az atlagolas célja a variancia csokkentése. Idedlis/egyszerd atlagolasnal a folyamatosan (adott id6kozonként)

érkez6 mintakat Osszegezziik és atlagoljuk.

i) = 5 S ()

Az n. id6pontban még csak az n — 1 minta atlaga all rendelkezésre.

Rekurziv kiszamitas

1
n+1

E(n+1) =(n)+ [y(n) — &(n)]

Ez az ugynevezett predikcids-korrekcios alak. ElGszor predikciot tesziink, joslunk az eddigi ismeretek
alapjan (ez #(n)), majd ezt korrigdljuk az tjonnan beérkezett minta alapjan.

Attol fiiggSen, hogy hany lépéssel josunk elére k lépéses prediktorrol beszéliink.

— k = 0: sztirés

— k < 0: simitéas

— k=1: pl. afenti 1 lépéses prediktor

Idealis atlagolast allando értéktd, de korrelalatlan zajjal terhelt mérési eredményhez / mintédkhoz célszerd
alkalmazni:

Csuszobablakos atlagolas (az utolsé N-t)

csak adott (N) szami mintat vesz figyelembe az atlagolaskor, ennek szemléletesen az a magyarazata, hogy
a jelenlegi érték a hozzéa kozeli mintakkal van szoros kapcsolatban, egyre fliggetlenebb a régi mintakbol. Gépi
feldolgozast megkonnyiti (csak adott szamu mintat két atlagolni), (lassan) valtozo jelekre jobb eredményt ad,
mint az egyszerd atlagolas, DFT sztir6bank

ORI

Rekurzivan:
1

F(n+1)=d(n)+ N [y(n) —y(n — N)}

variancidja: korreldlatlan fehér zaj, O varhato érték és additiv.

Blokkvazlat
Ez az egységkoron 1évs poélus miatt nem stabil, szabilitas hatarhelyzetében van
:%:,f:—i—i[y—z_Ny}
N
11—27% 1 N_1 1 2N -1
P P S S et S N

N z-1 N z—1 N zN(z-1)

Stabilissé tétel a polus modositasaval...
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A mozgo atlagolas. Additiv zajsziirés 15. Tétel

nemrekurziv: a ketté megegyezik, mértani sor 6sszegképlete

gl=2N -1 -1 ~(N-1)
ﬁzz [1+Z +--t+z }
1 —1 -2 N

Frekvenciatartomanyban:

. N
H _ L enasyey  sin(geTy)

z=eiwTs N sin(%wTs)
Szamlalé N-szer gyorsabb — nullhelyein leszivasok 0, 2w L’Hospital szabaly, 0 — 7 csokken, 7 — 27 né

Po6lus-zérus kép N-
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16. Tétel

Aluléatereszts sziirés, exponencialis atlagolas. . .
16. Alulatereszts sziirés, exponencialis atlagolas

16.1. Vazlat

— Alulatereszt6 sztirés, mint atlagolas.
— Exponencialis atlagolas és alulatereszts sziirés. Az exponencialis sziirés, mint alulatereszts sztird.
— A digitalis és az analog atlagolo és alulatereszts sziirG Osszevetése, ekvivalenciaja.

A mérési adatok feldolgozasanal legalapvetSbb eljaras az atlagoldas. Mint ismeretes, szotchasztikus méréseknél

a mérési adatfeldolgozast és a mérési eredmények megadasat tobb helyen kiséri a varhatoérték-képzés.

Exponencialis atlagolas
Az egyponencialis atlagolas nem sziikiti le a megfigyelés idSintervalluméat, azonban a régi megfigyeléseket
egyre csokkend sullyal veszi figyelembe (fokozatosan "elfelejti" azok értékét). Az exonencialis atlagolas képlete:

“ 1(g=1}’ .
pe(k) = 3 2wk —1-j), w(j)z{ 4(%) o<
j=—o0 0 méashol

ahol ) az atlagolas felejtési idéallandoja.
Az exponencialis atlagolas felirhato rekurziv alakban is:

N 1y . 1
fo(k + 1) = (1 - a)u(k) +5#(k) ahol @ >1

16.2. Alulatereszts sztirés, mint atlagolas
16.3. Exponencialis atlagolas és alulatereszté sztirés
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17. A mozgé atlagolas
17.1. Vazlat

— A mozgo atlagolas féstisziir6+integrator alakd "megvalositasanak" stabilitdsa a polus modositasaval, az
atviteli fliggvény modositésa

— Fogkitorés, fogkitorés 0-t6l kiilonbozs frekvencian.

— Sziir6bank, ekvivalencia a DFT-vel.

17.2. A mozgé atlagolas. ..
Az atlagolas varianciacsokkent eljaras. Egymas utani mintak osszegét osztjuk a mintak szaméval. pl.: Additiv,
egyeneletes/normal eloszlasa (0 varhato értékid) zajjal terhelt mintak atlaga jobb becsl a mért értékre, mint az

egyes mintak énmagukban.
Az idealis atlagolasnal folyamatosan érkeznek a minték, és ezekbdl allit el6 egy becslét a kozépértékre:

n—1

i=0

Mozgo atlagolasnal csak az utols6 N mintat vessziik figyelembe és ezen végezziik el az atlagolast. Ennek

létjogosultsaga, hogy az aktualis minta a hozza kozeliekkel van szorosabb Gsszefiiggésben, pl.:valtozo jelek. Idealis
atlagolas ilyen jelekre rosszabb eredményt ad.

n—1
1
&(n) = N Z y(k) N: atlagolasi szam
k=n—N
Csak N mintat dolgoz fel, az ablakokat kiértékelésenként taovabbcsusztatja.

33. abra. csuszo6 ablak

Szamithato rekurziv modon

1 - 1 1 1
En+1)=+ > yk) = N y(k) + 5 lw(n) —y(n = N)] = 2(n) + 5 [y(n) - y(n - N)]
k=n—N+1 k=n—N
Blokkvazlat:
1
H(z)= —(z1+224... 427N
N
a rekurziv képlet blokkvazlata:
1 1—2zN 1 2N_-1
H(z) = —z7! =
N 1—2-1 N2zZN(z-1)
2 = I¥Ts
—jNwT, —iNor, N, - NwT, i (N
H(or, = semion Lm0 L up B elin m e L sin(guTh)
N 1 —e T N e IzwTls oigwTls _ g—jzwTs N sin(zwTs)
H( 1| sin(SwTy)
P _ =
s=eiwTs N | sin(swTy)
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A féstisziirg, fogkitorés, sztirGbank. . . 17. Tétel

34. abra. A mozg6 atlagolas blokkvazlata

35. abra. A rekurziv képlet blokkvazlata

36. abra. A mozgd atlagolo amplitudokarakterisztikaja

17.3. A féstiszlir6+integrator alakti megvalésitas polus-zérus képe

37. abra. A mozgo atlagolas polus-zérus képe

A p=1 miatt nem stabil, diszkrét ideji rendszerekre az aszimptotikus stabilitas feltétele: Vi-re |\;| < 1, \;
sajatérték, polus

Modositottuk a pélust, de ezzel a pélus-zérus kiejtés megsziinik, 0 lesz a DC atvitel — modositsuk a zérusokat
is.
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A féstisziirg, fogkitorés, sztirGbank. . . 17. Tétel

; 1
2X =0,99% + N(Y - 0,99V 27Ny

1
(z—0,99)% = N(l — 0,99V 2" N)Y

g1 N N1-0,99V2"N 1 2N 0,99V
g 2% E E U9

y N° 7 2-0,99 N° 2-0,99

2N = 0,99" = DSP-ben megvalositva nem lesz pontos p — z kiejtés, visszacsatolas kell, nyilt rendszerben
nem megoldhaté.

Fést sziré.

A mozgo atlagolas blokkvazlatabol elhagyva a p = 1 polust tgynevezett fésziir6hoz jutunk (atviteli karakte-
risztikdja miatt):

2N —
Y(z):%X(z)(lfsz):% ZNl
TG =)
N 1 (z—zm
y(n) = x(a(n) — x(n — )

N=1 m=0...N—1 z,=-e ¥"N-edik egységgyokok
1 . 1 . . . . 2 N
H(z :eijS: v (1 _ e—JNwTs) _ Ne—J%wTs eJ%wTs _ e—g%wTs} _ e][i—%wTs]NSin(ngs)

A mozgo atlagolasnal lathaté modon az tjabb polusok -1 zérus kiejtésével kitorhetnek 1-1 fogat, ebbdl a
féstiszirébdl, -1 leszivast "semlegesithetnek".
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A féstisziirg, fogkitorés, sztirGbank. . . 17. Tétel

17.4. Fogkitorés

271 — 2712, helyettesitéssel a mozgo atlagolas atvitelében:

1 1—2712,)%2 1 1— 2N
Ho(s) = Loty W22 2m)” 1 z

—— M =0...N—-1 17.4.1
N 1—271z, N i 1—271z, m ( )

2N = 1-et felhasznélva

. . (N o
) — = IN(WTs—3Fn ] SZTL(—(CUTS — )m)
Hm(z = —1 efj(WTS*ZWﬂml € = —1 efJN;rl(WTsle\;rm 2 N

e~ N [~ senFn N sin(3aT. — 2m)

Ami nem més, mint olyan sziir6k, melyek atvitele 2W’Tm—mel vett eltoltja a mozgd atlagolas karakterisztikaja-
nak. 2W”m-edik fogat tori ki a modositas.

17.5. Szirébank, ekvivalencia a DFT-vel.

A 17.4.1 képletben felfedezhetjiik az alabbi mértani sor 6sszegképletét:

1
Hm(Z) = szlzm (1 + Zflzm + (Zilzm)Q et (Zilzm)Nfl)

Elvégezve a beszorzast, megforditva a sorrendet és kiemelve 2z = 1-et:

H,(z)= %[sz e +zilz;(N*1)} m=0...N—1

Ebbél idétartomanyban:

1 om .
im(n) = 5 [y = N) o = N+ 1)e TR 4y (n = 1) FmV=D)

Ezt 6sszevetve a DFT képletével:
N-1
; ki
Xk = Z $i€_]2ﬂ'w
i=0

A keét képlet az % stlytényeztdl eltekintve megegyezik (m = k). Az m paramétert sztirGk dsszessége (sztir6bank)
minden iitemben egy N elemt (m = 0...N — 1) komplex vektort allit el a legutols6 N megfigyelés alapjan. A
jelbdl az wT = %m korfrekvenciaju Fourier-komponense jut a kimenetre.
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18. MegfigyelGelmélet
18.1. Vazlat

— A megfigyelGelmélet alapjai. A megfigyels altalanos feladata. Altalanos blokkvéazlat.
— Egyenletek, a hiba allapotegyenlete.
— A véges lépésszamu beallas feltétele.

— A rezonatoralapu rekurziv DFT analizator

18.2. A megfigyelGelmélet alapjai

Megfigyelhetdség: egy ismeretlen allapotd rendszer kimend és bemend jelének bizonyos ideig tarté mérése
utan rekonstruallhaté-e a mérés kezdetekor fennéllo allapot.

A mérnoki gyakorlatban ez annyit tesz: kozelitSleg ismert (pl.: struktiura, paraméterek) rendszer mérésekor
az eredményt hibakkal terhelve mérjiik és ebbdl tesziink kdvetkeztetést a kiindulasi értékekre.

A rendszer megfigyelhetd, ha tg < t < ¢, intervallumban megfigyelt y(t) és u(t) jelekbdl x(to) (dllapotvaltozok)

meghatarozhatok
Két kritériuma van:

1. y jel valamennyi allapotvaltozotol fiiggjon
2. a rendszer polusai kiilonb6z6k legyenek

A rendszer megfigyelhetd, ha az

I
I

0= ) megfigyelhetGségi matrix rangja N

-1

[@!
> .
2

Azaz N lépésben a figyelt kimenetben megjelenik minden allapotvaltozo

Megfigyeld: olyan rendszer amely egy mésik rendszer allapotvaltozoinak vagy azoktol szarmaztatott mennyi-
ségeknek a meghatarozasara szolgélnak. Mérési eljarast valositanak meg.

Felépitjiik a vizsgalt rész modelljének masolatat és adott stratégia felhasznélasaval a kimenet értékének
megfigyelésével becsiiljitk a rendszer allapotat. A megfigyelhetdségi feltételnek elég az U(t) = 0 gerjesztés nélkiili
kezdeti értékkel rendelkez& rendszerre teljesiilnie.

38. abra. predikcids-korrekcios séma

M — M a hiba visszacsatolasa, K korrekcios stratégia, g = 1 masolja a kimenetet, g = n%rl atlagolas, g = %
exponencidlis atlagolas
Autoném (6nmikods) rész és megfigyelGje (diszkrét ideji):

61



A megfigyels-elmélet alapjai. . . 18. Tétel

39. abra. linearis, mérendd- és megfigyelS rendszer
18.3. Egyenletek, a hiba 4allapotegyenlete

W En+ ) =As,+G[y-g|

y(n)=Cxz(n)  §(n)=LCi(n)
megfigyels rendszer megfigyels

zn+1)=Az

#(n+1)=Ai(n)+ GCu(n)~- GCi(n) = [A - GC|i(n) + G Ca(n)
z(n+1)=Az(n)

s+ 1)~ i+ 1) = (A - GC)[atm) 2] = (& -@C)" [a0) - 20)]

Hibarendszer: az allapotvaltozok kiilonbségeire felirhato egyenlet (kozvetitési hiba)

Egészét tekintve a rendszer autoném és paronként megegyezd allapotvaltozokat kell kapnunk a koévetési hiba
elttinésével. A G matrix alkalmas megvalasztasaval tetszéleges dinamikaji rendszer létrehozhato (ha teljesen
megfigyelhets). Ugy allithatjuk be, hogy a konvergencia gyorsabb legyen a rendszer egyéb valtozasainal. Ha C
négyzetes, akkor G is az, és létezik C ~', amelyre CC ~' = 1

Adhat6 olyan G, amivel 1 lépéses konvergencia lehetséges. Szemléletsen: C négyzetes, azaz annyi allapot-
véltozo van, ahény kimenet C ismeretében a kimenetre szamithatok az allapot véltozok.

18.4. A véges lépésszamu beillas feltétele

Annyi allapotvaltozo, amennyi fiiggetlen egyenlet van. Ha C nem négyzetes, akkor 1 lépéses konvergencia nem
lehetséges, de N 1épéses igen, ha A — G C kontraktiv, azaz a hibateljesitményt adott szamu lépés alatt disszipalni
képes. Ekkor

Azaz A — G C nilpotens matrix, minden polusa az origoban van, H(z) = z~' polinomja, azaz FIR tipust,
karakterisztikus egyenlete AV = 0 alaku.

dim A = N, N-ed rendd, N. hatvany ttinik el

A legtobb esetben létezik ilyen G , amire A — G C nilpotens, azaz a rendszer allapotvéltozoit N lépésbol
josolni tudja. - T

Ha a megfigyelési csatornan keresztiil zaj adodik hozza, akkor a véges lépésszamu konvergencia nem teljesiil.
A megfigyelGelmélet a jelfeldolgozasban:

— elkészitjiik a feldolgozandoé rendszer koncepcionélis (lehetséges) modelljét tigy, hogy a kiértékelés soran meg-
hatérozando paraméterek v. jelkomponensek a koncepcionalis modell 4llapotvéltozoival legyenek (lehetGség
szerint lineéaris) kapcsolatban.
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— létrehozunk egy megfigyel6t, amely a koncepcionalis modell allapotvaltozoinak illetve azokkal kapcsolatban
1év6 mennyiségeknek a meghatarozasara alkalmas. pl.: DFT sztir6 megfigyels alakban.

— az N-re periodikus jelek modellje, ahol az allapotvaltozok az egyes Fourier komponensek

— a komplex exponencialis jelek leirhatok megfigyelhetGségi fazisforgatason keresztiil visszacsatolt tarolokkal.
Ilyenkor a kezdeti allapot egy komplex értéki jel amplitudoja és fazisa, a visszacsatolas a jel korfrekvencidjat
adja. Az N-re periodikus jelek N tagu Fourier sorba fejthet6k, N db 1 tarolos rendszer kimenetének
Osszegzésével irhatok fel.

40. dbra. Komplex értékd periodikus jelek egy lehetséges modellje

Ez az az eset, amikor C nem kvadratikus, az N db allapotvaltozo a skalar kimenet N mintaja alapjan N
lépésben kényszerithetd ki.

(é fgg)N:O%g = —AC” = [%zo,%zl,...,%zN,l}T

41. abra. Periodikus jelet generédld rendszer modellje, és a DFT megfigyels alakban

Fourier komponenseibdl 6sszeallitott jel — mérjiik a kimentet, majd elGallitjuk ugyanezen allapotvaltozokat.
(akkor is, ha nem periodikus, az el6z8 N érték DFT-jét) A jel felfoghato tgy, mintha egy ilyen rezonatortol jott
volna.

18.5. DFT sziir6bank

Ez a jel Fourier-komponenseit adja, komplex értéktieket, ezért 2 csatornat kell megvalositani: valos és képzetes.

Ha a bemenet valos: a sziir6bank komplex rezonatorai konjugalt paronként 6sszevonhatok %—re szimmetri-

kusan.
2T

(pmzﬁm
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42. abra. A DFT-sziir6 blokkvazlata

Ir zmzt zlz7t 271 cos(pm) — 272
RH _ _{ m - } _ m
{Hr, (n)} 2Ll —zpz=t 1=zl 1—2z71cos(pm) + 272
17 zpz ! Zmz "t 2z~ Lsin(ppm)
{ Hom (n)} 25 L1 —zppz=t 1=zt 1—2z71cos(pm) + 272

Zm + z;l =2cospn

Zm — z;l =27 sinm,

43. adbra. Valos és képzetes jelcsatorna megvalositasa

44. abra. Az m-dik masodfoku rezonatortag egy lehetséges megvalositasa

A gyakorlatban a véges szamabrazolas (és mert a zérusok és polusok megvalositasa fliggetlen) miatt a polus
zérus kiejtés nem tokéletes, instabilla vallhat a rendszer, mig megfelel6 alakban nem. A megfigyels alak a globéalis
visszacsatol4ds miatt a pontatlan paraméterekre itt kerekitési zajra is kevésbé érzékeny.
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19. Digitalis sztirés. Digitalis sztir6k, IIR, FIR
19.1. Vazlat
— Digitéalis sztirés. Digitalis sztir6k. IIR, FIR

— Specifikacio.

Alapvets TIR tervezési modszerek: analdg szlirSk bilineéris transzformécioja, impulzus-invarians modszer.
— Modellek atalakitasa egymésba, polus-ekvivalenciak.

— Frekvencia mintavételezés—stabilitas. Elényok—hatranyok.

19.2. A digitalis sztirés. Digitalis szirsk

Sztir6kkel a bemend jelet a frekvenciajuk fliggvényében modositjuk. Majdnem minden rendszer sziirg, hisz az
atviteli fiiggvényiik nem azonosan 1, a kimeneten megjelend jel nem egyezik meg a bemend jellel. Az analog,
folytonos ideji és digitalis sziir6k kozti legnagyobb kiilonbség az, hogy el6bbiek id6ben és értékkészletben foly-
tonos jelekkel dolgoznak, mig utobbiak diszkrét ideji és kvantalt értékkészletii mintasorozatot dolgoznak fel,
modositjak a spektrumjukat a sajat spektrumjuknak megfelelen. Atviteli fiiggvényiik altalaban nem konstans,
ennek oka a dinamikus elemek, melyek frekvenciafiiggévé teszik az ereds atvitelt. Digitalis szlir6knél ezek a
késletetsk, villamos halozatban pedig az energiatarolé elemek (tekercs, kondenzator). A digitalis sztir6k olyan
rendszerek, melyek az atvitelt specifikaljak. Ez alapjan az atviteli fliggvény feloszthato zaro, atereszts és dtmeneti
tartomanyokra.

Atviteli fiiggveény: H(z) = ]jgz;

Atviteli karakterisztika: z = e’V helyettesités. 1 = 2#% kapcsolat a folytonos ideji rendszerekkel.

Specifikacio: az atviteli fiiggvény /karakterisztika megédésa, a feladat olyan sziir6t tervezni, ami ezt valositja
meg vagy elfogadhatoan kozeliti.

Az atviteli karakterisztika inverz z-transzformalasaval kapjuk a digitalis sztirs egyenletét

M—1 N-1
y(n) = Z bix(n —1i) — Z a;y(n — 1)
i=0 i=1

19.3. TIR, FIR

IIR: Infinite Impulse Response
Végtelen impulzusvalszu rendszer, nemrekurziv. A vélasz kiszamitasaban a kimenet korabbi értékei is szerepet
jatszanak, ezért nem garantalt, hogy n novelésével teljesen eltiinik
FIR: Finite Impulse Response
Véges impulzusvalaszu rendszer, rekurziv. A valasz kiszamitédsaban csak a jelenlegi és korabbi értékei jatszanak
szerepet, a kimenet korabbi értékei nem. FIR sztirénél: A(z) = zVN~=! N — 1 pélus az origoban. y(n) =
Zﬁgl b;z(n — i) Z-transzformalva kapjuk az atviteli fliggvényt, b; egyiitthatok az atviteli fiiggvény egytitthatoi
is. IR sz(irG esetén A(z) z-beli polinom. FIR sziir6 esetén nagyobb fokszam sziikséges emiatt késleltetés.
Csoportkésleltetés

dep(v)

H(ejﬂ) = H(ﬂ)e“’(ﬁ) T = *W

Ha 7 konstans, akkor tetszéleges frekvenciaji bemend jelet ugyanolyan mértékben késleltet, az atvitel alakh,
ennek feltétele, hogy a fazismenet linearis legyen. () = —k. H(¥) valos, 0 koriili szimmetrikus impulzusvalasz
felel meg az e 7% késleltetés pedig olyan, hogy a kauzalitas teljesiiljon. Linearis atvitel IIR esetén elvben nem
lehetséges, FIR sztir6nél automatikusan teljesiil, a gyakorlatban elérhets, hogy az dtereszts tartoméanyban linearis
legyen a FIR sziirg atvitele.
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19.4. 1IR sziird tervezése
— specifikicié megadasa, blinearis transzformécio torzitasanak elGtorzitasa w : [0, 00) = ¥ : [0, 27]
— analog sztirGtervezés: jol kidolgozott, bevalt modszerek

— analog sziir§ transzformacidja digitalissa

Analog sziirGtervezés: approximaciok alapjan, melyek referens (Wti)'réspont = 1) alulatereszts sztir6t
kozelitenek, ezt kell transzformélni a kivant karakterisztikava.
Butterworth
Z i } Taylor sorral kozelit, maximalisan lapos (derivaltja 0 ezeken a helyeken)
_ 1
|H (jw)? = T2V

N: fokszam, minnél nagyobb annéal meredekebb levagas

Magnitude Response (dB)
T T T

Magnitude (dB)

04 05 0.6
Normalized Frequency (xntrad/sample)

45. abra. Buttherworth approximacio
Csebisev
w = 0o : Taylor sor max lapos

w = 0 : minimalizalja a hiba maximumat
1

1—e2C%(w)

L

Vite

Cn(w) = cos(N - arccos(w))

|H (jw)* =

[H(w)| €]

N-ed rendii Csebisev-polinom. SziirStervezés szempontjabol jo, négyzetes értelemben kisebb fokszammal is
meredekebb levagas.
inverz-Csebisev

w = 00 : minimalizalja a hiba maximumat

w = 0 : Taylor sor max lapos

, e2C? (%) ,
)P = gy = 1= HUw)|

C'sebisev

€=

w=
1

|H(w)| < o
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Magnitude Response (dB)
T T T

-100

Magnitude (d8)

-200

04 05 0.6
Normalized Frequency (xntrad/sample)

46. abra. Csebisev approximécio

Magnitude Response (dB)
T T T

40 —

-60 |~ [\m
I I I I I I | I
3 0. 0.7 08

04 5 0.6 0.9
Normalized Frequency (xntrad/sample)

Magnitude (dB)

47. abra. inverz Csebisev approximacio

Cauer (elliptikus)

Z } minimalizalja a hiba maximumat
1
[H(jw)|* = 7—=gr 5
1—e2G3%(w)

G a Csebisev polinom altalanositéasa. Adott specifikaciot a Cauer teljesit a lgekisebb fokszammal, de nem
maximéalisan lapos és a fazisdtmenet nem lineéris. Kozel linearis fazisatmenete a Butterworth approximécionak
van.

Ellentmond¢ feltételek: kis fokszam, meredek levagas «— linearis fazismenet, maximalis lapos

Analog sztir6k tervezése: hibabol és atmeneti tartomanybol a fokszam meghatarozasa, majd approximécio
és frekvenciatranszformacio.

A tervezett analog sziirSk a referens (wy = 1) alulateresztSt kozelitik, ezt kell transzformalni a kivant karak-
terisztikara és frekvenciara.

Feliilatreszt6:

1
p=— p: az alulatereszt§ Laplace-transzformaltjanak valtozoja
S

Savateresztd:
2 2
74+ w,
p= Z 0 wo = Vwaw3d = Vwiwd
s
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Magnitude Response (dB)
T T

(dB)

Magnitude

04 05 0.6
Normalized Frequency (xrtrad/sample)
48. abra. Cauer (elliptikus) approximéacio

Savzaré:
s

p= $2 4+ wd

19.5. IIR tervezési modszerek

A megtervezett analog sztir6 "digitalizalasa":

Impulzus-invaridns moédszer
h(n) = w(nTs)

az impulzusvalasz mintavételezésével. Stabil s-beli polust stabil z-belibe képez. Illesztés az idStartomanyban.
Gond: a mintavételi tételt be kell tartani, kiilonben a frekvencia-tartomanyban atlapolodas

Bilinearis transzformacio

2 z—1
§= —
Tsz+1

helyettesités

Az s tartomany bal félsikjat az egységkorbe, s = jw tengelyt az egységkorbe képezi le. Stabil s-beli polust
stabil z-belibe képez, stabilitas hatarhelyzetében lévét stabilitas hatarhelyzetébe. Itt nincs atlapolodas (H(s)),
de a frekvencia torzul

2
w € [0,00) = ¥ € [0, 27] leképezés, mas esetben ¥ = mf
_2,.0
YT,

Ennek megfelelGen kell az analdg sziir6 specifikaciojat modositani.
Mintavételezés a frekvenciatartmanyban: H(f) adott N db pontban, ezt akarjuk kozeliteni digitalis

szirdvel.

B
H(fr) — A((Zki hiba minimalis legyen (minimax, LS, stb... értelemben)
2k
N
Z |H (fx)A(z1) — B(z1,)|*paraméteres LS feladat megoldésa, de a stabilitis nem garantalt
k=1
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19. Tétel

Analog

Digitalis

— pontatlan v. draga elemek

+ pontos

— idGinvarians

+ DSP-ben olcso

— nagy elektronikus zaj

+ csak kvantélasi zaj

— nehezen valtoztathato

+ konnyen modosithato

+ nagy frekvencias miikodés

— fs korlatozott

+ egy egyszerii sziir§ olcsod

— analdg rendszerekben draga

IIR

FIR

— stabilitasi pontatlansag

+ stabil

— talesordulas, hatarciklus

+ nincs tilesordulés

— sokszor nagy paraméterérzékenység

+ kis paraméterérzékenység

— szines kvantalasi zaj

+ fehér kvantalasi zaj

— nemlineéaris fazis

+ lineéaris fazismenet tervezhetd

+ alacsony fokszam

— nagy fokszam (+kesleltetés)

+ egyszerd tervezés

— sok egyititthatd esetén szamitasigényes

+ fizikai rendszereket jol modellez

— fizikai rendszereket rosszul modellez
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20. FIR tervezés

20.1. Vazlat
— Ablakozéas

— Remez algoritmus

— FIR sziir6 késleltetése

A sziir§ olyan rendszer, amely a bemend jelet modositja (és igy annak spektrumat is). Ilyen értelemben
majdnem minden rendszer szlirG, mert atviteli karakterisztikajuk nem azonosan 1, valamint a dinamikus elemek
miatt nem is konstans, hanem frekvenciafiiggs az atvitel.

A FIR sziirs olyan diszkrét idejd rendszer, aminek impulzusvalasza véges, nem rekurziv, a valasz kivalakita-
saban csak a bemenet jelenlegi és korabbi értékei vesznek részt, a kimenet korabbi értékei nem (akauzalis esetben
a jovebeliek is), de ez csak offline feldolgozasnal hasznalhaté modell.

B

H(z) = A((z; = (V-1 B(z) atviteli fiiggvény
M—1

gy = 3 bia(n — )
=0

Ezt z-transzformalva kapjuk az atviteli fiiggvényt, azaz a b; egylitthatok megegyeznek az annak a szamlalojaban
1év6 B(z) polinom egiitthatoival, azaz az atviteli karakterisztika specifikdciojanak ismeretében inverz F illetve Z
transzformalassal el6all az egytitthatokészlet. Sziirg karakterisztikaja felbonthaté atereszts, zarotartoméanyokra,
a FIR sztirg specifikaciojanal ezt kell megadni.

FIR sziir6 tervezése atviteli fliggvény mintavételezésével

1. specifikici6 megadasa vektorban. A frekvencia mintavételezés tovabbfejlesztése. Ismert a H(f), ezt min-
tavételezziik N pontban, ahol N sokkal nagyobb, mint a sz(ir§ fokszama. D(k) = D(N — k) és valosak, a
DFT-nek megfelelen. D(0) a DC atvitel.

2. IDFT-vel megkapjuk a prototipus sz(ir6 impulzusvélaszat. Ez valos és szimmetrikus O-ra.

3. zérus iddpillanatra szimmetrikusan el is toljuk.

M—-1 M—-1
) ho(N = 1), ho, b, ... ho(—

h(k) = [ho(N )

% eltolas, ha M péaratlan. A sziir6 karakterisztikdja mar nem valos, de linearis a fazismenete, mert csak

az eltolas hoz képzetes tagot.
4. Gibbs-oszcillacio miatt a levagasi pontoknal korrigalni kell (még nagy M-ek esetén is). h'(k) = h(k) - w(k)
ablakozas, pl.: Hanning. Ezutan DFT{h/(k)}, hogy valoban az elsirt karakterisztikat valositja-e meg.

Legkisebb négyzetes elvnek megfelelGen kozeliti a karakterisztikdt. Ennek problémaja, hogy egyes helyeken
nagy lehet az eltérés.

20.2. Remez algoritmus

Sokszor optimaliabb a hiba maximumat minimalizalé Remez algoritmus. Ez az IIR tervezésénél is hasznalt
Csebisev approximéaci6é. Egyenletes ingadozési, lineéris fazistu FIR sztirG tervezhetd vele.

N—
H(W) =Q) Creos(kv)
k=0

[

QW) =1, cos(g), sin(g), sin(¥) a megvalositott karakterisztikatol fiiggGen. Az algoritmus ugy éllitja be az
egylitthatokat, hogy

[|E(®)|| = max{w(¥)|D(¢¥) — H(¢)|} minimalis legyen
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D(¥) : valos specifikicio. w(d) : stlyozas. Jeg képlet, amire ||E(¢)|| minimalis.
A hiba legalabb r + 1 helyen felveszi a maximuméat (¢,,), alternalé elgjellel:

r—1
D(9,,) = Z creos(kVpy) + (=1)™5 m=1...r—1 ¢ a hiba max.
k=0

Ez az egyenletrendszer ci-ra megoldhatd.
Tterracio:

1. felvesziink egy 9, készletet, ebbdsl meghatarozhato egy ¢ egylitthatokészlet és §

— ki kell szamolni H(¢) -t nagy felbontéssal (min 10x pont) az eredeti 91 . ..9,_; készlet és 6 nem optimalis,
kiadodik egy 0j ¥ ... 1¥,._1 készlet és egy Gj 6 hiba

— erre adjuk meg az egyenletrendszert, majd djra elvégezziik a 2. pontot

Addig folytatjuk, amig a hiba nem noévekedik tovabb.
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Képletek

Egyéni képletek, melyek sziikségesek lehetnek.
Varhato érték
+oo

B(X) = / of (2)da

— 00
n-ed rendi centralis momentum

EB((X - B(X))")

Szorasnégyzet
—+oo
2 2 2
%= E((X-EX)?) = [ 0~ B f()da
Atlagos négyzetes érék
“+o0 “+o0
Vlah = B(a?) = [ a*f(@)do = Rs0) = [ S()AT =02 442

Ez egyben teljesitmény is.

Atlagérték N minta esetén

1 N-1
=0
érték.

Autokorrelacio-fiiggvény Egy sztochasztikus folyamatra

Raw(7,) = B{ (2(0)) (2(t + 7)) } = Coal(r,t) + pa(®)piat + 7)

Stacionarius sztochasztikus folyamat esetén a kifejezés t-t6l nem fiigg:
Raw(7) = B((a() (2(t + 7)) ) = Cua(7) + 12
Autokovariancia-fiiggvény Egy sztochasztikus folyamatra
Clon(7,1) = E{ (2t) + B{z(t)} ) (2t = 7) — B{a(t + 7)}) }

= Ble@et -1} - 2{e0)} Bzt + )
= Ruu(7,t) — s (W) (t + 7)

Stacionarius sztochasztikus folyamat estén a kifejezés t-t6l nem fiigg:

Cou(r) = E{ (2(t) + B{a®)}) (2t - 7) - B{a(t + 7)}) }

= {x(t)x(t — 7')} — E{x(t)}E{x(t + 7')}
= Raa(T) = 41}
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Diszkrét Fourier-transzformacio
N—1 N—1
—j2m ki : 1 —j2m ki
Xi = g Te N inverz: x; = ~ g Xye N
i=0 k=0

Eloszlas Az eseménytéren értelmezett valoszintiségi mérték, vagyis definidlja az egyes események valoszintiségét.

Eloszlasfiiggvény Valos skalaris valoszintiségi valtozo esetén az a fliggvény, melyet az F(z) = P(§{ < z) va-
l6szintiség definial, tehat az argumentumatol balra esés valdszintisége. Tobbvaltozos esetben az egyiittes
balra esés valoszintisége: F(x1,22,...) = P(& < x1,& < @2,...)

Ergodikus sztohasztikus folyamat Olyan stacionarius sztochasztikus folyamat, melyben a sokassag szerinti
varhato értéket idéatlaghol is ki lehet szdmitani, példaul igy:

T/2
1
E{x}:Tll_{r;OT / x(t)dt
—T/2

vagy ami ezzel ekvivalens:

T
1
E = lim — t)dt
)= Jim 7 [ 210
0
Fourier-transzformacio
oo N-1
X(f)= / z(t)e 72t inverz: x = Z zie 12N

oo i=0

Szinuszjelhez a kdvetkezd Fourier-transzforméltat rendeljiik hozza:

+oo
X(f) = / Acos(2m f1t + go)e*j%ftdt = éej"’é(f - f1)+ gefj“’é(f + f1)

— 00

A Fourier-transzformacio felirhatod f helyett w valtozoval is:

—+oo —+oo
_ 1 _
Xo(w) = /x(t)eﬂ‘*’tdt inverz: x(t) = o /Xg(w)e]“’tdw
™

Filiggetlenség Két valoszintiségi valtozo fliggetlen, ha eylittes eloszlasfiiggvényiik az egyvaltozos eloszlasfiigg-
vények szorzata (ha a strtségfiiggvények léteznek, akkor ez azokra is ugyanugy vonatkozik):

Fia(z1,22) = Fi(x1)Fa(a2),  fia(z1,22) = fi(z1) fa(a2)

Karakterisztikus fiiggvény a valoszintiség-stirtiségfiiggvény (inverz) Fourier-transzformaltja:

+oo
D, (u) = / f(x)e?"dx = B{el**}

Kozvetlen szemléletes jelentése nincs, szerepe hasonl6 az id6fiiggvény mellett definialt Fourier-transzforméalthoz
(mely a frekvencia szerinti "amplitudo-eloszlast" adja meg).

Keresztkorrelacio-fiiggvény Két sztochasztikus folyamatra

Ray(7,8) = B{ (2(0)) (4t + 7)) } = Cuy (7, 0) + pra )11y (¢ +7)

Stacionarius sztochasztikus folyamatok esetén a kifejezés t-t6l nem fiigg:

Ray(7) = B (o0) (y(t + 7)) } = Coy () + oty
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Kereszt-teljesitmény-stirtiségfiiggvény A keresztkorrelacio-fiiggvény Fourier-transzformaéltja:

“+o0

Suy(f) = / Ruy(r)e=i277 dr

— 00

A H(f) atviteli fliggvényt linearis rendszer be- és kimenete kozott az Gsszefiiggés igy is szamithato:

Komplex valdszintiségi valtozé Olyan kételemii valoszintiségi vektorvaltozonak tekintjiik, melynek elemei a
valos rész és a képzetes rész. Igy a komplex normaélis valoszintiségi valtozot a varhato értékek 1x2-es vektora
és a 2x2 elemit kovariancia-matrix jellemzi.

1 = TE o} rojos ]
)= ——7#—0o- ¢ 2 , X= ! , [Bl=0toi(1 -
/(@) 2ro109v1 — 12 [ralag o3 1= 172l )
Korrelacio
Rmy = E{l‘y}

Korrelacios egyiitthato

c., B{(z - B{e}) (y - E{y}) }

Til) = =

020y \/E{(x - Bla}) pE{ (v - Bw))’}

Korrelalatlansag A korrelacios egyiitthato vagy a kovariancia 0 (és nem a korrelacio 0!). Altaldban nem jelent
két valoszintiségi valtozo kozott fliggetlenséget, kivéve ha tudjuk, hogy az egyiittes eloszlasuk normalis.

Kovariancia
Coy = B{(z — B{z}) (- By} }

Kovariancia-fiiggvény Altalanos esetben két sztochasztikus folyamatra a kereszt-kovarianciafiiggvény:

Cay(7,t) = E{ (2t) - B{e®}) (ut +7) - Byt +7)}) }

= E{a(t)y(t +7)} — E{z(t)}E{y(t +7)}
= Rzy(T) — Kz ly

Kovariancia-teljesitménystirtiségfiiggvény Ugyanaz, mint a kozonséges teljesitménystirtiségfiiggvény, de a
jel kézépértékét elnyomjuk, vagyi az autokorrelacio-fliggvény helyett az autokvariancia-fliiggvényt Fourier-

transzformaljuk:
+oo
Sze(f) = /Cz(T)eijQﬂdeT

Ortogonalitas A korrelacio nulla:
Rmy = E{‘Ty} =0
Ez nem ekvivelarns sem a fiiggetlenséggel, sem a korrelalatlansaggal!

Periodogram A teljesitmény-siirtiségfiiggvény becslGje kozvetleniil a mért regisztratumbol:

~ 1] —— ~ 1 —
Szy(f) = fX(fv T)Y(f, T)a vagy Ska = NXkYk
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Periodikus realizaci6oju sztochasztikus folyamat Olyan sztochasztikus folyamat, melynek realizacioi peri-
odikus jelek valamilyen kozos T periddusidével. Legegyszertibb a véletlen fazisu szinuszjel. Ez utébbi
felfoghato a ¢ fazis mint valoszintiségi valtozo eloszlésa leképezésének a fliggvények terére, ezért a ¢ fazis
strtségfliggvénye segitségével kiszamithato minden jellemezs:

z(t) = Acos(wt + @)
Stacionarius sztochasztikus folyamat Olyan folyamat, melynek jellemzsi (momentumai) az idéponttél nem
fliggnek. Gyenge stacionaritasrél beszélhetiink, ha az els6 két momentumra igaz, erdsrél, ha minden

momentumra (és a strtségfiiggvényekre is) igaz. A stirtiségfiiggvényekre vonatkozo allitas valamivel alta-
lanosabb, mint a momentumokra vonatkozo.

Strtségfiiggvény (valoszintiség-siriiségfiiggvény Az eloszlasfiiggvény derivaltja (ha ez létezik). f(z)dx
annak a valoszintiségét adja meg, hogy a valoszintiségi valtozo egy x koriili dz szélességii intervallumba,
esik. Diszkrét (illetve kevert) eloszlast valoszintiségi valtozokhoz Dirac-deltakat rendeliink hozza:

fz) = ZP#;(?E — i)

Szoras A szorasnégyzet vagy masképp a variancia pozitiv négyzetgyoke.
Szoérasnégyzet ugyanaz, mint a variancia

Szorzat Fourier-transzformaltja (konvolucio)

+oo +oo
/ w(tyw(t)e 2 tdt = X (f) % W(f) = / X(f — 9)W(g)dg
+oo

+oo
/ X(f)W(f)ejQ’Tftdf =z(t) xw(t) = / z(t — T)w(r)dr

— 00

Sztochasztikus folyamat Egy fiiggvényhalmazon (lehetséges realizaciok = elemi események) értelmezett valoszintseégi-
eloszlas (valoszintiségi mérték). A ¢ id6hoz rendelt értékek az x(t) paraméteres valoszintiségi valtozot adjak.
Alaptétel: a fenti definicio elvivalens az osszes x(t1), z(t2), ... x(ty) valoszindségi valtozo-csoportok elosz-
lasfliggvényeinek megadasaval.

Teljesitmény-stirtiségfiiggvény (teljesitménysiiriiség spektrum) Az autokorrelacio-fliggvény Fourier-transzformaltja:
+oo
S(f) = /R(T)eij?ﬂdeT
— 00

S(f)df megadja az f korili df szélességl intervallumba esd teljesitményt. A H(f) atviteli fiiggvénytd
linearis rendszer be- és kimenete kozott az Osszefiiggés igy is szamithato:

Varhato érték (vagykodzépérték)

—+oo

o= Blat = [ af(@yis

Ergodikus folymatoknél helyettesithets az idGatlaggal.

Variancia

+o00
var{a) = Bbigl{(s ~ E{x})’} = [ Suc(7df =02 - 42

7



	A valószínűség alapjai
	Vázlat
	A valószínűség alapjai. Miért használható valós jelenségekre a valószínűségelmélet?
	Modell és valóság
	A becsléselmélet alapjai
	A becslés célja: kis hiba.
	Költségfüggvény
	A Bayes-becslés.

	ML – LS becslés, Gaus-Markov becslő
	Vázlat
	A maximum likelihood becslés indoklása, algoritmusa
	Likelihood és log-likelihood függvény
	ML becslés lineáris megfogyelési egyenlet és normál eloszlású megfigyelések eseten (Gauss-Markov becslő, LS becslő)
	ML becslés egyenletes eloszlású zaj esetén

	A jelek csoportosítása
	Vázlat
	A jelek csoportosítása
	Leírás a frekvenciatartományban
	Tranziens jelek, energiasűrűség. Tranziens korreláció. Periodogram
	Spektrummérés sávszűrővel

	Sztochasztikus folyamatok
	Vázlat
	A sztochasztikus folyamatok alapjai, fogalmak, mérési lehetőségek, jelentésük
	Szemléletes magyarázatok, a véletlen fázisú szinuszjel, stacionaritás, ergodicitás
	Periodikus jelek. Véletlen időzítésű jel
	A korreláció és a teljesítménysűrűségspektrum

	A mintavételezés
	Vázlat
	A mintavételezés modellezése
	A Dirac-delta értelmezése
	A mintavételezett jel Fourier-transzformáltja.
	Mintavételi tételek.

	A mintavétel részletesen
	Vázlat
	A közelítő mintavételi tétel
	Fourier-transzformáció közelítése téglányösszeggel
	x=IDFT{DFT{x}}
	Interpolláció formula…
	FIR realizáció

	A DFT eredménye
	Vázlat
	A DFT eredménye szinusz esetén, koherens mintavételezéssel
	Keskenysávú jel mintavételezése. Az analóg mintavételelező oszcilloszkóp
	Mintavételi tétel sztochasztikus jelekre
	Mintavételezés a gyakorlatban

	Nem koherens mintavételezés
	Vázlat
	A DFT eredménye szinusz nem koherens mintavételezéssel
	Szivárgás és léckerítés hatás
	Ablakozás
	LS becslés, Dszkrét négyszögjel Fourier-transzformáltja

	DFT eredmények sztochasztikus jelekre
	Vázlat
	A DFT eredményének tulajdonságai sztochaszikus jelekre
	A periodogram varianciája

	A cirkuláris konvolúció
	Vázlat
	Cirkuláris Konvolúció
	A korreláció indirekt elvű becslése
	Bartlet ablakos torzítás

	A kvantálás tulajdonságai
	Vázlat
	A kvantálás tulajdonságai szemléletesen
	A karakterisztikus függvény
	A karakterisztikus függvény és a momentumok kapcsolata

	A kvantálási zaj tulajdonságai
	Vázlat
	A kvantálási zaj tulajdonságai
	Korlátok újrakvantálás, DSP, határciklus–oszcilláció

	A kvantálási tétel
	Vázlat
	A kvantálási tétel
	A dither, mint átlapolásgátló szűrő
	A korrelálatlanság és a fehér zajspektrum feltételi

	A diszkrét átlagolás
	Vázlat
	A diszkrét átlagolás
	Sávkorlátozott fehér zaj
	Az analóg átlagolás

	A mozgó átlagolás és additív zajszűrés
	Vázlat
	A mozgó átlagolás

	Aluláteresztő szűrés, exponenciális átlagolás
	Vázlat
	Aluláteresztő szűrés, mint átlagolás
	Exponenciális átlagolás és aluláteresztő szűrés

	A mozgó átlagolás
	Vázlat
	A mozgó átlagolás…
	A fésűszűrő+integrátor alakú megvalósítás pólus-zérus képe
	Fogkitörés
	Szűrőbank, ekvivalencia a DFT-vel.

	Megfigyelőelmélet
	Vázlat
	A megfigyelőelmélet alapjai
	Egyenletek, a hiba állapotegyenlete
	A véges lépésszámú beállás feltétele
	DFT szűrőbank

	Digitális szűrés. Digitális szűrők, IIR, FIR
	Vázlat
	A digitális szűrés. Digitális szűrők
	IIR, FIR
	IIR szűrő tervezése
	IIR tervezési módszerek

	FIR tervezés
	Vázlat
	Remez algoritmus


