Valoszintiségszamitas B el6adasjegyzet

Toth David (BME SZIT)

2023 (utolso frissités: 2023.05.15.)



Tartalomjegyzék

Bevezetés

1. A véletlen matematikai modellje

1.1. Valoészintségi mez6k . . . . . . . ...
1.1.1. Eseményterek és események . . . . . . . .. ... ...
1.1.2. Klasszikus valoszintiség . . . . . . . . . . . .o
1.1.3. Valoszintiségi meérték . . . . . . . ..o

1.2. Feltételes valoszintiség . . . . . . . . .. oo
1.2.1. Feltételes valoszintiség és fliggetlenség . . . . . . . . ... ... .. ...
1.2.2. A feltételes valoszintiség alkalmazasai . . . . . . . ... ... ... ...

2. Diszkrét valoszintiségi valtozok

2.1. Diszkrét valoszintségi valtozok eloszlasa . . . . . . . . ... ... L.
2.2. Egyiittes eloszlas és fiiggetlenség . . . . . . . . ..o
2.3. A wvarhato érték . . . . . ..
2.3.1. A véarhato érték definicidja . . . . . . . . ..o
2.3.2. Transzformalt és szorzat varhato értéke . . . . . . . . ... ...
2.4. Variancia €s SZOTAS . . . . . . .« v v e e e e

3. Abszolut folytonos valészintiségi valtozok

3.1. Geometriai valészintiségi mez6k . . . . . . . ... Lo
3.2. Valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye . . . . . . . ... ..o
3.3. Abszolut folytonos valtozok . . . . . . . . ...
3.3.1. A stirtiségfiiggvény fogalma . . . . . .. ... ... L.
3.3.2. Varhato érték ésszoras . . . . . ..o
3.4. Nevezetes folytonos eloszldsok . . . . . . . . .. ... 0oL
3.4.1. Egyenletes eloszlas . . . . . . . ... o Lo
3.4.2. Folytonos orokifja eloszléasok . . . . . .. . ..o
3.4.3. Normdlis eloszlas . . . . . . .. ... o
3.5. Hatareloszlas-tételek . . . . . . . . .. oo
3.5.1. A nagy szamok torvénye . . . . . ...
3.5.2. A de Moivre-Laplace-tétel . . . . . . .. ... 0oL
3.5.3. A centralis hatareloszlas tétele . . . . . . . ... ... L.

4. Statisztikai modszerek

4.1. Statisztikai alapfogalmak . . . . . . . ... oo
4.2. Pontbecslések . . . . .o
4.3. Intervallumbecslések . . . . . . .



4.4. Hipotézisvizsgdlat . . . . . . . . . .o 118

Tablazatok 122
A gyakorlatok, feladatok végeredményei 124
A gyakorlatok, feladatok megoldasai 129
References 137
Targymutatd 138



Bevezetés

Ez a jegyzet a BME Villamosmérndki és Informatikai Kardnak iizemmérnok-informatikus
képzésén tartott Valosziniliségszamitas B targy el6adésainak anyagat oleli fel. Célja, hogy
a valoszintiségszamitas elméletébe, ill. annak legegyszertibb gyakorlati (els§ sorban statisz-
tikai) alkalmazéasaiba rovid betekintést nyujtson. A targyalasmodot alapvetSen a kurzus
keretei alakitottak, és bar a jegyzet szdndék szerint béarki szamaéara izelit6t kindlhat a mate-
matika ezen kiemelked&en fontos teriiletébdl, a tantargy szabta korlatok miatt azonban komp-
romisszumokkal kellett élniink. Igy példaul szamos alapvetd fontossagi téma targyalasat el-
hagyjuk, a sziikséges technikai eszkoztarat pedig a lehetéségekhez mérten minimalizaljuk. A
jegyzet a kozépiskolai matematika tantargy anyagan feliil 1ényegében egy bevezetd kalkulus
targy anyagénak ismeretét tételezi fel. Hasznalni fogjuk tehat a hatarérték fogalmat és annak
tulajdonséagait, a végtelen sorokra vonatkozé legalapvet&bb ismereteket, és sziikségiink lesz a
derivalt és a Riemann-integréal fogalmara is.

Az anyag feldolgozéasahoz és a j6 szemléletmodd kialakitasahoz természetesen elengedhetet-
lenek az absztrakt fogalmak tartalmat megvilagité példak, melyekbdl a jegyzet is tartalmaz
jonéhéanyat. Ezen feliil minden anyagrészben ill. azok utan taldlhatéo néhany gyakorlat, ese-
tenként egy-két nehezebb feladat is. A nehézségi kiilonbségeket az elnevezésbeli kiilonbségek
is jelzik (vagyis a gyakorlatok szandékaink szerint konnyebbek, mig a feladatok nagyobb
kihivast jelenthetnek). Azt javasoljuk, hogy az olvasé probalja meg ezeket az adott rész
feldolgozésa kozben vagy utan, az elméleti anyag targyalasa soran kidolgozott példak minta-
janak alapjan éndlléan megcsinalni. Minden gyakorlat és feladat végeredménye (amennyiben
az egy szamszerd végeredmény) megtalalhato a jegyzet végén, némelyikhez pedig részletes
kidolgozott megoldas is talalhato ott (ez utobbit mindig egy "(M)" jeldli a gyakorlat vagy
feladat szovege el6tt). Ezeken feliil szamos tovabbi feladat és segédanyag talalhato a tantargy
honlapjan (https://cs.bme.hu/bvalszam).

Miért érdemes a valdszintiségszamitassal foglalkozni?

A valoszintiségszamitas a matematika legfontosabb dgainak egyike. A véletlen jelenségek
atszovik az élet szinte minden teriiletét, bar a hétkoznapokban ez talan csak ritkan tudatoso-
dik benniink. Pedig a véletlen fontos szerepet jatszik az olyan szituaciok nagy részében, ahol
esélyeket latolgatunk, ha tehat valamely esemény végsé kimenetelét nem tudjuk pontosan
meghatarozni vagy megbecsiilni, példaul mert azt attekinthetetleniil sok tényez& befolyasol-
ja, vagy pedig ezeket a tényezSket nem ismerjiik pontosan. A legkézenfekvébb példak ezekre
természetesen a szerencsejatékok, nem csoda, hogy a valoszintiségszamitas korai problémai is
err6l a tertiletrdl szarmaznak. Az altalunk targyalt egyszert példak jelentGs része is ezekhez
kapesolodik, hiszen a kockadobés vagy a lottoszamok htizasa jol ismert (de nem feltétleniil
mindenki altal jol értett) jelenségek.


https://cs.bme.hu/bvalszam

E tudomanyteriilet alkalmazasai azonban joval tulmutatnak a szerencsejatékok koérén. A
valoszintiségszamitéas talan legfontosabb alkalmazasi teriilete a statisztika, amelynek eszkoz-
tarat lépten-nyomon hasznalja szinte minden tudomany, igy az informatika is. Réadésul
szamos esetben eléfordul, hogy bizonyos adatok, valamint az azokbdl levont statisztikai ko-
vetkeztetések a nagykozonség szamara is hozzaférhetsk, ezért kiillonosen fontos, hogy ezekbdl
képesek legyiink a megfeleld informaciokat kiszirni, vagy pedig egy rossz, megtéveszts ér-
velést felismerni. Alkalmazasokat persze magén a matematikian beliil is béségesen talalunk,
elég csak a véletlent hasznalo algoritmusok elméletét emliteni. Ezen kurzus fokuszaban per-
sze a valOszintliségszamitas elmélete all, és a fontosabb alkalmazasok koziil itt csupan egy-két
statisztikai modszer bemutatasara szoritkozunk.

Az aldbbiakban targyalt elmélet ma mar ugyan klasszikusnak szamit, azonban annak pre-
ciz megalapozasahoz egészen a XX. szazad elejéig kellett varni. Ennek az egyik oka, hogy
az ehhez sziikséges eszkoztar (nevezetesen a mértékelmélet) is ekkor kristalyosodott ki, azon-
ban ez a matematika sok més klasszikus agdhoz mérten késéi érés talan annak is betudhato,
hogy a véletlen jelenségek megértéséhez és helyes leirasahoz gyakran az intuiciéonkkal szoges
ellentétben allo szemléletmod kialakitasa sziikséges. Hogy errdl az olvasot is meggydzziik, be-
mutatunk egy jol ismert példat (a példa mogott rejlé matematikai modellt az elss fejezetben
részletesen is elemezni fogjuk).

A Monty Hall-paradoxon

Képzeljiik el, hogy egy vetélkedGben harom csukott ajté kozott kell valasztanunk, melyek-
bél pontosan az egyik mogott rejtézik egy nyeremény, mig a mésik kettGbdl valasztva nem
nyertink semmit (elterjedt az a megfogalmazas, hogy az egyik mogott egy aut6, mig a masik
kettd mogott egy-egy kecske rejtézik, ettdl itt a precizség kedvéért eltériink). Azt is tudjuk,
hogy a nyereményt véletlenszertien helyezték el, igy tehéat logikusnak tiinik az a feltételezés,
hogy barmelyik ajtot valasztva egyforma esélylink van a nyeremény megszerzésére.

Csavarjunk most egyet a jatékszabalyokon, és tegyiik fel, hogy az ajto kivalasztasa utan
kinyitnak egyet a masik ketts ajto koziil, amely mogott nincsen nyeremény. Ezt kovetGen
donthetiink, hogy maradunk az eredeti véilasztasunknal, vagy pedig inkdbb a masik, még
csukott ajtot mogé szeretnénk benézni. Mi a jo stratégia? Megéri-e vajon valtani, vagy el6-
nyosebb inkdbb az eredeti valasztdsunknal maradni? Van-e egyaltalan barmi kiilonbség az
esélyeink kozt a két esetben? Az utdbbi kérdésen elgondolkodva tgy érvelhetiink, hogy két
csukott ajtdo maradt, igy héat a ketts koziil valamelyik mogé rejtették a nyereményt véletlen-
szertien, mindegy tehat, hogy melyiket valasztjuk, az esélylink a nyerésre 50%.

A fent bemutatott érvelés azonban hibas. A hiba ott rejt6zik, hogy bar eredetileg valoban
nem tudtunk semmit a nyeremény helyérsl azon feliil, hogy véletlenszertien valasztottak,
viszont az egyik ajté kinyitasaval plusz informaciot kaptunk, és mivel a nyitott ajto fliigg az
els6 valasztasunktol, igy ez a szituacion lényegesen valtoztat.

Ez talan els6 hallasra hihetetlennek tiinik, ezért (a pontos matematikai elemzést késgbbre
halasztva) most a szemléletesség kedvéért kicsit megvaltoztatjuk a szituéciot, hogy a kapott
plusz informécio6 jol érzékelhetd legyen. Tegyiik fel, hogy most ezer ajté koziil valaszthatunk,
melyek koziil pontosan az egyik mogott van nyeremény. Miutan kivalasztottunk egyet, a ma-
radék 999 ajto koziil kinyitnak 998-at, amelyek mogott nincs nyeremény. Ezutédn donthetiink,
hogy maradunk az eredeti valasztasunknal, vagy a maradék 999 ajtobol csukva maradt egy
szem ajtora valtunk. Mit tenne az olvasoé ebben a helyzetben?



A jegyzet felépitése

Az alabbiakban a Valoszintiségszamitas B targy el6adasainak felépitését kovetjiik. Az els6
fejezet a véletlen jelenségek matematikai modelljével, azaz a valoszintiségi mezdsk leirasaval
foglalkozik. Ezutan a masodik fejezetben a véletlentdl fiigg6 mennyiségekkel és az ezeket
leir6 valoszintségi valtozokkal foglalkozunk, az ezekkel kapcsolatos legfontosabb fogalmakat
el6szor csak az un. diszkrét esetben targyaljuk. A harmadik fejezet a folytonos valoszintiségi
valtozokkal foglalkozik, ennek a résznek a {6 célja a normalis eloszléas és ezzel kapcsolatban a
centralis hatareloszlés tételének bemutatasa. Végiil a negyedik fejezetben a tanultak néhany
egyszeru statisztikai alkalmazésat mutatjuk be.

A jegyzet anyagat természetesen nagyban befolyasolta a kar altal a BSc képzésben a
mérnokinformatikusoknak oktatott Valoszintiségszamitas c. targy felépitése, az ott szerzett
tapasztalatok alapjan abbol sok mindent atemeltiink ide, de ugyantugy sok mindent meg
is valtoztattunk. Szamos gondolat, példa vagy feladat bekeriilt Ketskeméty Laszlo, Pintér
Marta vagy Mészéaros Szabolcs egyetemi jegyzeteibdl és feladatgyjteményeibdl (és persze a
teriilet hatalmas irodalméabol sok egyéb mii is elkeriilhetetlentil hatast gyakorolt a szovegre).
Mindazonaltal reményeink szerint az alabbiakban kifejezetten a Valoszintiségszamitas B targy
hallgatoira szabott témakat és feladatokat targyalunk.

A jegyzetben (minden igyekezet ellenére) természetesen maradhattak hibak, amelyek a
toth.david.akos@vik.bme.hu cimen jelezhetdk.



1. fejezet

A véletlen matematikal modellje

Tekintsiik a kdvetkezs kisérletet: dobjunk fel egy érmét 6tszor egymas utan, és jegyezziik
fel a dobasok eredményét. A kisérlet kimeneteleként igy egy 6t tagbol allo fej-irds sorozat
adodik. A pontos eredményt persze nem josolhatjuk meg elére, hiszen azt szamos tényezs
befolyasolja, amelyeket nem latunk at. A kimenetelt tehat véletlenszerinek tekintjik.

Tegyiik fel, hogy elvégezve a kisérletet 6t fejet dobtunk. Milyen kévetkeztetést vonhatunk
le az eredménybdl? Az intuicionk talan azt sugja, hogy ez az eredmény tul szabalyos ahhoz,
hogy egy véletlen kisérlet eredménye legyen. FErre persze azt az ellenérvet hozhatjuk fel,
hogy bar minden egyes dobasnal csak 50% esélytink volt éppen fejet dobni, de egy tetsz6leges
fej-iras sorozatnal is pontosan 50% esélylink van épp a soron kovetkezd eredményt dobni,
tehat ez a kimenetel semmivel sem valoszintitlenebb, mint barmely masik. Mégis, taldn a
nyugtalanité érzés nem mulik el, és azt gondoljuk, hogy a kdvetkez6 dobéasnal ezek utén
most mar valodsziniileg egy iras kell kdvetkezzen, hiszen hat fej egymés utan mar tényleg
elég valoszintitlen. De képzeljiik el, hogy valaki most csatlakozik hozzénk, hogy megfigyelje
a kovetkez6 dobést, és semmit sem tud az el6z6 eredményekrsl. Az 6 szemszogébdl a fej
valoszintisége megint csak 50%.

Kinek van igaza? Lehet-e itt egyaltalan objektiven valészintiségekrsl beszélni? Ha igen,
hogyan definialhatok azok, és mik a helyes kovetkeztetések? A fenti kérdések megvalaszola-
sahoz sziikségiink van egy olyan eszkoztarra, amely az Osszes lehetséges véletlen kimenetel
attekintésére alkalmas. Ennek alapjat a valoszintiségi mezd fogalma adja, melyet a fejezet
els6 szakaszdban definidlunk. Szeretnénk persze olyan modellt, amit aztan adaptalhatunk
az esetlegesen rendelkezésre 4llo plusz informéciokhoz. Eppen ezt teszi lehetévé a feltételes
valoszintiség fogalma, melyet a fejezet masodik pontjaban targyalva eljutunk a sztochaszti-
kus fiiggetlenség definiciojahoz. Mar ez az eszkoztar is elegendd lesz ahhoz, hogy a fent leirt
szituaciot elemezziik. Ezen feliil targyaljuk még az in. Bayes-tételt, melynek a fejezet végén
bemutatjuk egy gyakorlati alkalmazasat is.

1.1. Valbszintiségi mezdk

Ahhoz, hogy a matematika eszkoztarat alkalmazni tudjuk, modellekre van sziikség. Ahogy
a térbeli alakzatok leirasdhoz a hdrom dimenziés euklideszi tér vagy az idében valtoz6 mennyi-
ségek lefrasahoz a fliggvény fogalmat hasznaljuk, ugy lesznek segitségiinkre a véletlen jelen-
ségek kezeléséhez az un. wvaldsziniségi mezdk. Ezek a fenti példaknal Gsszetettebb és taldn
kevésbé szemléletes strukturak, melyeket ezért az aldbbiakban tobb 1épésben, szamos példéan
illusztralva vezetiink be.



1.1.1. Eseményterek és események

A fejezet els6 példajaban egy véletlen kisérletet irtunk le, melynek a kimenetele a vélet-
lentsl fiiggott. Most ezeket a lehetséges kimeneteleket egyiitt szeretnénk kezelni. Tulajdon-
képpen az, hogy ezek pontosan hogyan adodtak (tehat maga a kisérlet) nem is feltétleniil
lényeges, s6t, véletlen események nem feltétlentil csak klasszikus értelemben vett kisérle-
tek eredményeként figyelhetGk meg. Példaul egy varosban az egy napon tortént kozlekedési
balesetek Gsszessége tekinthets egy véletlen eseményeknek, mégsem mondhato, hogy azért
kozlekediink, hogy megfigyeljiik a baleseteket, raadasul a koriilmények ebben az esetben nem
is reprodukélhatok.

Eppen ezért a modelliink magukboél a lehetséges eseményekbdl épiil fel. Persze a jol
hasznélhatdé modell valasztasat befolyasolhatja, hogy az eseményeket milyen folyamat ered-
ményezi, de egyetlen modell akar tobb szituacioban is jol hasznalhato lehet. Példaul egy
kockadobas lehetséges eredményeit célszert lehet az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 szamokkal leirni, de
ugyanez a modell megfelel akkor is, ha egy program kimenetelét szeretnénk kezelni, amely
véletlenyszertien general egy egész szamot 1 és 6 kozott. Egy érme 6tszori feldobasa esetén
pedig 5 hosszusagu F' — [ sorozatokkal dolgozhatunk, egy kimenetel lehet példaul F'IFF'I.

A modelliink tehéat egyszertien ugy all el, hogy a lehetséges kimenetelek mindegyikéhez
paronként kiilonboz6 matematikai objektumokat (szamokat, sorozatokat, halmazokat, stb.)
rendeliink, és ezek Osszessége alkotja az Un. eseményteret. Az eseménytér jelolésére az
alabbiakban szinte kivétel nélkil az €2 jelolést hasznéljuk, ez tehat egyszertien egy (az adott
szituaciotol fiiggs, altalunk valasztott) nem iires halmaz, melynek elemeit kimeneteleknek
vagy elemi eseményeknek fogjuk nevezni, és tipikusan w-val jeloljiik Gket.

A fenti definicio latszolag oriasi szabadsigot ad nekiink a tekintetben, hogy hogyan is
valasszuk a modellt. Ez részben igaz, azonban a konkrét példakban gyakran természetesen
adodik az eseménytér. Persze az is el6fordul, hogy tébb kézenfekvs lehetGség koziil valasztha-
tunk, de esetenként nem mindegyik egyforman praktikus. A valészintiségszamitasban sokszor
éppen az jelenti az egyik nagy kezdeti nehézséget, hogy megtaléljuk a megfelel6 modellt egy
adott szituaciohoz. Minden esetre a klasszikus példakban tipikusan mindig ugyanazzal a
valasztassal fogunk élni:

Példak.

e Dobjunk egy érmével, ekkor a lehetséges kimenetelek a fej ill. az irds, ennek megfelelGen
az eseménytér

Q={F1}.
e Tekintsiink most egy hat oldalt dobdkockat, ezzel dobva az
0=1{1,2,3,4,5,6}
eseménytér egy elemét kapjuk.

o Az 6toslotton véletlenszertien hiiznak 5 kiilonb6z6 szamot az 1,2, ..., 90 szamok koziil.
Ekkor a lehetséges kimenetelek olyan szamotosok, ahol minden szam 1 és 90 kozt van.
Azaz ha A= {1,2,...,90}, akkor Q2 az A halmaz 5 elemi részhalmazaibol all, vagyis

Q={BCA: |B|=5}. (Itt |B| jeloli a B halmaz elemszamat.)

Figyeljiik meg, hogy ebben a példaban nem lényeges, hogy a szamokat milyen sorrend-
ben huztak ki, pusztan az szamit, hogy melyik 6t szamrol van sz6. Ezért a szdmok
sorrendjében nem is teszlink kiilonbséget, hanem csak az 6t szam halmazét tekintjiik.



A véletlen jelenségekkel kapcsolatban persze szamos kérdést feltehetiink. Példaul egy
kockadobas esetén nem csak a konkrét eredményrsl beszélhetiink, hanem esetleg csak az
érdekelhet benniinket, hogy 3-nal nagyobbat dobunk-e. A lottohuzéasnal kivancsiak lehetiink
példaul arra, hogy mekkora eséllyel huzzak ki a kedvenc szamunkat.

A fentiek persze ismét véletlen események, azonban nyilvian nem volna célszert minden
egyes esetben egy kiilon eseményteret definialni, ha egyszer a kérdés egy mar modellezett
jelenségre vonatkozik. Ehelyett ezeket az eseményeket a mar definialt eseményterek segitsé-
gével fogjuk leirni. Azt példaul, hogy 3-nal nagyobbat dobunk, kifejezhetjiik tgy is, hogy
4-et, 5-6t vagy 6-ot dobunk, azaz azon elemi események felsorolédsaval, amikre a fenti allitas
igaz, tehat az € egy részhalmazdnak megadaséaval.

1.1.1. Definicié. Legyen () egy eseménytér, ekkor az () részhalmazait eseményeknek ne-
vezziik. Azt mondjuk, hogy az A C ) esemény egy adott konkrét w €  kimenetel esetén
bekdvetkezik, ha w € A.

1.1.1. Példa. Tekintsiik ismét a kockadobés példajat, ekkor tehat Q2 = {1,2,3,4,5,6}. Le-
gyen F az az esemény, hogy parosat dobunk, jel6lje tovabba P azt, hogy a dobés értéke
primszam. Ekkor az E és P események () kovetkezs részhalmazaival irhatok le:

E=1{2,46}, P={235}

Azt az eseményt, hogy egész szamot dobunk, maga az € halmaz irja le (amely persze rész-
halmaza 6nmaganak). Talan egy kicsit kevésbé természetes, de tekinthetjiik azt az eseményt
is, hogy irracionalis szdmot dobunk. Nyilvan egyik lehetséges kimenetelre sem teljesiil ez az
allitas, igy tehat ezt az eseményt az lires halmaz adja meg, melynek jele (.

Az utolsd két esemény, tehdt maga az () és az iires halmaz minden eseménytér esetén
megjelenik, hiszen ezek mindig részhalmazok, tehat a fenti definicié értelmében események
lesznek. Mivel €2 minden egyes kimenetel esetén bekovetkezik, ezért ezt biztos eseménynek
nevezzik. Tovabba, mivel tetsz6leges w € Q esetén w ¢ (), ezért az tires halmaz neve lehetetlen
esemény.

1.1.2. Példa. Tekintsiik a lottohtzéas példajat, és legyen H az az esemény, hogy kihizzak
a harmas szamot. Ekkor H az A = {1,2,...,90} halmaz azon 5 elemii részhalmazaibdl fog
allni (tehat azon 5 elemt részhalmazok halmaza), amelyek tartalmazzak a harmas szamot is.

Miiveletek eseményekkel

Az eseményeket gyakran ugy adjuk meg, hogy lesztikitjiik a kimenetelek halmazat valami-
lyen tulajdonsig alapjan. Ezen tulajdonsigokat természetesen logikai miiveletek segitségével
osszekapcsolhatjuk, ezzel Gjabb eseményeket definidlva, az ezek altal eredményezett esemé-
nyek pedig val6jaban halmazelméleti miiveletek végeredményeiként kaphatok meg.

A legegyszertibb ezt elGszor egy példan illusztralni. Az 1.1.1. példaban az E eseményt az
a tulajdonsag definialta, hogy a kockéval paros szamot dobunk, mig a P eseményt az, hogy
a dobott szdm prim. Ekkor tekinthetjiik a kovetkez6 eseményt:

a dobott szam péaros és prim: £ N P = {2}.

A logikai és miiveletnek tehéat a halmazelméleti metszet felel meg. Altalanosan, ha A, B C
tetszéleges események, akkor AN B azon kimenetelekbdl all, melyek mind A-ban, mind B-ben
benne vannak.



Visszatérve a fenti példdhoz, kossiik Ossze a két eseményt most a vagy logikai mivelettel:
a dobott szam paros vagy prim: EU P = {2,3,4,5,6}.

Azaz a logikai vagy az események unidjdval fejezhets ki: A U B éppen azon kimenetelek
halmaza, amelyek az A és B események legalabb egyikében benne vannak.

1.1. dbra. Az AN B ill. az AU B események

Definialjuk tovabba két esemény kilonbségét: A\ B azon kimenetelekbdl &ll, amelyek
benne vannak A-ban, de nincsenek benne B-ben. A fenti példaban:

a dobott szam péros, de nem prim: E \ P = {4,6}.

Végiil a negdcid halmazelméleti megfelelGje a komplementer: A := Q\ A azon Q-beli kime-
netelek halmaza, amik nincsenek A-ban. Ez utébbi definicié kapcsan érdemes megjegyezni,
hogy a komplementerképzés mindig valamilyen alaphalmazra vonatkozoan torténik. Itt tehéat
az A eseményrdl feltessziik, hogy az az {2 eseménytér részhalmaza, és az (2-ra vonatkozdan
képezziik a komplementerét. A példankban:

a dobott szdm nem paros: E = {1,3,5}.

1.2. abra. Az A\ B ill. az A események

Az eseményeket persze nem muszaj logikai allitasok segitségével definialni. Ezek mindig
egy 2 eseménytér részhalmazai, a fenti miveletek pedig ezaltal definidlva vannak rajtuk. A



gyakorlatban azonban tébbnyire nem az elemeik felsorolasaval adjuk meg Gket, hanem a fenti
példaban latottakhoz hasonlo leirassokkal. Eppen ezért is hasznos a fenti logikai miiveletek
és a halmazmiiveletek Gsszekapcsolasa.

Az imént definialt miveleteknek szamos fontos tulajdonsédga van, ezek koziil most (a
teljesség igénye nélkiil) felsorolunk néhanyat. Azzal a feltételezéssel élve, hogy az olvaso
ezek egy részével méar korabban is talalkozott, az aldbbi néhany egyszert allitas igazolaséat
elhagyjuk (illetve az olvasora bizzuk).

Az uni6- illetve a metszetképzés is asszociativ és kommutativ:

(AUB)UC=AU(BUC) (AnB)NC=An(BNQO),
AUB=BUA ANB=BnNA.

Ervényes tovabba a kovetkezd disztributiv szabaly is:
AN(BUC)=(AnB)UANCQC).

Megjegyezziik azt is, hogy a kiilonbségképzés felirhato a metszet és a komplementer segitsé-
gével a kovetkezsképp: A\ B = AN B. A komplementerképzésre vonatkozoan is megadunk

még néhany jol hasznalhatod azonossagot. Eldszor is nyilvanvaloan teljesiil A = A. Tovabba,
az alabbi két szabalyt de Morgan-azonossdgoknak nevezziik:

AUB=ANB, ANB=AUB.

A fenti allitdsok tobb eseményre vonatkozé analogonja is érvényes:

AU U4, =JAa=NA=4nn4, (n]Ai:LnJI«,
j =1 i=1

s6t, valojaban itt n esemény helyett akar (megszamlalhat6an) végtelen sok esemény uniojanak
ill. metszetének komplementerét is vehetnénk.

A kés6bbiekben kiemelten fontos szerephez jut az a szituédcid, amikor két eseménynek
nincs kozos eleme:

1.1.2. Definicié. Legyenek A, B C () események. Azt mondjuk, hogy A és B egymdst
kizdréak (vagy diszjunktak), ha metszetiik a lehetetlen esemény, azaz ha AN B = () teljesiil.

Példaul az A és A események egymast kizaréak minden A eseményre, tovabba Q = AU A
is teljesiil.

A szakaszt egy technikai megjegyzéssel zarjuk. Az 1.1.1 definciciéban val6jaban nem
voltunk egészen precizek. Ha az olvas6 més forrasokat is kézbe vesz, a fentieknél komplikal-
tabb definiciokkal taldlkozhat. Ennek az az oka, hogy ha teljes altaldnossagban szeretnénk
felépiteni a valoszintiségszamitast, akkor az események definiciojdban nem engedhetiink meg
tetszGleges részhalmazokat. Azonban egyrészt szdmos esetben nem feltétleniil sziikséges korla-
tozéasokkal élniink (ami lényegesen leegyszertsiti az anyag targyalasat). Amennyiben példaul
az eseménytér véges vagy megszamlalhatoan végtelen elemi eseménybdl all, akkor ez lényegé-
ben nem okoz problémat, azaz egy tetszéleges részhalmaz eseménynek tekinthetd. Ennek és
a kovetkezs fejezetnek a példai kivétel nélkiil ilyenek lesznek. Méasrészt a fent definialt mt-
veletek altaldban sem vezetnek ki az események korébdl, tehat két esemény unidja, metszete,
kiilonbsége, ill. egy esemény komplementere minden esetben esemény lesz, ebbdl kifolyolag
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pedig az Osszes alabbi allitdsunk altalaban is érvényes. Az olvasonak tehat nem kell ezen a
ponton a technikai részletekkel foglalkoznia, elsé megkozelitésben nyugodtan képzelheti azt,
hogy minden egyes részhalmaz esemény. A preciz definiciohoz a harmadik fejezetben vissza
fogunk térni, annak fényében pedig esetleg érdemes tujra végiggondolni, hogy az alabbiak
miért maradnak érvényben altaldban is.

Gyakorlatok, feladatok

1.1.1. Gyakorlat. Egyszer dobunk egy szabélyos kockaval. Jeldlje E azt az eseményt, hogy
péros szamot dobunk, P azt, hogy primszamot dobunk, N pedig azt, hogy legfeljebb négyet
(azaz négyet vagy kevesebbet) dobunk. Legyen tovabba A; az az esemény, hogy a dobas
eredménye ¢ (i = 1,...,5), és jelolje még B azt, hogy haromnéal nagyobbat dobunk. Fejezziik
ki az A; és a B eseményeket az E, P és N események ill. a halmazmiiveletek segitségével.

1.1.2. Gyakorlat. Két szabélyos dobokockaval dobunk. Hogyan definialnédnk az €2 esemény-
teret? Jelolje S; azt az eseményt, hogy a dobott szamok Gsszege legaldbb i (i = 2,3,...,12), és
legyen M AX; az az esemény, hogy a dobott szamok maximuméanak értéke j (j = 1,2...,6).
Fejezziik ki a fenti események és a halmazmiiveletek segitségével az alabbi eseményeket:

A = {a dobott szamok Gsszege T}, B = {két darab 2-est dobunk},

C' = {a dobott szamok mindegyike 1-es vagy 6-0s}.

1.1.2. Klasszikus valb6szintiség

Az el6z6 pontban mar megalkottuk a véletlen események matematikai modelljét, nincs mas
hétra, mint hogy definialjuk ezen események valoszintiségét. Ez a valoszintség egyszertien
egy szam lesz: skaldzzuk az esélyeket a lehetetlent6l a biztosig. Megadhatnank a skalat
példaul a [0; 100] intervallumon is (mint ahogy a gyakorlatban sokszor ezt is tessziik, amikor
szézalékban fejeziink ki esélyeket), de a matematika szemszogébdl nézve mégis célszeriibb a
[0; 1] intervallumot valasztani. Tehat a valoszintiség egy 0 és 1 kozotti szam lesz, de hogyan
hatarozhatjuk meg ezt?

A definiciohoz kiilonféle megfontolasok vezethetnek. Amennyiben példaul egy megismé-
telhets véletlen kisérletet sokszor elvégziink, akkor kézenfekvé a kiilonbozd kimenetelek és a
kisérletek szaménak aranyat, azaz az egyes kimenetelek relativ gyakorisdgdt tekinteni. Intu-
itivan gondolhatunk gy egy valoszintiségre, mint egy olyan szamra, amely koriil ez a relativ
gyakorisag ingadozik. Példaul ha sokszor dobunk egy szabalyos kockaval, akkor azt tapasz-
talhatjuk, hogy mind a hat lehetséges eredmény nagyjabol az esetek 1/6 részében adodik. Ez
az intuici6 olyannyira kozel all az igazsaghoz, hogy val6jaban ez egy matematikai tételnek,
az an. nagy szamok torvényének egy (nem til pontos) megfogalmazasa. Ezt a tételt (ponto-
sabban annak egyik valtozatat) a késébbiekben targyalni fogjuk. A kiilonb6z6 kimenetelek
szaméanak Osszege természesetesen az Osszes kisérlet szamat adja, ennek megfelelGen a rela-
tiv gyakorisagok Osszege mindig 1 lesz. Hasonloképp az egyes kimenetelek valdszintiségének
Osszegétdl is elvarjuk a fenti tulajdonsagot.

A kockadobas esetében nem csak tapasztalati megfontolasok vezethetnek el a valdszint-
ség definicidjahoz. Ha egy kocka szabélyos, az azt jelenti, hogy homogén anyageloszlasu és
szimmetrikus, igy semmilyen fizikai ok nem latszik arra, hogy valamely oldalara tobbszor
essen, mint egy mésikra. Vagyis idedlis esetben minden kimenetel egyforméan valoszind kell
legyen. Mivel pedig 6 lehetséges kimenetel van, igy ez a valoszintiség csak 1/6 lehet (feltéve
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persze, hogy a 6 kimenetel egyike mindig bekovetkezik). Itt felvetédhet, hogy az idealis eset
a valosagban sosem fordul els. Nincs teljesen szimmetrikus dobokocka, és az anyageloszlas
sem lehet tokéletesen homogén. Azonban ha elég kozel vagyunk az ideélhoz, akkor az apro el-
térések elhanyagolasaval vétett hiba val6jaban jelentékteleniil kicsi, és persze matematikailag
lényegesen konnyebb az idedlis esettel dolgozni.

Ebben a szakaszban feltessziik, hogy - akarcsak a kockadobasnal - minden itt tekintett
eseménytérben egyforma valoszintiséggel adodnak az egyes kimenetelek. Az eddigi példaink
kozil ilyennek tekintheté a pénzérme feldobasa, ahol tehéat (hacsak mast nem mondunk) a
tovabbiakban mindig feltessziik, hogy 1/2 valoszintiséggel kaphatunk fejet ill. irast. Egy
maésik ilyen példa még a lottohuzas is. Itt a lehetséges szamotosok szama (950) (ennek az
un. binomidlis egyiitthatonak a definiciojat késébb, az (1.1) formulaban ill. az azt megel6z6
bekezdésekben adjuk meg), igy tehat egy adott szamotossel a nyerési esélyiink ﬁ Az

5

alabbiakban tovabbi hasonl6 klasszikus példakat is fogunk latni.

Altalaban azt mondhatjuk, hogy ha n lehetséges kimenetel van, azaz || = n, és minden
egyes kimenetel egyformén valoszini, akkor ezek valoszintisége 1/n. Természetesen nem csak
az egyes kimenetelek valoszintiségérdl szeretnénk beszélni, hanem ezt egy tetszéleges A C
esemény esetén is szeretnénk meghatarozni. Ezen esemény nem mas, mint néhany kimenetel
halmagza, tehat A egyszertien ezen kimenetelek valamelyikének bekovetkezését jelenti, tovabbé
benne minden egyes kimenetel 1/n-nel néveli az esélyét annak, hogy A bekovetkezik, igy A
valoszintségére |A|- L = |A] / |Q| adodik. Ez persze ezen a ponton még nem egy matematikai
érvelés volt, csupan egy olyan gondolatmenet, ami elvezet a valdszintiség definiciojihoz:

1.1.3. Definicié. Legyen () egy véges eseménytér, és legyen A C ). Definialjuk az A esemény
P(A) valdsziniségét a
_ 4
P(A) : Q
formulaval. Ekkor azt mondjuk, hogy az (2 eseménytér, a rajta megadott események (te-
hat €2 részhalmazai) és a fenti formulaval definialt valoszintiségiik egytittesen egy klasszikus
valosziniségr mezdt alkotnak.

Miel6tt tovabbi konkrét példakat tekintenénk, megemlitjiik a fent definialt valoszintiség
néhany fontos tulajdonsagat. ElGszor is, mivel A C Q esetén 0 < |A| < |Q| mindig teljesiil,
igy P(A) értéke valoban a [0; 1] intervallumban lesz.

Tovabba a biztos esemény, azaz (2 mindig bekévetkezik, és ezzel 6sszhangban

is mindig teljesiil. Ez természesetesen megfelel a valoszintiséggel szemben tamasztott azon
elvarasunknak, hogy az értékkészlet, vagyis [0; 1] intervallum jobb széle a teljes bizonyossagot
tiikrézze. Ugyanez a helyzet a masik véglettel, a lehetetlen eseményre

9 _ 0
P)) == =— =0.
Q19|
A kovetkezd kérdés, amivel foglalkozunk, hogy az eseményeken végzett miiveletek milyen
viszonban vannak a valészintiséggel. Itt az egyik fontos észrevétel, hogy ha A, B C {2 egymast
kizaro események, tehat AN B = (), akkor |A U B| = |A| 4 | B|, hiszen az utobbi 6sszegben
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minden egyes elemet, ami A-ban vagy B-ben van, pontosan egyszer szamolunk. Tehat ha A
és B egymést kizardak, akkor
_|[AuB| _ A+ [B] _

PAUB) = g = Sl = F(A) + P(B)

A korabbiakban mar lattuk, hogy barmely A C (2 esemény esetén A és A egymast kizaroak,
tovabba AU A = €, igy tehat a fentiek szerint

1=PQ)=P(AUA) = P(A) + P(A)
érévényes, atrendezéssel pedig ebbdl
P(A) =1—P(A)

adodik.

A fent igazolt tulajdonsagokat a késébbi szamolasok és a feladatmegoldasok soran is
sokszor alkalmazni fogjuk, rdadésul a kés6bbiekben fontos elvi jeletGségiik is lesz, ezért most
még egyszer Osszefoglaljuk Gket:

1.1.1. Allitas. Tekintsink eqy klasszikus valdszindségi mezét eqy Q eseménytérrel, legyen
tovabbd A C Q) egy tetszdleges esemény. Ekkor

(i) 0 <P(A) <1,
(ii) P(Q) =1 és P(0) = 1,
(i1i) ha tovdbbd B C ) olyan esemény, melyre A és B egymdst kizdroak, akkor
P(AUB) =P(A) +P(B)

teljesiil. Specidlisan

P(A) + P(A) = P(Q) = 1.

A (iii) tulajdonsaggal kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy mit mondhatunk akkor, ha az
A és B események nem (vagy nem feltétleniil) egymaést kizaroak. Az érvelésen ekkor sem kell
sokat valtoztatni. Az AU B elemszaméat ekkor nem az |A| + |B| 6sszeg adja, hiszen ebben
kétszer is megszamoltuk azokat az elemeket, amelyek A-ban és B-ben is benne vannak, tehat
az AN B esemény elemeit. Ezen elemek szamét tehat még le kell vonnunk az 6sszeghdl, vagyis
a helyes Osszefliggeés a kovetkezs: |[AU B| = |A| + |B| — |AN B|. Ez az tn. (kombinatorikai)
szita-formula, pontosabban annak két halmazra felirt valtozata. Ebbdl a valoszintiségekre a
kovetkezs Osszefiiggést kapjuk:

_|AuB| |A[+|B|-|AnDB|
12| 12|

P(AU B) P(A)+P(B) —P(AN B).

A fenti 6sszefliggést szintén szita-formuldnak, ill. Poincaré-fomruldnak is nevezziik. A kovet-
kezG szakaszban, illetve kés6bb, a mésodik fejezetben még egyszer visszatériink majd ennek
egy altalanosabb formajara.
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1.1.3. Példa. Tekintsiik az 1.1.1. példaban definialt eseményeket. Legyen tehédt E az az
esemény, hogy egy dobokockaval parosat dobunk, P pedig az, hogy a dobott szdm primszam.
[tt persze az eseménytér ismét, Q = {1,2,3,4,5,6}, a korabban latottak alapjan peidg
E] 3 1 Pl 3 1
]P)E —_——_— e —_— = - ]PP :_:—:—.
() 1 6 2’ (P) Q] 6 2
Szamoljuk ki most a P(E U P) valoszintiséget. Ezt persze gy is megtehetjiik, hogy megha-

tarozzuk az E'U P esemény elemeit. Ezek azon kimenetelek lesznek, amelyek parosak vagy
primszamok. Tehat EU P = {2,3,4,5,6}, igy

|[EUP| 5
P(EUP) = a6

Hasznalhatjuk ehelyett a szita-formulét is:
P(EUP)=P(E)+P(P)—-P(ENP).

Itt az 2N P esemény azon kimenetelekbdl all; amik parosak és primek is egyszerre, ez pedig
csak a 2-re teljesiil, tehat a keresett valoszintiség % + % — % = g. Bar a masodik modszeriink
ebben a példdban komplikaltabbnak tiinik, de sokszor azért hasznalhato jol a szita-formula,
mert két esemény metszetét gyakran sokkal kényelmesebb leirni, mint az uniojukat.

Szamoljuk ki végiil a P(E U P) valészintiséget. Ismét a szita-formulat hasznalva

P(EUP) = P(E) + P(P) - P(ENP) :P(E)H—P(P)—P(Emﬁ):%H_%_%:g

Y

hiszen E N P azon kimeneteleket tartalmazza, amelyek parosak és nem primek, tehat a 4-et
és a 6-ot.

Eseményterek Descartes-szorzata

Tegyiik fel, hogy két szabalyos dobokockéval dobunk. Mi lehet ez esetben az esemény-
tér? Egy kimenetelt persze megadhatunk tgy, ha megadjuk, hogy melyik szdmbol mennyit
dobtunk. Ez a modell azonban nem feltételniil praktikus. Egyrészt igy a két kockat nem
tudjuk megkiilonboztetni. Ha példaul egy hatost és egy egyest dobunk, nem tudjuk, hogy
melyik kockaval melyik szamot dobtuk. Persze kénnyen el6fordulhat, hogy a val6sdgban is
két egyforma (pontosabban annak latszo) kockank van, igy még indokoltnak is tiinhet, hogy
ne kiilonboztessiik meg 6ket. Ezzel a modellel azonban mas gond is lehet. Ha sokszor elvé-
gezziik ezt a kisérletet, megfigyelhetjiik, hogy az egyes-hatos kombinécié nagyjabol kétszer
olyan gyakran jon ki, mint mondjuk a két darab hatos. Ennek egyszertien az az oka, hogy az
elébbi - a két kockat tudatosan megkiilonboztetve (pl. kiilonbozsképp megjeldlve) - akkor is
kijon, hogy ha az elsd kockaval dobunk egyest és a masodikkal hatost, de forditva is. Ezzel
szemben két hatos csak akkor fordulhat els, ha mindkét kockaval hatost dobunk.

A 6 probléma tehét a fent leirt eseménytérrel az, hogy nem egyforman valészintek az
egyes kimenetelek, igy tehat nem egy klasszikus valoszintiségi mezét kapunk. Ahogy ezt a
koévetkez6 pontban majd részletesen is targyaljuk, ez tulajdonképpen technikailag nem okoz
gondot. Meégis, sokszor atlathatobba valik a helyzet, ha klasszikus valoszintiségi mezGvel
dolgozunk. Ezt a fenti példaban egyszertien elérhetjiik azzal, ha a két kockat megkiilon-
boztetjiik, és a kimeneteleink olyan (7; j) rendezett szaimparok lesznek, ahol az els szam az
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els6 kocka, a méasodik szam pedig a masodik kocka eredményét adja meg (a rendezettség itt
arra vonatkozik, hogy a szamparokban szereplé szdmok sorrendjét is figyelembe vessziik).
Eletszertinek tiinik azt feltételezni, hogy a két dobés eredménye nem befolyasolja egymaést,
tehat az els6 kockaval az esetek kb. 1/6 részében adodik barmelyik eredmény az lehetséges
szamok koziil, és ettdl fliggetleniil a masodik kockéara is ugyanez igaz, azaz egy adott (i;7)
part az esetek nagyjabol % . % = 3—16 részében kapunk. Vagyis tekinthetjiik tigy, hogy minden
lehetséges kimenetel egyforman valoszint.

Vegyiik észre, hogy az utobbi a megkozelitésnek egy olyan elénye is van, hogy az esemény-
teriink "gazdagabb" lesz abban az értelemben, hogy tobbféle eseményt tudunk vele leirni (és
persze minden olyan eseményt le tudunk irni, amit az els6vel). Valoéban, a masodik modellben
meg tudjuk kiilonboztetni az els§ és masodik kocka altal dobott szamokat, mig az elsében (ha
azok kiilonbozsk, akkor) nem. Ugyanakkor természetesen a méasodik modellel is leirhatok az
els6 modell kimenetelei, igy az azok altal leirhatd események is. Ugyanis azt, hogy a dobott
szamok i és j, a masodik modellben az {(7; 5), (j;7)} esemény fejezi ki.

A mésodik modelliink elemei, azaz a rendezett parok valojaban egy in. Descartes-szorzat
elemei. Ha Q = {1,2,3,4,5,6}, akkor az Q-nak az énmagaval vett Q x ) Descartes-szorzata
éppen azon rendezett parokbol all, amelynek elsé és masodik eleme is az €2 elemeinek vala-

melyike. Ez a konstrukcié konnyedén éaltalanosithaté tobb halmazra is:

1.1.4. Definici6. Legyenek €y, ..., €}, tetsz6leges nem iires halmazok. Ekkor ezen halmazok
Descartes-szorzata az

QlXQQ><---XQn::{(wl,...,wn):wiGQi}

halmaz, azaz azon rendezett n-esek halmaza, melyeknek az i-edik eleme az €); halmaz eleme
minden 1 < i < n esetén.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicioban nem koveteljiik meg, hogy a halmazaink vége-
sek legyenek, azonban ebben és a kovetkez§ fejezetben is tobbnyire ilyen példakkal fogunk
talalkozni. Amennyiben ez teljesiil, akkor a Descartes-szorzat elemszéma

1 % Qg X - x Q| = | - Q] -+ Q]

hiszen egy rendezett n-es i-edik elemére [€);| lehetséges valasztasunk van minden 1 < i <n
esetén egymastol fliggetleniil, igy az egyes lehetGségek szama Osszeszorzodik. Specialisan, ha
|| = || = -+ = |Q,| =k, akkor a Descartes-szorzatuk elemszama k™.

A fenti dobokockés példaban | = 6 teljesiil, igy |2 x Q| = 36. Itt tehat egy eseménytér
onmagaval vett Descartes-szorzata szolgalt eseménytérként. Szamos hasonlé példa van, ahol
ez a konstrukcio jol hasznalhato, tipikusan olyan esetekben alkalmazzuk, amikor egyméstol
fliggetlen véletlen eseményeket szeretnénk egyiitt kezelni, azaz egyetlen valdszintiségi mezGvel
leirni. A 6 példankat ebben a fejezetben az érme- vagy kockadobés adja, késébb tovabbi
fontos példékat is fogunk latni.

1.1.4. Példa. Feldobunk egy érmét 6tszor egymas utan. Jelolje A azt az eseményt, hogy fej
és iras is szerepel a dobéasok kozott. Hogyan lehetne modellezni ezt az eseményt?

Nincs okunk feltételezni, hogy egy dobés eredménye befolyasolna barmelyik azt kovets
dobést, igy tehéat (hosszu tavon) egymastol fiiggetleniil mindegyik (nagyjabol) az esetek felé-
ben ad fejet vagy irast, egy adott fej-iras sorozat tehét az esetek (nagyjabol) (1/2)° = 1/32
részében adodik.
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Legyen €2 = {F, I}, ekkor egy ilyen dobéssorozatot egy 6t hosszt F' — I sorozat ir le, azaz
éppen az €0 := Q x Q x Q x Q x Q szorzathalmaz. Ez tehat egy megfelels jelolt az esemény-
térre, a fentiek szerint pedig ennek minden eleme éppen (1/2)° = 1/32 valoszintiséggel kell
adodjon kimenetelként. Mivel 32 = 25 = ]9]5 éppen e szorzathalmaz elemszama, igy tehét
egy klasszikus valoszintiségi mez6rsl beszéliink.

Az A esemény most azon sorozatokbol all, amelyekben az F és I elemek mindegyike
elsfordul. Ezeket felsorolni persze faradsagos munka, de észrevehetjiik, hogy konnyii azokat
a sorozatokat felsorolni, amik nincsenek benne A-ban. Valoban ebbdl 6sszesen kettd van, a
csupa fej ill. a csupa fras sorozat. Azaz A = {FFFFF,IIIII}, és igy

1 1
1 = 0,9375.

A2 _
16 16

T P(A)=1-P(A) =1

1.1.5. Példa. Dobjunk egymas utan egy 6 oldalu, ill. egy ikozaéder alaku 20 oldali dobo-
kockéaval (melyeknek lapjai 1-t6l 6-ig, ill. 1-t6l 20-ig vannak szdmozva). Mi a valosziniisége,
hogy a dobott szdmok Osszege péros?

A dobasok itt sem befolyasoljak egymast, igy hat az Q = Q; x Q5 eseménytérrel dolgoz-
hatunk, ahol Q; = {1,2,3,4,5,6} és Qs = {1,2,...,20}, és egy tetszbleges (i, 7) kimenetel,
ahol 1 <7 <6és1 <5 <20, éppen ﬁ = ﬁ eséllyel adodik.

Legyen A az az esemény, hogy a dobott szamok Osszege paros. Ez kétféleképp fordulhat
el6, mégpedig vagy gy, hogy mindkét dobasunk pératlan, vagy pedig tugy, hogy mindkét
dobéas paros. Megszamoljuk azokat az (i;j) parokat, amik ezeket a feltételeket teljesitik. Ha
i és j is paratlan, akkor i-t haromféleképp vélaszthatjuk (az értéke lehet 1, 3 vagy 5), és
barmelyiket is vélasztjuk, a j értéke ettdl fiiggetleniil még tizféleképp valaszthatd. Vagyis
3 - 10 = 30 olyan par van, melynek mindkét tagja paratlan. Hasonloképp adodik, hogy 30
olyan par van, amelynek mindkét tagja paros, és igy |A| = 2 - 30 = 60, vagyis
Al 60 1

1.1.6. Példa. Tegyiik fel, hogy hatszor dobunk egy (hat oldali) dobdokockaval. A kimenete-
leink ekkor 6 hosszu sorozatok, melyek minden tagja egy 1 és 6 kozti szam. (Az eseménytér
az el6z6 példaban definialt €; halmaz énmagaval vett 6-szoros szorzata.) Legyen K az az
esemény, hogy a mind a hat dobasunk kiilonb6z6.

Meghatarozzuk K valoszintiségét, ehhez megszémoljuk, hogy hany eleme van. Egy K-ban
1évé sorozat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok mindegyikét pontosan egyszer tartalmazza, ez tehat
ezen szamok egy sorbarendezése, mas széval permutdcioja. Hanyféle sorrendje 1étezik ezen
elemeknek? Az els6 helyre 6-féle szdmot valaszthatunk, ha ezt fixaljuk, akkor a méasodik
helyre mér csak 5-féle szam keriilhet, ezutan a harmadik helyre 4-féle, és igy tovabb. Ez
Osszesen

6:-5-4-3-2-1=1720=06! (6 faktorialis)
lehetdség, vagyis
720 5
P(K)=— =— =~ 0,0154
tehat annak az esélye, hogy hat kiillonb6z6 szamot dobunk, csupan 1,54%.

Az utobbi példédban szerepld okoskodas konnyedén altalanosithaté n kiillonb6zdé elem ese-
tére:
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1.1.5. Definicié. Egy n elemd halmaz elemeinek egy sorbarendezését az elemek egy permu-
taciojanak nevezziik.

A fenti érvelést 6 helyett n elemre elmondva kénnyen adddik, hogy n kiilonb6z6 elem
permutacidinak szama az elsé n pozitiv egész szorzata:

n-(n—1)---2.-1=nl (n faktorialis).

Urnamodellek

Szamos olyan szitudcioval talalkozhatunk, amikor egy véletlen esemény néhany elemnek
egy adott halmazbol valo véletlenszert kivalasztasaként irhato le. Ilyen példaul az, amikor
kihtzunk néhany lapot egy megkevert kartyapaklibdl, vagy amikor kihtuzzak a lottészdmokat.
Ezek az események tipikusan leirhatok egy tn. urnamodellel: adott egy urna, benne n golyo
1-t6l n-ig szamozva, melyeket Osszekeveriink, majd véletlenszertien hizunk belélitk (vakon)
k darabot. Feltessziik, hogy egyforma méretd, alaki és azonos tomegeloszlasi golyokkal
dolgozunk, vagyis a golyok kozt a htizas sordn nem tudunk kiilénbséget tenni.

Ezt az altalanos problémét alesetekre fogjuk bontani, mert az egyes specialis eseteket més-
hogyan kell kezelni. Ezeket az aleseteket aszerint kiilonboztetjiik meg, hogy az egyes huizasok
utan visszatessziik-e a kihuzott golyot az urnaba (a kovetkezs huzas el6tt ismét osszekeverve
a golyokat), illetve hogy a kimenetelnél figyelembe vessziik-e, hogy milyen sorrendben huztuk
ki az egyes golyokat.

Huzas visszatevéssel és a sorrend figyelembevételével

Ebben a szituacioban a kimeneteleink £ hosszu sorozatok, melyeknek minden tagja egy 1
és n kozti szam, ezek szdma pedig n*. (Az eseménytér tehét az {1,2,...,n} halmaz énmagé-
val k-szor vett Descartes-szorzata.) Azt feltételezziik, hogy minden egyes huzasnal egyforma
valoszintiséggel huzzuk ki mindegyik golyot (hiszen a golyokat ujrakeverjiik minden huzas
utan), igy pedig minden lehetséges kimenetel 1/n* valoszintiséggel adodik.

Vegyiik észre, hogy ez éppen a korabbi példainkkal analog szituaci6. Egy érme feldobasa
megfeleltethetd egy olyan kisérletnek, amikor két golyd koziil valasztunk vakon. Azaz egy
érme k-szor valo feldobasa megfeleltethets k£ darab hizasnak 2 egyforma goly6 koziil vissza-
tevéssel. Ugyanigy, egy kockaval valo dobas megfeleltethets egy hizéasnak, ahol 6 egyforma
goly6 koziil valasztunk vakon, a tobbszori dobas pedig egy tobbszori huzasnak. Ugyan az
eseménytér az iménti példakban nem feltétleniil pontosan ugyanaz, de annak elemszama és a
péarba allitott események valoszintiségei megegyeznek, igy a valoszintiségszamitas szempont-
jabol az egymasnak megfeleltetett példak lényegében azonosak.

Huzas visszatevés nélkiil és a sorrend figyelembevételével

Ha n golyobol tgy hizunk ki £ darabot, hogy a hizott golyokat nem tessziik vissza, de
szamon tartjuk a huzésok sorrendjét, akkor a kimeneteleinket olyan k hosszii sorozatokkal
irhatjuk le, melyeknek minden tagja egy 1 és n kozotti egész szam, és ezek a tagok kiilonbozék
(itt persze feltessziik, hogy k < n). Természetesen az egyes sorozatok egyforméan valészintiek
(ha valamelyik sorozat valoszintibb volna a tobbinél, akkor atszamozva a golyokat ugyanezt
kapnank minden sorozatra). Tehat ebben az esetben is egy klasszikus valoszintségi mezét
kapunk.

Szamoljuk meg a lehetséges kimentelek szamat. Az elsé hizasnal n kiillonb6z6 golyobol
valaszthatunk, ezutan a masodiknal mar az elsé huzastol fiiggetleniil csak (n — 1)-bdl (persze
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a fennmarado lehetGségek fiiggnek az els huzastol, de ezek szama nem), és igy folytatva, a
k-adik huzasra méar csak n — k + 1 lehet6ségiink marad, igy Osszesen

n!

n-(n—l)---(n—k+1):m

(n— k)'

lehetséges kimenetel van, és igy persze mindegyikiik valoszintisége
Természetesen a valdszintiségi modelltsl elvonatkoztatva altalaban is beszélhetiink egy n
elemt halmaz elemeibdl képzett k elemt sorozatokrol:

1.1.6. Definicié. Egy n elemi halmazbdl k kiilonb6z6 elem (k < n) egy adott sorrendben
valo kivalasztasat az n elem egy k-adosztdlyi ismétlés nélkili varidciojdnak nevezziik. Ezek
szama n!/(n — k).

s stz

Vegyiik észre, hogy a k = n esetben az el6z6 definicio éppen az n elem egy permutaciojat
adja. Ekkor a fenti képlet szerint a permutéciok szama n!/(n —n)! = n!/0! volna. Hogy ezen
(valamint néhany késébb emlitésre keriil§) formula ebben a specialis esetben is érvényben
maradjon, ezért a 0! értékét 1-nek definidljuk.

Az ismétlés nélkiili jelz6 a fenti definicibban természetesen arra utal, hogy a sorba rende-
zett k elem kiilonboz6. Ezzel szemben az els6 urnamodelliinkben olyan sorozatokrol beszél-
tiink, ahol megengedtiik az ismétlgdést, a fentiek mintajara tehéat ezeket ismétléses varaciok-
nak fogjuk nevezni.

1.1.7. Deﬁnici(‘) Egy n elemfi halmazbol k (nem feltétleniil kiilb'nbézé) elem egy adott

Ezek szama n”.
Huzas visszatevés és a sorrend figyelembevétele nélkiil

Tekintsiik végiil azt a szituaciot, amikor kihzuzunk n golyobol k darabot, a golyokat
nem tessziik vissza a hiizas utan, de a hizas eredményénél nem vessziik figyelembe azt,
hogy milyen sorrendben huztuk ki a golyokat, csak azt, hogy melyik k£ golyot huztuk ki.
Egy gyakran elGkeriil6 példa erre a lottéhtizas. A korabbiakhoz hasonloan lathatjuk, hogy
minden kimenetelt egyforman valoszintinek tekinthetiink, hiszen ha barmelyik £k goly6 hizésa
valoszintibb lenne a tébbinél, akkor atszémozva a golydkat és igy lényegében ugyanazt a
kezdeti szituaciot eldidézve (mégpedig, hogy a golyok kozt a huzasnél nem tudunk kiilénbséget
tenni) barmelyik k-asra ugyanez adodna.

Adjuk meg most a lehetséges kimenetelek szamat. Tulajdonképpen az {1,...,n} hal-
maz k elemi részhalmazainak szdmat keressiik. Ezekre a kombinatorikaban kiilon elnevezést
hasznalnak:

1.1.8. Definicié. Egy n elemi halmaz k elemt részhalmazait az n elem k-adoszalyi ismétlés
nélkily kombindcioinak nevezziik.

Egy adott részhalmazboél persze tobbféle sorrendben kihtizhatjuk a golyokat, éppen ezért
célszerti el@szor szamitasba venni a sorrendet. A fentiek alapjan tudjuk, hogy n!/(n — k)!
darab kiilénbo6z6 k hosszt sorozatot képezhetiink az n kiilonb6zd elembél. Szamoljuk meg,
hogy hany esetben szerepel ugyanaz a k elem kiilonb6z6 sorozatokban. Mivel k kiilonb6z6
elemrdl beszéliink, ezekbdl nyilvan k! kiilonb6zd sorozatot képezhetiink, tehat minden k-ast

18



ennyiszer szamoltunk meg az 6sszes k hosszu sorozat 6sszeszdmolasanal, igy azok szamat még
k!-sal kell osztanunk. Vagyis a kiilonb6z6 k-asok szama

a (:) = o

azaz minden k-as 1/ (Z) valoszintséggel adodik.

A fenti szamot binomidlis egytitthatonak is nevezik, és a bal oldalon allo jelolést a kovet-
kez6képp olvassuk ki: "n alatt a k". Az fenti szamok elnevezését az an. binomidlis tételben
jatszott szerepiik indokolja. Ugyanis a tétel a kovetkezé formulat adja egy kéttagt Osszeg
n-edig hatvanyara:

(1.2)

n __ n n n n—1 n n—2,2, n n—1 n no__ . n n—k_ k
(z+y) —(0>x +(1)x y—l—(2)x Y+ +(n_1)xy —|—(n)y g(k)x Y,

ahol x és y tetszbleges valos szamok és n egy pozitiv egész. A binomialis egyiitthatok alabbi
egyszer( tulajdonsagai azonnal kovetkeznek az (1.1) képletbdl:

n n n n n n
= 1 < < 2 — — e = .
(k;) (n _ k;) minden 0 < k < n esetén, (0) (n> 1, (1> (n B 1) n

1.1.7. Példa. Mi a valdszintisége, hogy az 6toslotton minden kihtzott szam péaros? Az 6tos-
lotton 90 szambol hiznak ki 5-6t, tehat az Osszes lehetGség szama, azaz az () eseménytér
elemszama (950). Legyen A az az esemény, hogy az Osszes kihtzott szam péaros. Szamoljuk
meg, hogy hény ilyen kimenetel van. Ha minden kihtuzott szam paros, akkor az 6sszes szamot
az 1 és 90 kozti paros szamok halmazabol huzték. Ezekbdl 45 darab van, tehat (455) -féleképp
tudunk 5 paros szdmot hiizni. Azaz

A (F)  45-44-43-42-41  7-41 287

19 () T 90-80-88-87-86 4-29-89 10324

P(A)

~ 0,0278.

Tehat nagyjabol 2,78% valoszintiséggel hiiznak csupa paros szamot. Nem megleps tehat,
hogy a magyar 6toslotton 2022-ben ez minddssze egyszer tortént meg.

Melyik modellt valasszuk?

Sok esetben a fenti kérdésre logikusan kovetkezik a vélasz az adott szituaciobol. Példaul
a lottohuzés esetén vilagos, hogy nem sziikséges figyelembe venni a hiizés sorrendjét. Vannak
azonban olyan esetek, amikor a modell nem ilyen egyértelmi. Tekintsiik a kovetkezs prob-
lémat: egy urnadban van két sarga és két piros goly6. Visszatevés nélkiil hizva két golyot
milyen valészintiséggel htizunk kiilénbo6z6 szind golyokat?

A fenti szitudcioban nem tudjuk, hogy a hiizas eredményénél figyelembe vessziik-e a sor-
rendet vagy sem. Melyik modellt valasszuk hat, hogy a jo valoszintiséget kapjuk? A (kevésbé
pontos) valasz az, hogy mindegy. Ha precizebbek akarunk lenni, akkor azt mondhatjuk, hogy
amennyiben a kérdéses esemény a lehetséges kimenetelek segitségével leirhato, ugy a fenti két
modell barmelyike ugyanazt a valoszintiséget fogja adni.

Tekintsiik elGszor azt a megoldast, ahol nem vessziik figyelembe a huizasok sorrendjét.
Ekkor két golydt a négybdl (3) = 6-féleképp huzhatunk (ez tehat az eseményteriink elem-
szama), két kiillonbozs szintt pedig tgy kaphatunk, ha egyet valasztunk a sargakbol, egyet
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pedig ettdl fliggetleniil a pirosakbol. Ez tehat (?) . (?) = 2.2 = 4 lehetGség, vagyis a keresett
valoszintiség 4/6 = 2/3.

Oldjuk meg most a feladatot a masik modellel, vagyis tegyiik fel, hogy szamit a hiizas
sorrendje. Ekkor 4 - 3 = 12-féle kimenetel lehetséges. Tovabba kiilonb6z6 szint golydkat
gy huzhatunk, ha vagy el6szor egy sargat és mésodszor egy pirosat huzunk, vagy pedig
elGszor egy pirosat és masodszor egy sargat. Mindkét eset 2 - 2 = 4-féleképp kovetkezhet be,
tehat Osszesen 8 esetben huizunk kiilénbo6z6 szind golyokat. Vagyis a keresett valoszintiség
8/12 =2/3.

Arra biztatjuk az olvasot, gondolja at, hogy mi az oka a fenti jelenségnek, tehat hogy
miért valaszthatunk szabadon a két modell kézott. Végezetiil megemlitjiik, hogy termé-
szetesen vannak olyan esetek, amikor nem hasznalhaté mindkét modell, mivel nem tudjuk
mindkettében magat a vizsgalt eseményt leirni. Példaul azt az eseményt, hogy elsére sargét,
maésodikra pedig pirosat hiizunk, csak abban a modellben kezelhetjiik, ahol a hiizas sorrendjét
is figyelembe vessziik.

Gyakorlatok, feladatok

1.1.3. Gyakorlat. Két kockdval dobunk. Legyenek

A = {az 6sszeg T} B = {mindegyik paros} C' = {van koézottiik harmas}
események. Szamoljuk ki a P(AN (BUC)) és P((AU C) N B) valoszintiségeket.
1.1.4. Gyakorlat. Egy szabalyos érmével hatszor dobunk. Mennyi a valoszintisége, hogy

a) elgszor az 6todik dobéasra kapunk fejet?
b) pontosan két fejet dobunk?
c) legalabb két fejet dobunk?
d) a fejek szama paros/péaratlan?
e) legalabb 2 fejet vagy legalabb 3 irast dobunk?
1.1.5. Gyakorlat. Mekkora a valoszintisége, hogy az 6toslotton

a) pontosan 2 talaltunk lesz?

b) pontosan k talaltunk lesz?

¢) 13 a legkisebb kihtizott szam?

d) a legnagyobb kihtzott szam 80 és 90 kozé esik (a 80-at és a 90-et is beleszamitva)?

1.1.6. Gyakorlat. Egy urnédban 3 piros, 3 sarga és 3 kék golyd van. Véletlenszertien huzva
3 golyot az urnabol visszatevés nélkiil, mi a valdszintisége annak, hogy

a) 3 kiilonbo6zs szind golyot hazunk? b) 3 egyforma szint golyot huzunk?

1.1.7. Feladat. (M) Egy 10 emeletes héazban 7 ember egyszerre érkezik ugyanahhoz a lift-
hez, és indul felfelé a foldszintrsl. Tegyiik fel, hogy mindegyikiik (egymaéstol fiiggetleniil )
ugyanolyan valoszintiséggel tarthat barmelyik emeletre. Mi a valdszintisége, hogy lesz olyan
emelet, ahol a liftbe beszallo 7 emberbdl tobben is kiszéllnak?

1.1.3. Val6szintiségi mérték

A Kklasszikus valoszintiségi mez6k - bar szdmos példa leirasara alkalmasak - messze nem
elegendek céljainkhoz. Ez talan mar az el6z6 szakaszban is vildgossé valt, példaul ami-
kor két kockadobas lehetséges kimeneteleit kiséreltiik meg leirni. Ha ugyanis ezt a kockak
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megkiilonboztetése nélkiil, pusztan a két eredmény megadasaval tennénk, akkor - mint azt
korabban megjegyeztiik - a kimenetelek nem azonos valoszintiséggel adédnanak, ilyen moédon
pedig nem kapnank klasszikus valoszintiségi mezét.

A fenti problémat ugyan sikeriilt orvosolnunk, de mas esetekben erre nincs lehet&ség
a fogalmak altalanositasa nélkiill. Egyrészt egy klasszikus valoszintiségi mezd esetén az €2
eseménytér egy véges halmaz kell legyen, a késébbiekben (f6ként a 3. fejezetben, de valojaban
mar korabban is) szamos olyan példat fogunk latni, ahol ez a feltétel nem teljesiil. De
véges eseményterek esetén is adodnak problémék. Példaul egy cinkelt kocka viselkedését nem
tudjuk a klasszikus mezével leirni, hiszen az a kiilonb6z6 kimenetelek tekintetében kifejezetten
kiilonbo6z6képp viselkedik.

Ahhoz, hogy a megfelel§ altalanossaghan hasznalhaté fogalmakat kapjunk, az eddigieknél
absztraktabb definiciokra van sziikség. Elvonatkoztatunk tehat attol, hogy az események
valoszintiségét konkrétan milyen formula definidlta, és arra koncentralunk, hogy milyen ma-
tematikai objektumot kaptunk ezzel a definicidval, és az milyen tulajdonsigokkal bir. El&szor
is, a valoszintségek az eseményekhez rendelt szamok, vagy méasképp fogalmazva, egy valoszi-
ntiség valdojaban egy az események halmazan értelmezett, valos értékid fiigguény.

Céljainknak persze nem felel meg akarmilyen fiiggvény. ElGszor is, mivel valoszintiségekrsl
szeretnénk beszélni, a fiiggvényértékek a [0; 1] intervallumban kell legyenek. Legyen Q2 egy
eseményteér, és jelolje A az események halmazat. Amit kerestink, az tehat egy P : A — [0;1]
fliggvény. Azt szeretnénk persze, hogy az 1 fiiggvényérték a teljes bizonyossagot reprezen-
talja, mig 0 legyen a valészintiség akkor, ha valami nem kovetkezhet be. Ennek megfelelGen
teljesiilnie kell a P(2) = 1 és P(()) = 0 egyenlSségeknek. Az is elvarhato, hogy ha két ese-
mény egyszerre nem kovetkezhet be (tehat vagy az egyik, vagy a masik kovetkezik be), akkor
annak a valdszintisége, hogy egyik a kett6bdl bekovetkezik, az egyes valoszintiségek Osszege
legyen. Ezt a matematika nyelvén tgy fogalmazhatjuk meg, hogy ha A és B egymast kizaro
események, tehat A N B = () teljesiil, akkor a P(AU B) = P(A) + IP(B) Osszefiiggésnek fenn
kell allnia.

Vegyiik észre, hogy ezek éppen az 1.1.1. allitasban felsorolt, a klasszikus valészintiségre
érvényes tulajdonsagok. Az altalanos esetben lényegében ezeket fogjuk megkivetelni a valo-
szintiségtSl. Persze egy fogalom megalkotasanal érdemes minél kevesebb feltételt szabni, igy
példaul csak az fogjuk feltenni, hogy P(2) = 1 teljesiil, a P() = 0 pedig majd a feltételeikbol
kovetkezni fog. Tovabbé, mivel végtelen eseménytereket is kezelni szeretnénk, ezért az 1.1.1.
allitas (iii) tulajdonsdgéanak megszamlalhatoan végelen sok halmazra kiterjesztett valtozatét
fogjuk el6irni. Minden készen all tehat az alabbi definicidhoz:

1.1.9. Definici6. Legyen () eseménytér, A pedig ezen eseménytér eseményeinek halmaza.
Tegyiik fel, hogy a P : A — [0; 1] fiiggvényre a kovetkezdk teljesiilnek:

(i) P(2) =1,

(i) (o-additivitas) ha Aq,..., A,,... € A paronként egymast kizéar6 események, vagyis
A;NA; = 0 teljesiil minden ¢, j € NT, ¢ #£ j esetén, akkor

(00) - S

Ekkor a P fiiggvényt az A halmazon értelmezett valosziniségi mértéknek nevezziik. Tovabba,
ha P valoszintiségi mérték az A halmazon, akkor az (2, A, P) harmast valdszindségi mezdnek
nevezziik.
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A fenti definicibban nem voltunk teljesen precizek az A halmaz tekintetében. Valdjaban
az események halmazénak egy specialis szerkezettel kell birnia, altalaban fel kell tenni, hogy
A egy un. o-algebra. Ezekkel a technikai részletekkel ebben és a kovetkez6 fejezetben nem
foglalkozunk, az olvaso itt nyugodtan feltételezheti, hogy A az ) Osszes részhalmazanak
halmaza. A 3. fejezetben réviden visszatériink még erre a kérdésre.

Megjegyezziik, hogy az 1.1.1. &llitdsban felsorolt tulajdonsagokbol levezethetd, hogy a
klasszikus valoszintiség teljesiti a fenti definicioban felsorolt (i) és (ii) tulajdonsagokat, vagyis
a klasszikus valdszintiség is egy valdszintiségi mérték. Masképp szoélva a fenti definicié a
klasszikus valoszintiség egy altalanositésa. A definicioban szerepld (i) tulajdonsag teljesiilése a
klasszikus valoszintség esetén az 1.1.1. allitas része, a o-additivitas pedig viszonylag konnyen
levezethets ebbdl az allitasbol és abbdl a feltételbdl, hogy klasszikus valoszintségi mezdk
esetén véges eseménytérrel dolgozunk. A részletek kidolgozasat itt elhagyjuk.

A alabbiakban igazoljuk a valdszintségi mérték néhany alapvetd tulajdonsagat.

1.1.2. Allitas. Legyen P : A — [0; 1] egy valdszintiségi mérték egy eseménytér eseményeinek
A halmazdn. Ekkor

(i) P(0) =0,
(i1) (additivitdas) ha Ay, ..., A, € A pdronként eqgymdast kizdré események, akkor
P(AyU---UA,) =P(A) +--- +P(A,),
specidlisan, ha A,B € A és AN B =0, akkor
P(AUB) =P(A) +P(B),

(iti) minden A € A-ra P (A) =1 —P(A),
() ha A,B € A és B C A, akkor P(B) <P(A).

A (iv) tulajdonsagnal fennallo szituacioban, tehat ha az A és B eseményekre B C A
teljestil, azt mondjuk, hogy a B esemény maga utdn vonja A-t. A szohasznélatot az indokolja,
hogy minden kimenetel, ami B-ben van, egyben A-ban is benne van, tehat ha egy kimenetelre
B bekovetkezik, akkor ez maga utan vonja az A bekovetkezését is.

Bizonyitds. Az (i) tulajdonsag igazolasahoz hasznéljuk a valoszintségi mérték o-additivitasat
az A; = ) valasztassal minden ¢ > 1 index esetén. Ekkor az A; halmazok paronként disz-

junktak, igy
P(0) =P (U A,;) = ZIP’(AZ-) = ZIP’(@).

Itt a bal oldalon egy 0 és 1 k6zotti szam, a jobb oldalon pedig egy végtelen ¢sszeg all, melyben
minden tag a bal oldalon all6 szam. Ennek a végtelen 0sszegnek tehat egy véges értéket kell
adnia, ez pedig csak akkor lehetséges, ha P(0)) = 0.

A (i) tulajdonsag a kovetkezSképp adodik az imént igazolt (i) allitasbodl és a mérték o-
additivitasabol. Legyenek Ay, ..., A, € A paronként diszjunkt halmazok, és legyen minden
i > n esetén A; = (). Ekkor az Ay,...,A,, Ans1,... € A halmazok tovabbra paronként
diszjunktak, és igy

P(A; U UA,) =P (G An> = iP(Ai) = iP(Ai) + i P(A;).

i=n-+1
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Itt az els6 egyenlGség azért all fenn, mert az elsé n halmaz uni6jahoz mér csak tires halmazokat
vesziink hozza, mig a méasodik egyenlSség a P o-additivitasabol kovetkezik. Viszont a jobb
oldalon 4ll6 mésodik Gsszegben minden tag P(0)), ez pedig a fent latottak szerint 0, igy a (ii)
allitast belattuk.

A (iii) allitashoz legyen A € A. Ekkor A és A egymast kizaroak, azaz AN A = (), tovabba
Q = AU A, igy a valoszintiségi mérték definiciojaban szereplé (i) tulajdonsag és a mérték
additivitdsa miatt

1 = P(Q) = P(AU A) = P(A) + P(A),

ezt az egyenletet atrendezve pedig éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

Végiil a (iv) allitas igazolasadhoz legyen A, B € A, melyekre B C A teljesiil. Az A elemeit
két csoportra oszthatjuk aszerint, hogy a B halmaz egy elemérsl van sz6 vagy sem, és mivel
A tartalmazza az egész B-t, igy A = BU(A\ B) teljesiil (lasd az 1.3. abrat). A jobb oldalon
egymést kizard események unioja all, igy a P additivitasa miatt

P(A)=P(BU(A\ B))=P(B)+P(A\ B) > P(B),

mert P(A\ B) > 0. O

1.3. bra. BC A= A=BU(A\ B)

Ahogy a klasszikus valészintiségi mezd esetén, ugy itt is felmeriil a kérdés, hogy mit mond-
hatunk két esemény unidjanak valoszintiségérsl, amennyiben azok nem (feltétleniil) egymast
kizaroak. A valasz természetesen ugyanaz, mint a korabbi specialis esetben, és az altalanos
formula igazolasa altalaban sem sokkal komplikaltabb.

1.1.3. Allitas (Szita-formula 2 eseményre). Legyenck A, B egy valdszintiségi mezd tetszdleges
eseményet, ekkor

P(AUB)=P(A) +P(B) —P(AN B).

A Kklasszikus esetben ez abbdl kovetkezett, hogy az A és B halmazok elemszamét kiilon-
kiilon megszamolva a kozos elemeket kétszer szamoltuk. Az altaldnos esetben is analog médon
igazolhato az allitas, itt elemszam helyett az egyes halmazok mértékét adjuk Ossze, a kozos
részt kétszer "megmérve" igy. Mindez precizen a kovetkezSképp néz ki:

Bizonyitds. Az AU B esemény 2 egymaést kizérd részre bonthat6 gy, hogy csoportitjuk az
elemeit aszerint, hogy benne vannak A-ban vagy sem. Utobbi kimenetelek a B \ A halmazt
alkotjak, igy tehat AU B = AU (B \ A) (lasd 1.4. abrat alabb), és a valoszintiségi mérték
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additivitasa miatt P(AU B) = P(A) + P(B \ A). Csempéssziik be a jobb oldalra a P(AN B)
értéket egyszer pozitiv, egyszer pedig negativ elGjellel, a kifejezés értékét igy nem valtoztatva:
(1.3) P(AUB)=P(A)+P(B\ A) +P(ANB)—-P(AN B).

Végiil, mivel B = (B\ A) U (AN B) a fentiekhez hasonléan a B esemény egy egymast kizaro
eseményekre valo felbontasat adja (lasd az 1.4. abrat), igy P(B) = P(B\ A) + P(AN B), ezt
pedig (1.3) jobb oldalan behelyettesitve a bizonyitando allitast kapjuk. ]

1.4. abra. AUB = AU (B\ A), B=(B\ A)U(AN B)

A szita-formuléat szokas Poincaré-formulanak is nevezni, és a fenti allitas ketténél tobb
halmaz unidjara is altalanosithat6. Az alabbiakban megadjuk a hdrom halmazra vonatkozo
valtozatot, az altalanositott, n halmaz unidjara vonatkozd verziéo megtalalhaté pl. a [3]
jegyzet 1.4. szakaszédban. Az alapotlet harom esemény esetén is az, hogy harom halmazt
kiilon-kiilon megmérve a halmazparok kozos részeit duplan szamoljuk, igy azok mértékeét le
kell vonni, ekkor viszont val6jaban azt a részt, ami mindharom eseményben benne van, végiil
egyszer sem szamoljuk, ezért annak mértékét végiil még hozza kell adni az egészhez. A preciz
bizonyitést itt elhagyjuk (illetve az olvasora bizzuk), viszont megjegyezziik, hogy a késsbb
a 2.3.4. példaban a varhato érték egy alkalmazéasaként egy alternativ bizonyitast nyertink a
kovezkezé allitasra.

1.1.4. Allitas (Szita-formula 3 eseményre). Legyenck A, B,C' egy valdsziniségi mezd tetszo-
leges eseményei, ekkor

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC).

&
X

1.5. abra. A P(A) + P(B) + P(C) dsszegben egyes részeket tobbszor megmériink
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Példak valoészintiségi mértékre

A valoszintiségi mértékre eddig az egyetlen konkrét példank a klasszikus valoszintiség volt.
Hogyan adhatunk tovabbi példakat? Emlékeztetiink, hogy az altalanositas sziikségességének
illusztralasara tobbek kozott azt a szituaciot hasznéltuk, amikor egy szabalytalan dobokocka
viselkedését szeretnénk leirni. Tegytiik fel, hogy egy ilyen kockaval nagyon sokszor dobva az
esetek % részében dobunk egyest vagy kettest, tovibba az esetek 11—070 részében dobunk hér-
mast, négyest, 6tost és hatost. Ekkor jogosnak érezhetjiik azt mondani, hogy a kiilonb6z6
dobésok valoszintségeit a fenti tortek adjak. Ha tehat ezt a szitudciot modellezni szeret-
nénk az Q = {1,2,3,4,5,6} eseményteret hasznalva, akkor az egyetlen kimenetelbsl allo

eseményekre

P({1}) =P({2}) = 0,16 & P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = 0,17

kell teljesiiljon.

Vegyiik észre, hogy ha egy valoszintiségi mérték a fenti egyenlGségeket teljesiti, akkor ezek
méar meghatarozzak annak értékét az () egy tetszéleges részhalmaza, azaz minden esemény
esetén. Valoban, barmely esemény ilyen kimenetelekbdl allo (egy elemiti) események paron-
ként diszjunkt unidja, és igy a mérték additivitdsa miatt annak valdszintisége az 6t alkotd
kimenetelek valoszintiségének Gsszege kell legyen. Példaul az E = {2,4,6} eseményre

E={2yu{4} U {6},

és igy a P(E) = 0,16 + 2 - 0,17 = 0,5 egyenldségnek teljesiilnie kell.

Figyeljiik meg, hogy a kimenetelek valoszintiségének megadéasa ugyan meghatarozza az
egyetlen lehetséges P fiiggvényt, de azt nem mutattuk meg, hogy ez a valoban valoszintiségi
meérték, tehat teljesiti az 1.1.9. definicioban szerepld (i) és (ii) feltételeket. Az (i) tulajdonsag,
vagyis P(2) = 1 teljesiilése nyilvanvalo a fenti példdban, mert a kimenetelek valoszintisége-
inek Gsszege 1. A (ii) tulajdonsag igazolasa sem nehéz, de ezt itt nem részletezziik. A két
tulajdonasg teljesiilése viszont azt jelenti, hogy valoban valdszintiségi mértéket adtunk meg.

A fenti modszer szerencsére gond nélkil altalanosithatd, amennyiben az ) eseménytér
véges vagy megszamlalhatoan végtelen (azaz az elemei a pozitiv egészekkel indexelve felso-
rolhatok). Ebben és a kovetkezd fejezetben csak ilyen példakkal fogunk talalkozni, az ilyen
eseménytereket diszkrétnek fogjuk hivni.

A diszkrét esetben tehat elegend6 megadni a kimenetelek valoszintségét, azaz hozzaren-
delni minden kimenetelhez egy stlyt a [0;1] intervallumban. Természetesen arra figyelni
kell, hogy ezeknek a valoszintiségeknek 1 legyen az Gsszege, hiszen a P(€2) = 1 egyenletnek
érvényesnek kell lennie. Mindez azonban méar elegendd ahhoz, hogy egy valoszintiségi mér-
téket egyértelmiien meghatarozzon, ahol egy tetlszéleges esemény valoszintisége az 6t alkotod
kimentelek valoszintiségének Osszege. Ezt a kovetkezé allitasban formélisan is lefrjuk.

1.1.5. Allitas. Legyen Q egy véges vagy megszamldlhatéan végtelen halmaz. Legyen tovdbbd
p:Q — [0;1] egy tetszdleges sulyfigguény, amely eqy w € Q kimenetelhez a p(w) € [0; 1] sulyt
rendeli. Tegyiik fel, hogy

D pw)=1

weN

teljesiil. Definialjuk a P fiigguény értékét eqy A C Q) eseményre a kovetkezdképp:

(1.4) P(A) =) pw).

wEA

Ekkor a P fligguény eqy valdsziniségi mérték az ) eseményeinek halmazdn.
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1.1.8. Példa. Feldobunk két pénzérmét. Az egyes dobasokat ezuttal (kivételesen) nem kii-
lonboztetjiik meg, a kimenetelek példaul megadhatok tgy, ha megadjuk a fejek szamat. Dol-
gozzunk tovabb az Q = {0, 1,2} eseménytérrel. Mivel 1 fejet kétféleképp is kaphatunk, igy
értelemszertien az egyes kimenetelekhez a kovetkezdképp rendeliink valészintiségeket (stlyo-
kat):

A fenti alltitas értelmében a p valoszintiségi sulyfiiggvény egyértelmiien meghatéaroz egy valo-
szintiségi mértéket az () eseményeinek halmazén. Példaul annak a valoszintisége, hogy dobunk
fejet, az (1.4) formula szerint

P({1,2)) = p(1) +p(2) = °.

Ebben a példaban a p silyfiiggvényt azért valasztottuk igy, hogy jol hasznalhaté modellt
kapjunk a tényleges pénzdobésra. Elvi szempontbdl azonban semmi akadéalya annak, hogy
teljesen més valoszintségeket rendeljiink az egyes kimenetelekhez (példaul a konstans % saly
éppen a klasszikus valoszintiséget adna), azonban mas vélasztasok nem volnanak alkalmasak
a valosag jo leirdsédra. Minden esetre azt érdemes kiemelni, hogy az eseménytérbél nem ko-
vetkezik maga valoszintiségi mérték valasztéasa, ezt az () halmaztol fiiggetleniil hatarozhatjuk
meg, éppen ezért kezeljik ezeket az objektumokat kiillon egymastol. Amikor a valoszintségi
mérték is rogzitett, akkor méar nem csak egy eseménytérrsl, hanem egy valdszintiségi mezérol
beszélhetiink.

Az 1.1.5. allités igazolasa ugyan nem kiilénoésebben nehéz, de a technikai részletek igényel-
nek némi koriiltekintést, és ezt a bizonyitast itt nem targyaljuk. Maga az allitas azt a csaloka
érzést keltheti, hogy tulajdonképpen megoldottuk a véletlen jelenségek modellezésének prob-
léméjat, azonban az ) szamossagara vonatkozo feltétel az allitasban oriasi korlatozést jelent.
Valojaban a leggyakoribb alkalmazéasok tobbségéhez nem elegendéek a megszamlalhato (te-
hat véges vagy megszamlalhatoan végtelen) eseményterek. A leggyakrabban elgkeriils ilyen
példak a véges halmazokon til a természetes szamok N halmaza, az egész szamok Z halmaza,
s6t belathato, hogy a rancionalis szamok Q halmaza is megszamlalhato. Ha példaul azonban
egy valos intervallumban felvett véletlen értékrsl beszéliink (amely tehat egy tetszéleges va-
l6s, akar irracionalis szam lehet), akkor a lehetséges értékek halmaza, vagyis az intervallum
elemeinek szdma mar nem megszamlalhato. Ez az oka annak, hogy a 3. fejezetben méar
komolyabb eszkoztarat kell majd bevetniink, de a véletlen egyes torvényei jol megértheték a
diszkrét eseményterek példain keresztiil is. Réadésul, mivel a torvényszertségek levezetése
soran sokszor csak a mérték altalanos tulajdonségait hasznaljuk fel, szamos eredményiink
(mint példaul az 1.1.2. allitas) a bizonyitasaval egyiitt érvényes az altalanos esetben is.

Gyakorlatok, feladatok

1.1.8. Gyakorlat. Egy termék probagyartasa soran két szempontbol vizsgaljak a készter-
mékeket. Az A esemény azt jelenti, hogy egy véletlenszertien kivalasztott mintadarab anyag-
hibéas, a B pedig az az esemény, hogy a kivalasztott gyadrtmany mérethibas. Tudjuk, hogy
P(A) = 0,15, P(B) = 0,3 és P(AN B) = 0,08. Mennyi annak a valoszintisége, hogy

a) egy termék anyaghibés, de nem mérethibas?
b) egy termék hibatlan?
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1.1.9. Gyakorlat. Az A, B és C események mindegyike % valoszintiséggel kovetkezik be,
tovabbéa az A és B, ill. a B és C események egymast kizaréak. Adjuk meg A N C' valoszi-
niiségét, ha tudjuk, hogy % annak a valoszintisége, hogy az A, B és C' események egyike sem
kovetkezik be.

1.1.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy tetszSleges A eseményre P(A)P(A) < 1 teljesiil.

1.1.11. Feladat. Igazoljuk, hogy barmilyen n > 1 egészre és Aq,..., A, C £ eseményekre
teljestil a kovetkezs egyenl6tlenség: P(AyN---NA,) >P(A) + ... + P(4,) —n+ 1.

1.2. Feltételes val6szintiség

Ebben a pontban azt vizsgaljuk meg, hogy a véletlen eseményekhez rendelt valdszini-
ségeket hogyan valtoztjak meg bizonyos, az eredeti helyzethez képest 1j feltételezések vagy
a szitudcioval kapcsolatban nyert plusz informaciok. Ez utébbiakra mér a jegyzet beveze-
tGjében leirt Monty Hall-paradoxon esetén is lattunk példat. Tovabba ezen fejezet elején
mar volt sz6 a kovetkezs szituaciorol. Tegyiik fel, hogy tobbszor feldobunk egy érmét, de az
els6 néhény esetben nem kapunk egyetlen fejet sem. Ezek utan egy j megfigyels csatlako-
zik a kisérlethez. Az 6 szemszogébdl a kovetkezd dobas az elsé megfigyelt véletlen esemény.
Véltoztat-e valamit a helyzeten, ha elaruljuk neki, hogy ezidéig egyetlen fejet sem dobtunk?

Mindkét példa elemzéséhez sziikségiink lesz a feltételes valoszintiség fogalmara, a fenti ma-
sodik példa pedig egy specialis esetet ir le, mégpedig azt, amikor az 4j informaciok nincsenek
hatassal a valészintiségre, az a feltételtsl fiiggetleniil valtozatlan marad. A szakasz masodik
felében pedig a feltételes valoszintiség néhény alkalmazasat, nevezetesen a teljes valosziniiség
tételét, a Bayes-tételt és a szorzasi szabalyt targyljuk.

1.2.1. Feltételes valoszintiség és fiiggetlenség

Tekintsiik a kockadobas kisérletét. Tegyiik fel, hogy egy dobas utan valaki elarulja ne-
kiink, hogy a dobott szam péros, azaz bekovetkezett az E = {2,4,6} esemény. Milyen
valoszintiségi modellt hasznaljuk ebben az esetben? Természetesen megvaltoztathatjuk az
eseményteret, hiszen itt mar csak harom kimnetel lehetséges, tehat élhetiink az 2 = E va-
lasztassal. Az is értelemszert, hogy ez a harom kimenetel ekkor ugyanolyan valészint adodik,
tehat mindhérom eset 1/3 eséllyel kovetkezik be.

A fenti valasztas azonban nem feltétleniil praktikus, példaul lehetséges, hogy tovabbi
dobésok esetén ez az informacié nem &all majd rendelkezésiinkre, és akkor ismét mas modellt
kell alkalmaznunk. Az is lehet, hogy megtudjuk, hogy paros-e az eredmény, de ekkor a két
eshetség két kiilonboz§ eseményteret eredményezhet, ez pedig feleslegesen komplikalta és
nehézkessé teszi a kisérletek preciz matematikai leirasat.

Az eseménytér megvaltoztatasa helyett a feltételes valosziniség fogalmét fogjuk hasznalni,
amely oly modon sziikiti le az eseményteret a feltételezetten bekdvetkezs eseményre, hogy az
azon kivil es§ kimenetelek valoszintiségét nullava teszi. Ezzel ekvivalens, hogy a feltételben
szerepld esemény 1 valoszintiséggel bekdvetkezik. Ezt pedig ugy érjiik el, hogy egyszertien
leosztunk annak valoszintiségével:

1.2.1. Definicié. Legyenek A, B egy valoszintiségi mez§ eseményei, ahol P(B) > 0 teljesiil.
Ekkor az A eseménynek a B eseményre vett feltételes valoszinisége
P(AN B)

(1.5) PA|B) = —p g

("A valoszintisége, feltéve B").
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Tehat az A esemény B-re vett feltételes valoszintségét ugy kapjuk, hogy az A és B kozos
részének valoszintiségét a B esemény valoszintiségehez aranyitjuk. A B esemény valoszintisé-
gének természetesen pozitivnak kell lennie, hiszen osztani szeretnénk vele. Az, hogy a fenti
tort szamlalojaban az A-nak csak a B-be es részét vessziik figyelembe, azon elvardsunkat
tiikrozi, hogy a B-n kiviil es6 kimeneteleknek és igy barmely B-t6l diszjunkt eseménynek a
valoszintisége 0 legyen.

7

Q

1.6. dbra. A feltételes valoszintiség képzése

1.2.1. Példa. A fenti példa folytatasaként tekintsiink egy kockadobast, és tegyiik fel, hogy

a dobés péaros. Hatarozzuk meg ebben annak valdszintiségét, hogy kettest dobunk. Most is

a szokasos Q0 = {1,2,3,4,5,6} eseményteret hasznaljuk, P pedig a klasszikus valoszintiséget

jeloli. A fenti definici6 értelmében a kettes dobas valészintisége az E feltétel mellett
{2}nE) P({2}) 1/6 1

P(
P{2} 1 B) = P(E) P(E) 1/2 3

ami megfelel az el6zetes varakozasainknak.
Legyen most A az az esemény, hogy 3-nal nagyobbat dobunk, ekkor az A valdészintisége
az FE feltétel mellett
ANE) P({4,56}N{2,4,6} P({4,6}) 2/6 2

P(
PA]B) = P(E) P(E) P(E)  1/2 3

Tovabba (az elvarasainknak megfelelGen)

P(E | E) = P(ﬁg)E) - ﬁgg —1,  P{1}|E)= P({I;(};) B_ g((g)) 0.

Figyeljiikk meg, hogy feltételes valoszintiség minden esetben egy 0 és 1 kdzotti szam, hiszen
AN B C B miatt az 1.1.2. &llitasban szerepld (iv) tulajdonsag szerint P(AN B) < P(B)
teljestil, és igy az (1.5) formulaban 16v6 tort értéke legfeljebb 1 lehet (és persze nemnegativ
szamok hanyadosa nemnegativ). A fogalom elnevezése azonban messze nem csak emiatt
jogos, ahogy az az alabbi allitasbol kideriil:

1.2.1. Allitas. Legyen (2, A,P) egy valdsziniiségi mezd, legyen tovdbbd B € A egy esemény,
melyre P(B) > 0 teljesil. Definidljuk a Pp : A — [0;1] figgvényt a Pr(A) = P(A | B)
formulaval. Ekkor Pg eqy valdszintségi mérték az Q0 eseménytér eseményeinek A halmazdn
(vagyis (2, A, Pp) eqy valdsziniségi mezd).
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A fenti allitas tehat azt mutatja, hogy a feltételes valoszintiség segitségével egy valdszint-
ségi mértékbdl tjabbakat konstrudlhatunk. Kovetkezik belSle, hogy mindaz, amit a valdszi-
niiségi mértékekre altalaban belatunk, igaz a feltételes valoszintiségre is (hiszen az utobbi az
elébbinek egy specialis esete). Példaul

P(A|B)=1-P(A| B)
teljesiil minden A és B eseményre, feltéve persze, hogy P(B) > 0 (és igy a feltételes valoszi-
niiség definialt).
Fiiggetlen események

A P(A | B) feltételes valoszintiség és a P(A) valoszintiség 6sszehasonlitasa képet ad arrol,
hogy hogyan befolyasolja a B bekovetkezése az esélyeket az A esemény bekovetkezésére. Egy
fontos specialis eset az, amikor ez a valoszintség a B bekovetkezésétdl fiiggetleniil ugyanaz
marad, tehat

B _ P(ANB)
P(4) = P(A | B) = 5
A fenti egyenlgséget P(B)-vel beszorozva ekkor a
(1.6) P(AN B) =P(A)P(B)

Osszefiiggés adodik. Ez az, amit a fliggetlenség definiciojihoz felhasznalunk:

1.2.2. Definici6. Legyenek A és B egy valoszintiségi mezd eseményei, ekkor A és B egymastol
figgetlenek, ha az (1.6) egyenlség teljesiil rajuk.

Megjegyezziik, hogy P(B) > 0 esetén az (1.6) egyenletbdl is kovetkezik a P(A) = P(A | B)
osszefiiggés, ezek tehat ekkor ekvivalensek egymassal. S6t, ha P(A) > 0 is teljesiil, akkor
hasonléan lathato, hogy mindkét egyenlet ekvivalens azzal, hogy P(B | A) = P(B). Ossze-
foglalva tehat, P(A), P(B) > 0 esetén

P(A| B) = P(A) «= P(AN B) = P(A)P(B) + P(B | A) = P(B),

és mindharom egyenlet éppen azt jelenti, hogy A és B filiggetlenek. Jol latszik a fenti ekviva-
lens Osszefliggésekbdl, hogy a fogalom szimmetrikus (vagyis A és B fiiggetlensége ugyanazt
jelenti, mint B és A fiiggetlensége), persze ez mar az (1.6) egyenletbdl is nyilvanvald. Vegyiik
azonban észre, hogy mig a feltételes valoszintiségekhez a feltételben szerepls eseménynek po-
meg, az (1.6) egyenlet mindkét oldala értelmes akkor is, ha az A és B események barmelyike
0 valdszintiség.

1.2.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha egy valészintiségi mez6 A és B eseményei koziil
legaldbb az egyik valdszintisége 0, akkor A és B filiggetlenek.

Az 1.2.2. definici6 a matematikai modelliinkben szerepld eseményekre vonatkozik. Persze
a valo életben is hasznaljuk a fliggetlenség fogalmat, azt mondtuk példéul, hogy két kocka
dobésanal az egyik dobas eredménye nem befolyasolja a mésikat. Ugyanezt tapasztalhatjuk
példaul érmedobasok esetén is. Az eseményekre definiélt fiiggetlenség fogalma akkor hasznal-
hato, ha jol illeszkedik az imént felsorolt valos esetekben hasznalt fiiggetlenségfogalomhoz,
vagyis ha a tapasztalati Gton egymastol fiiggetlennek itélt jelenségek a modellben is azok
a fenti definici6 értelmében. Szerencsére ez a helyzet, és ezt most egy példan keresztiil is
illusztraljuk.
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1.2.2. Példa. Tekintsiik a kdvetkezo kisérletet: kétszer egymas utan feldobunk egy szabélyos
pénzérmét. Ha ezt sokszor egymas utan végrehajtjuk, azt tapasztaljuk, hogy a masodik dobas
nagyjabol az esetek felében lesz fej vagy iras akkor is, ha az els6 dobasra fejet kaptunk, és
akkor is, ha els6re irds adodott. Azaz az els6 dobés eredménye semmilyen moédon nem
befolyasolja az esélyeket a masodik dobésnal.

Vizsgéljuk most meg ugyanezen eseményeket a matematikai modelliinkben. A szokasos
eseményteriink az Q = {F, [} x {F, I} szorzathalmaz, azaz a kimenteleink rendezett fej-iras
parok, és mindegyikiik 1/4 valoszintséggel kovetkezik be. Legyen A az az esemény, hogy
elsére fejet dobunk, B pedig az, hogy a masodik dobas fej, azaz

A:{(FaF)7(F7[)}a B:{(F7F)7(LF)}'

Tehat
P(ANB) =P({(F,F)}) = ; = 5 5 = P(AR(B),

igy A és B fiiggetlenek az 1.2.2. definici6 értelmében (is). Mivel pozitiv valoszintiségi
eseményekrdl van szo, ugyanezt a kovetkezd szdmolassal is igazolhattuk volna:
P(BN4)  PU(FF)}) 14 1

FEIA =" “PqEn ) 1 2 L)

Tovabba annak a valoszintisége, hogy masodszorra frast dobunk, ha tudjuk, hogy elsére fejet

kaptunk

IP’(§|A):1—IP’(B|A):%:P(§),

igy A és B is fiiggetlenek. Hasonloképp adodik ugyanez az A és B, ill. az A és B eseményekre
is. Vagyis az, hogy az A esemény bekovetkezik vagy sem, semmilyen hatassal nincs a B
bekovetkezésének esélyeire, ami persze teljes 0sszhangban van a varakozésainkkal.

1.2.2. Gyakorlat. Mutassuk meg a fenti példaban latottakhoz hasonléan, hogy ha egy
pénzérmével egymas utan hatszor dobunk, akkor feltéve, hogy az elsé 6t dobas eredménye fej
lett, annak a valoszintisége, hogy hatodikra szintén fejet kapunk, valtozatlanul 1/2.

Az 1.2.2. példaban azt tapasztaltuk, hogy két fiiggetlen esetén barmelyiknek (esetleg
mindkettének) a komplementerét véve szintén fiiggetlen eseményeket kaptunk. A kévetkezd
allitdas azt mutatja, hogy ez nem egy véletlen egybeesés eredménye, hanem egy altalanosan
érvényes tény.

1.2.2. Allités_. Tegyiik fel, hogy egy valdsziniségi mezd A és B eseményei egymdstol figget-
lenek. Ekkor A és B és fiiggetlenek. Kdévetkezésképp az A és B ill. A és B eseménypdrok
szintén fiiggetlenek.

Bizonyitds. Az A és B események fiiggetlensége a P(A N B) = P(A)P(B) osszefiiggés telje-
siilését jelenti. Ebbdl kiindulva szeretnénk belatni, hogy A és B is fiiggetlenek, azaz hogy az
el6z6 egyenlet rajuk is teljesiil. Induljunk ki az egyenlet jobb oldalaboél:

(1.7) P(A)P(B) = (1 —P(A))P(B) = P(B) — P(A)P(B) = P(B) — P(AN B),
ahol az A és B fliggetlenségét az utolsod egyenléségnél hasznaltuk ki. Korédbban (példaul a

szita-formula bizonyitasaban) mar lattuk, hogy B = (B\ A)U(ANB) a B halmaz egy egymast
kizar6 események unidjara valo felbontasa. Azt pedig mér az eseményeken definialt mtiveletek
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tulajdonasgainak vizsgalatanal emlitettiik, hogy B\ A = AN B, igy a valoszintiségi mérték
tulajdonasgai szerint P(B) = P(AN B) +P(AN B) teljesiil. Ezt atrendezve kapjuk, hogy az
(1.7) egyenlSség jobb oldalanak értéke P(A N B), tehat az A és B események fiiggetlenek.
Végezetiil, mivel a fliggetlenség szimmetrikus relécio, azaz ha A és B fliggetlenek, akkor B
és A is azok, igy a fent latottak szerint B és A is fiiggetlenek. Ebbé] pedig - ismét megcserélve
az események szerepét, majd alkalmazva a bizonyitott allitast - azt kapjuk, hogy A és B is
fliggetelen események. [

Az eddigiek alapjan az eseményének fiiggetlenségének fogalma jol modellezi azt, ha bizo-
nyos valos jelenségek nem befolyasoljak egymast. Azonban, mivel a valoszintiségszamitasban
a fiiggetlenséget a valoszintiségek szintjén definialjuk, azaz ez pusztan az (1.6) egyenlSség
teljesiilését jelenti, el6fordulhat, hogy az szemléletesen Osszefiiggének tiinGg eseményeke is
érvényes.

1.2.3. Példa. Dobjunk egy szabalyos dobdkockaval, és legyen A az az esemény, hogy a dobott
szam kisebb, mint 4, P pedig az, hogy a dobott szdm prim. Azaz
4 2 3 1

A:{172’374}’ ]P](A):6:§7 P:{27375}? P(P):azzu

tovabba U
PANP)=P({2,3))=-=>="="

tehat A és P fiiggetlenek.

Mindezek utan felmeriilhet a kérdés, hogy az altalunk alkotott fogalom hasznalhato-e, ha
ketténél tobb esemény fliggetlenségérsl szeretnénk beszélni. Ha esetleg ehhez nem elégséges
az eszkoztarunk, akkor hogyan lehetne azt kiterjeszteni, hogy tobb eseményre is miikodjon?

Legyenek A, B és C' egy valoszintiségi mez6 eseményei. A hérom esemény fliggetlenségét
még nem definidltuk, azt minden esetre elvarhatjuk, hogy ha a harom esemény fiiggetlen
egymastol, akkor koziiliik barmely kett6 az legyen. Elégséges-e vajon ez ahhoz, hogy a hdrom
esemény ne befolyasolja egymast?

Az utobbi mondat tartalméat ismét a szokasos példan keresztiil vilagitjuk meg. Tegytik
fel, hogy haromszor feldobunk egy pénzérmét. Legyen A az az esemény, hogy ez els6 dobés
fej, B az, hogy a masodik fej, C' pedig az, hogy harmadszorra fejet dobunk. Azt varjuk,
hogy mindegyik dobés a tobbi eredményétdl fliggetleniil kb. az esetek 1/2 részében lesz fej,
igy Osszességében az esetek % . % . % = é részében kapunk 3 darab fejet. Ezt valoszintiségek
segitségével a

(1.8) P(AN BNC)=PAP(B)EC)

egyenlet irja le. Vegyiik észre, hogy ez a két esemény fiiggetlenségét definialo (1.6) egyenlet
kézenfekvs altalanositasa.

A els6 kérdés tehat: elvarhato-e altalaban az (1.8) egyenlet teljesiilése, ha feltessziik,
hogy az eseményeink paronként fiiggetlenek (tehat hogy koziiliik barmely ketts fiiggetlen)?
A valasz sajnos negativ, ahogy azt a kivetkezs példa mutatja.

1.2.4. Példa. Dobjunk fel két érmét, és legyen A az az esemény, hogy az elsé dobas fej, B
az, hogy a masodik dobés fej, C' pedig az, hogy a dobott fejek szama paros. Ekkor

A:{(F7F)7(F7I)}7 B:{(FvF)’(LF)}’ C:{<F7F)v(]a])}a
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tehat P(A) = P(B) = P(C) = % Tovibba

1
P(ANB)=P(BNC)=PANC)=P{(F,F)}) = 7
ésigy aP(ANB) =P(A)P(B), P(BNC) =P(B)P(C) és P(ANC) = P(A)P(C) egyenletek
mindegyike teljesiil, azaz az A, B és C' események paronként fiiggetlenek. Azonban

P(ANBNC) = P{(F,F)}) = | # FAPBIEC) = ¢,

tehéat (1.8) ebben az esetben nem teljestil.

1.2.3. Gyakorlat. Mutassunk példat olyan A, B, C' eseményekre, melyekre teljesiil az (1.8)
Osszefliggés, de nem igaz rajuk, hogy paronként fliggetlenek.

A fenti példa és gyakorlat tanulsaga szerint a fliggetlenség fogalmanak harom eseményre
valo kiterjesztéséhez nem elegends csupan a paronkénti fiiggetlenséget vagy éppen az (1.8)
egyenlet teljesiilését elvarni. Valdjaban az a jo feltétel, ha ezek mindegyikét elvarjuk, és
héaromnal tobb esemény esetén is hasonloképp kell eljarni:

1.2.3. Definici6. Legyenek Aq,..., A, egy valosziniiségi mez6 eseményei. Azt mondjuk,
hogy Ay, ..., A, (egyittesen) fiiggetlenek, ha minden ) 4 I C {1,...,n} indexhalmaz esetén

(1.9) P (ﬂ Ai) =[P

i€l el

teljestil, vagyis ha tetsz6legesen kivéalasztunk belsliik néhany (de legaldbb egy) eseményt
(azaz ezek indexeinek [ halmazat), a kivalasztott események metszetének a valoszintisége
ezen események valoszintiségének szorzata.

Megjegyezziik, hogy a fenti definicioban (a tomorség kedvéért) megengediink egy elemt
I indexhalmazokat is, ekkor az egy elemd metszet definici6 szerint magét a halmazt jelenti,
mig az egy elemi szorzat értéke egyszertien az a szam, amit a produktum jel utan irunk
(ez esetben a kivalasztott esemény valoszintisége). Az egy elemi indexhalmazokra a fenti
egyenlGség nyilvanvaléan igaz barmely n eseményre, és igy nem ad hozza semmit a definicio
tartalmahoz, ezen esetek megengedése pusztan a megfogalmazast egyszertisiti. Kizarjuk vi-
szont az lires indexhalmaz esetét (habér voltaképp némi tovabbi diszkusszi6 aran akar ezt is
megengedhetnénk).

Az 1.2.2 allitas konnyedén altalanosithato az egyiittes fiiggetlenség esetére a kdvetkezs-
képp. Ha az A, ..., A, események egyiittesen fiiggetlenek, akkor ezek koziil néhanynak a
komplementerét véve (a tobbit valtozatlanul hagyva) az igy kapott n esemény szintén egytit-
tesen fliggetlen. Ennek igazoldsa nem tartalmaz lényeges j gondolatot az 1.2.2 allitas bizo-
nyitasahoz képest, a felléps nehézségek pusztéan technikaiak, igy ezt a gondolatmenetet nem
részletezziik.

A szakaszt egy példaval zarzjuk. Altalaban faradsagos munka lehet belatni események
egyiittes fliggetlenségét, hiszen ehhez szamos egyenlet teljesiilését ellenérizni kell. A problé-
méak azonban altalaban itt is csak technikai jellegiiek, az egyiittes fiiggetlenség pedig sokszor
szemléletesen nyilvanvalo. Eppen ezért a kivetkezd példat leszamitva ennek részletezésével
altalaban nem foglalkozunk.
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1.2.5. Példa. Tegyiik fel, hogy 10-szer dobunk egy szabalyos érmével, legyen F; az az ese-
mény, hogy az i-edik dobés fej. Megmutatjuk, hogy az Fi, F», ..., Fiy események egyiittesen
fliggetlenek. ElGszor is, a 10 hosszu F' — I sorozatok szama, azaz az () eseménytér elemsza-
ma 20, Tovabb4, az F; események elemszédma 2°, hiszen ezek olyan kimenetelekbél allnak,
amelyeknél az i-edik dobas eredménye rogzitett (fej), a tobbi 9 dobas eredményére viszont
egymastol fiiggetleniil mindig 2 lehetséges valasztasunk van, ez tehat osszesen 2° lehetdség.
Vagyis

| 20 1

Q] 210 2

P(F,) =

minden 1 <4 < 10 esetén.
Rogzitsiink most az Fi, ..., Fig események koziil néhanyat, jeldlje ezek indexeinek halma-
zat I. Be kell latnunk az (1.9) egyenlet teljesiilését A jobb oldalon all6 szorzat

[12) = 5

el

azaz a kivalasztott események szamanak megfelel§ hatvanyra kell emelni az események (azo-
nos) valoszintiségét. Hatarozzuk meg most az (1.9) bal oldalan allo metszet elemszamat.
Ezt olyan kimenetelek (10 hosszu fej-iras sorozatok) alkotjak, melyekben |I| darab rogzitett
helyen fej all. A maradék 10 — |I| helyen egymaéstol fiiggetleniil egyenként kétféle elem allhat,
osszesen tehat 219Vl ilyen kimenetel van. Azaz

‘mz F‘ 910—|1|
(QF> ‘€QI| 210 2|I| HP
1€

el

tehat (1.9) teljesiil egy tetszéleges O # I C {1,...,10} indexhalmaz esetén, és igy az
Fi, ..., Fiy események egyiittesen fliggetlenek.

Gyakorlatok, feladatok

1.2.4. Gyakorlat. Szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy két kockaval dobva mindkét
érték péaros, feltéve, hogy Osszegiik legalabb tiz.

1.2.5. Gyakorlat. Két szabalyos kockaval dobunk. Tekintsiik a kovetkezé eseményeket:

A = {a dobott szamok sszege paros},
B = {a dobott szamok kiilonbségének abszolut értéke legalabb harom},
C' = {a dobott szamok szorzata legfeljebb 4}.
Allapitsuk meg, hogy fiiggetlenek-c az A és B illetve az A és C eseményparok. Mennyi
P(A | B) és P(A | C) értéke?
1.2.6. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy az A, B és C egyiittesen fiiggetlen események valo-
szintségei P(A) = 0,3, P(B) = 0,4, és P(C) = 0,8. Szamoljuk ki a kovetkezs események
valoszintségeit:
a) mindharom fenti esemény bekévetkezik,
b) legalabb az egyik esemény bekovetkezik,
c) egyik esemény sem kovetkezik be.

1.2.7. Feladat. Tegyiik fel, hogy az A és a B események koziil legalabb az egyik mindig
bekévetkezik. Ha P(A | B) = 0,2 ¢s P(B | A) = 0,5, akkor mennyi P(A), P(B) illetve
P(A | B)? Fiiggetlen-e A és B?
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1.2.2. A feltételes valbészintiség alkalmazasai

Szémos esetben el6fordul, hogy a rendelkezésre allo informaciok egy valoszintiségi mo-
dellben feltételes valoszintiségként interpretalhatok, ezért érdemes megvizsgalni, hogy ezek
segitségével hogyan szamolhatok ki mas események valoszintiségei. Ugyancsak gyakori hely-
zet, hogy egyes események valoszintiségének kiszamolésa bizonyos feltételek mellett 1ényegesen
leegyszertisodik, ilyenkor érdemes a szamolast alesetekre bonatni. Az aldbbiakban ezeket a
szituaciokat vizsgaljuk meg kozelebbrdl, és bemutatunk harom példat a feltételes valosziniiség
alkalmazéasara.

A szorzasi szabaly

Egy urnaban 5 piros és 5 fehér goly6 van. Két golyot hiizva az urnéabol visszatevés nélkiil,
mi a valdszintsége, hogy elsére piros, masodikra pedig fehér golyot htizunk? Természetesen
egyszerd megszamolni a jo hizasokat, ezekbdl éppen 5 -5 = 25 van, hiszen ennyiféleképp
alkothatunk olyan rendezett parokat, ahol az elsé golyd a pirosak koziil keriil ki, a masodik
pedig a fehérek koziil. Osszesen 10 - 9 = 90 kiilonboz6 lehetségiink van a huzasra, tehat a
keresett valoszintiség 20 = 2.

Ugyanerre az eredményre mas gondolatmenet is elvezet minket. Piros-fehér huzashoz
elGszor természetesen pirosat kell hiiznunk, ennek a valoszintisége 1%. Ha viszont elsére pirosat
htizunk, akkor az urnaban 9 golyé marad, amibdél 5 darab fehér. Tehét ezen feltétel mellett
g V@lészinﬁséggel htizunk fehéret masodorra, azaz a valoszintiség % . g = 1%.

Irjuk le a fenti példat formalisan. Legyen P; az az esemény, hogy els6re pirosat huzunk,
F, pedig az, hogy mésodszorra fehéret. A kérdéses valoszintiség ekkor a P; N F, esemény
valoszintsége, és a masodik szamolasunkat a P(P, N Fy) = P(P)P(F;, | P1) egyenlet irja le.

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet valojaban a feltételes valoszintiség
P(BNA)
P(A)

definici6janak atrendezése az A = P, és B = F, eseményekre, vagyis a

P(AN B) = P(A)P(B | A)

P(B | A) =

formula altalaban is érvényes, amennyiben a feltételes valoszintiség definialt (azaz P(A) > 0).
Ezt az Osszefliggést szorzdsi szabdlynak nevezziik.

A fenti példankban tulajdonképpen ennek a szabalynak az alkalmazasa nem volt létfontos-
sagu, hiszen mas érveléssel is egyszertien kijott az eredmény. Vannak viszont olyan szituéciok,
amikor egyes események bekovetkezése lényegesen megvaltoztatja a koriilményeket, és igy a
felételes valoszintiséggel valo szamolas joval kényelmesebbé valik.

Valtoztassunk most egy kicsit a fenti példan. Tegyiik fel, hogy az urnanban 5 piros és 5
fehér goly6 van, és kétszer huzunk. Azonban az els6 hizéas utdn a hizott golyot visszatessziik
az urnaba, és betesziink még egy, a hizott golyd szinével megegyezs szintd golyot. Mi a
valoszintisége most, hogy elsére pirosat, masodszorra pedig fehéret hiizunk?

Mivel ebben az esetben az els§ huzas szine szerint méashogy alakulnak a koriilmények a
masodik hizasnal, ezért ezuttal a szorzasi szabaly alkalmazasa a célravezetd t, hiszen azt
konnyen ki tudjuk szamolni, hogy milyen valoszintiséggel huzunk fehéret, ha els6re pirosat
haztunk. Ekkor ugyanis 11 goly6 lesz az urnaban, melybdl 5 fehér, igy (a fenti jeldléseket

megtartva) P(F | Py) = &, azaz

5 5 5
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A szituacié tovabb bonyolodik, ha tébb eseményiink is van, melyek koziil egyesek beko-
vetkezése befolyédsolja néhany masik bekovekezési esélyeit. Ha az események egyiittes be-
kovetkezésének esélyét (azaz a meteszetiik valoszintiségét) szerenénk meghatarozni, akkor a
kovetkez6 formulat hasznanlhatjuk:

1.2.3. Allitas (Szorzési szabaly). Legyenek Ay, ..., A, egqy valdsziniségi mezd eseményei,
ekkor

(1.10) PAN---NA,) =P(A)P(Ay | A))P(A3 | AiNAy)---P(A, | A1N ... NA, )
érvényes, amennyiben a fenti feltételes valosziniségek definidltak.

A fenti allitdis n = 2 esetén éppen a méar korabban latott formulat adja. Az allitas
bizonyitasa konnyen adodik a feltételes valoszintiségek definicivjanak behelyettesitétsével.
Ezt most az n = 3 esetben részletezziik (de altaldban sem nehezebb):

P(A; N A;) P(A3N (AN Ay))

P(AVP(A; | AP(As | i1 Ay) = P(A)- = ot =g Tonl = P(AiN 4,0 Ay)

a metszet kommutativitdsa és asszociativitasa miatt.

Vegyiik észre, hogy ha az Ay, ... A, események (egyiittesen) fiiggetlenek volnanak, akkor
az (1.10) egyenldség jobb oldalan a feltételeket elhagyhatnank, és igy éppen a fiiggetlenség
egyik definialo formuldjat kapnank. Az &altalanos eset kezelése azonban éppen az (1.10)
formula segitségével torténik.

1.2.6. Példa. Modositsuk most ismét egy kicsit a fenti példankat. Tegyiik fel, hogy egy
urnaban 5 piros és 5 fehér golyd van, és 3 golyot hiizunk egymas utan. Az elsé két huzas utan
azonban visszatessziik a hizott golyot, tovabba még egy, a hitizott golyd szinével megegyezs
szind golyot is. Mi a valdszintisége, hogy harom piros golyét hiizunk?

Legyenek Py, P ill. P3 azok az események, hogy elsére, masodikra ill. hamradikra piros
golyot hiztunk. A kérdés tehat a P N P, N Py esemény valoszintisége. A szorzasi szabaly
szerint

P(lepgﬂpg):P(Plﬂp(PQ|P1)]P(P3‘P1mp2)

Elgszor 10 golyobdl 5 darab piros van az urnaban, tehat P(P;) = %. Ha elsére pirosat
huztunk, akkor a masodik htzasnél 11 goly6 lesz az urnaban, amelyekbdl 6 lesz piros. Tehéat
ebben az esetben 1% eséllyel hizunk pirosat masodszorra, ez tehat a P(P, | Py) valoszintség.
Végiil ha az els6 két huizasunk piros (azaz a Py N P, esemény bekovetkezik), akkor az urnaban
immar 12 golyo6 lesz a harmadik huzéas el6tt, koziiliik pedig 7 lesz piros. Tehat P(Ps | PiNP) =
%, vagyis a keresett valoszintiség

5 6 7 7
P(PANPNP)=— — —

1.2.8. Gyakorlat. Egy matematikusnak 10 par kiilonb6z6 szind zoknija van. Harom egy-
mas utani napon is késve indul el otthonrél, ami azt jelenti, hogy véletlenszertien valaszt
a (parositatlan) zoknik koziil. Mi a valoszintsége, hogy mindharom napon sikeriil azonos
szint zoknikat vennie, feltéve, hogy mindig tisztat vesz fel, és a harom nap alatt nem volt
zoknimosas?
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A teljes valoszintiiség tétele

Tekintsiik ismét az el6z8 szakasz példaiban latott szituaciot. Kétszer huzunk egy urnabol,
amelyben 5 piros és 5 fehér goly6 van, tovabba az els§ huzas utan a kihizott golyoval egyiitt
visszarakunk még egy ugyanolyan szint golyot. Mi a valdszintsége, hogy méasodszorra piros
golyot hiazunk?

Itt abba a nehézségbe iitkoziink, hogy masodik huzasnal az esélyek fiiggnek az els§ hizas
eredményétsl, ami viszont az el6z6 szakasszal ellentéteben nem ismert. Az elsé hiizas eredmé-
nyét is fixalva persze mar konnyebb dolgunk van. Kordbban kiszamoltuk ezt a valoszintiséget
akkor, ha az els6 htizas eredménye is piros, és hasonloképp szémolhato a valésziniiség a masik
esetben. Osszesen tehat két kiilonbozé esetet kiilonboztethetiink meg.

Hogyan kaphatjuk meg a kérdéses valoszintiséget e két esetbsl? Vegyiik észre, hogy a
két esetlinket egymaést kizaré események hatarozzédk meg: az els6 huzas vagy piros, vagy
fehér, de egyszerre csak az egyik teljesiilhet. Az is igaz viszont, hogy valamelyik mindenképp
teljesiil. Ha tehat P; jeloli azt, hogy az i-edik hiizas piros, F; pedig azt, hogy fehér, akkor
F) vagy P, legalabb egyike mindig bekovetkezik, de egyszerre csak az egyik kovetkezhet be.
Kovetkezésképp P, bekovetkezése a Py N P, vagy az Fy N P, események bekovetkezését jelenti:

P,= (PN P)U(FLNB).

Itt persze ismét két egymést kizard esemény unidja szerepel, igy valoszintségi mérték tulaj-
donsagai ill. az el6z6 szakasz eredményei alapjan

P(Py) =P(P, N P) + P(F, N P,)
6

=P(B, | P)P(P) +P(B | F)P(F) = —

1+5 1 1
11 2 11 2 2

A példaban latott gondolatmenetet most altalanositani fogjuk. A fenti megoldas kul-
csa az volt, hogy esetszétvdlasztdssal visszavezettiik konnyebben kezelhets problémakra. Az
esetszétvalasztasnal olyan eseteket tekintettiink, amelyek egyike biztosan bekovetkezik, de
kozilik egyszerre csak egy kovetkezhet be, ez pedig lehetévé tette a kérdéses valosziniiség

Osszegekre valo bontasat. Az ilyen esetszétvalasztast eredményezd eseményeknek kiilon nevet
adunk:

1.2.4. Definicid. Legyenek Ay,..., A, C Q egy eseménytér paronként egymaéast kizérd ese-
ményei, melyekre ) = A;U---UA, teljesiil. Ekkor az Ay, ..., A, eseményekbdl all6 rendszert
teljes eseményrendszernek nevezziik.

A teljes eseményrendszer tehat nem mas, mint az () eseménytér egy paronként diszjunkt
eseményekre valo felbontasa. Egy ilyen teljes eseményrendszer szerinti esetszétvalasztéas le-
het6vé teszi a fenti gonolatmenet végigvitelét, amely a kovetkezs eredményt adja:

1.2.4. Tétel. (A teljes valdsziniség tétele) Leqyenek Ay, ..., A, és B eqy valdsziniségi mezd
eseményei. Teqyik fel, Ay, ..., A, teljes eseményrendszert alkot, és P(A;) > 0 teljesiil minden
1 <3 <n esetén. Ekkor

P(B) = P(B | A\)P(A)) + -+ P(B | A,)P(A,).

Bizonyitds. Mivel egy teljes esményrendszer eseményei paronként egymast kizaroak, igy a
BNAy,...,BNA, események is szlikségképp azok, hiszen koziiliik barmely ketts kiillonb6z6
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esemény egy kozos eleme egyben két kiilonbézs A; és A; eseménynek is eleme volna, ami
lehetetlen.

Tovabba, mivel {2 minden egyes eleme benne van valamelyik A; eseményben, igy B Osszes
eleme egyben valamelyik B N A; eseménynek is eleme, azaz

B=(BNA)U...U(BNA)

a B esemény egy paronként diszjunkt eseményekre valo felbontasat adja. Ekkor a valoszint-
ségi mérték addtitivitasa miatt

P(B) =P(BNA;)+---+P(BNA,).

Végiil a szorzasi szabéaly miatt P(BN A;) = P(B | A;)P(4;) teljesiil minden 1 < i < n esetén,
ezt a fenti egyenlGség jobb oldalan minden tagnal behelyettesitve adodik az allités. O

1.7. &bra. B=(BNA;)U---U(BNA,)

1.2.7. Példa. Tegyiik fel, hogy egy virusfert6zés kimutatasara készitett teszt 95% valoszi-
niiséggel mutatja ki a fertézottséget egy beteg tesztalany esetén. Azonban a teszt idénként
fals pozitiv eredményt is produkal, azaz nem fertézott személyeket tesztelve 0,1% valoszini-
séggel szintén pozitiv eredményt kapunk. Ha tudjuk, hogy a lakossagnak 0,01%-a fert6zott,
akkor véletlenszertien kivalasztva és letesztelve valakit mi a valoszintisége, hogy pozitiv lesz
az eredmény?

Az a két esemény, hogy a véletlenszertien vélasztott tesztalany fert6zott vagy sem, egy
teljes eseményrendszert alkot, hiszen egyszerre csak az egyik allapot allhat fent, de valame-
lyik biztosan fennall. Jelolje F azt, hogy a tesztalany fert6zott, ekkor F az az esemény, hogy
az alany egészséges. Alkalmazhato tehéat a teljes valoszintiség tétele az F és F teljes ese-
ményrendszerre és arra eseményre, hogy a teszt ereménye pozitiv. Jelolje ez utobbi eseményt
POZ, ekkor a tétel szerint

P(POZ) =P(POZ | F)P(F)+P(POZ | F)P(F).

A fenti egyenlGség most azért elényds szamunkra, mert éppen a jobb oldalon all6 allnak
rendelkezésiinkre: egy peteg péciens esetén 0,95% eredménnyel mutatja ki a fertGzést a teszt,
azaz P(POZ | F) = 095. Hasonloképpen tudjuk, hogy P(POZ | F) = 0,001. Mivel tovab-
ba a lakossag 0,01%-a fer6zott, igy egy véletlenszertien valasztott személy fertézottségének
valosziniisége P(F) = 0,0001, és igy kovetkezésképp P(F) = 1 — P(F) = 0,9999. Tehat
behelyetesitve

P(POZ) = 0,95-0,0001 + 0,001 - 0,9999 = 0,0010949.
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1.2.9. Feladat. Az eddig rendelkezésiinkre allo eszkoztar segitségével elemezziik a jegyzet
bevezetdjében bemutatott Monty Hall-paradoxont. Melyik stratégiaval mennyi esélyilink van
a nyerésre?

A Bayes-tétel

Az 1.2.7. példa gondolatmenetét folytatva probaljuk meg megitélni, hogy a példaban
latott teszt mennyire j6. A megadott adatok azt sugalljak, hogy a teszt hatékony, hiszen nagy
eséllyel kimutatja a betegséget egy fert6zott személynél, és csak nagyon kis valoszintiséggel
itél betegnek egy egészséges embert.

Kozelitsiik meg egy kicsit mashogy ezt a kérdést. Tegyiik fel, hogy egy véletlenszertien
valasztott személyen elvégzett teszt pozitiv eredményt adott. Mennyire lehetiink bizonyosak
abban, hogy az illets valoban beteg? Az 1.2.7. példa jeloléseit hasznélva tehat a P(F | POZ)
feltételes valoszintségre vagyunk kivancsiak. Vegyiik észre, hogy a rendelkezésiinkre allo
P(F | POZ) feltételes valoszintségben éppen fel van cserélve a fenti két esemény. Szeren-
csére egy egyszerd Osszefliggés alapjan az egyikbdl megkaphatd a masik, éppen ezt irja le a
kovetkezs allitas:

1.2.5. Tétel ((Egyszerti) Bayes-tétel). Legyenek A és B egy valdsziniiségi mezd pozitiv va-
l0sziniségi eseményei. Ekkor

p(4 | B) = DB AP EL (AB))P (4)

Bizonyitds. Az allitas egyszertien adodik a feltételes valoszintiség definicidja alapjan:

P(B| APA) s P(A)  PANB)
D R

]

A tétel alapjan ill. az el6z6 szakasz eredményeit felhasznalva most mar megvélaszolhatjuk,
hogy a fenti példankban egy pozitiv teszt esetén mennyire lehetiink biztosak abban, hogy a
tesztelt személy fertézott:

P(POZ | F)P(F) 0,95 -0,0001
P(POZ) ~0,0010949

P(F | POZ) = ~ 0,0868.

Vagy ugy is fogalmazhatunk, hogy egy pozitiv teszt ellenére még mindig 91,32% valoszintiség-
gel egészséges a tesztelt alany. Mindezek alapjan talan mar nem is tiinik annyira hatékonynak
a tesztiink.

Fontos leszogezni, hogy a fenti példaban kapott eredmény akkor érvényes, ha valoban
véletlenszertien vélasztottuk a személyt, akin a tesztet elvégezziik. Nyilvan egyéb informéacio
birtokaban (példaul ha a tesztelt személynek a virusfert&zésre jellemzé tiinetei vannak) annak
figyelembe vételével ez a valosziniiség jelentGsen modosulhat.

A fenti eredmény egyszeriien adodott a Bayes-tételbsl, de a munka egy részét voltaképpen
mar az el6z6 fejezetben elvégeztiik, amikor a P(POZ) valoszintség kiszamitasahoz a teljes
valoszintiség tételét hasznaltuk. Ezt a két 1épést gyakran nem valasztjuk szét, éppen ezért
megfogalmazzuk a Bayes-tételnek a teljes valoszintiség tételével kombinalt altaldnos alakjat
is:
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1.2.6. Tétel (Bayes-tétel). Legyenek A, ..., A, és B egqy valdsziniségi mezd pozitiv va-
loszintiségi eseményei. Teqyiik fel, hogy az Ai,..., A, események teljes eseményrendszert
alkotnak, ekkor
P(B | A)P(A
2 i P(B | Ai)P(4))

Bizonyitds. Alkalmazzuk a P(A; | B) feltételes valoszintiségre az egyszert Bayes-tételt, majd
a levezében a P(B) valoszintiségre a teljes valoszintiség tételét. [

A Bayes-tétel utobbi alakja jobban megvilagitja az okokat a fenti példank némileg meglepd
eredménye mogott. Alkalmazzuk tehat a fenti formulat a P(F | POZ) valoszintségre, ahol a
korédbban a nevezében 1évé P(POZ) valoszintiséget 6sszeg alakban irjuk fel:

_ P(POZ| F)P(F) P(POZ | F)P(F)
P POZ) = P(POZ) - P(POZ | F)P(F)+P(POZ | F)P(F)
0,95 - 0,0001 0,000095

~ 0,95-0,0001 + 0,001 - 0,9999 _ 0,000095 + 0,0009999°

Az utébbi tort szamlalojaban a nevezében 1év6 Osszeg egyik tagja all, mégpedig a kisebbik,
ami valojabban joval kisebb a masiknal, ezért lesz a tort értéke kicsi. Ezt a jelenséget pedig
harom tényezd egylittesen okozza. Egyrészt nagyon kevés a populacioban a fert6zott, kovetke-
zésképp nagyon magas az nem fertézott emberek aranya. Ilyen aranyok mellett a fals pozitiv
0, 1%-os valoszintisége igazandibol nem elég jo, mert még igy is viszonylag nagy eséllyel ado-
dik ilyen hamis eredmény. Tovabba, hiaba mutatja ki a teszt a betegséget a fertézotteknél
95% valoszintiségével, ez nem elegendd ahhoz, hogy a fenti tényezdket ellensulyozza.

Gyakorlatok, feladatok

1.2.10. Gyakorlat. Feldobunk egy szabalyos kockat, majd egy szabélyos érmét annyiszor,
amennyit a kocka mutat.

a) Mennyi a valoszintisége, hogy csak irast dobunk?
b) Feltéve, hogy csak irast dobunk, mi a valoszintisége, hogy a kockaval hatost dobtunk?

1.2.11. Gyakorlat. Egy gépjarmtiveket biztosité tarsasag az iigyfeleit harom osztalyba so-
rolja: jo sofér, atlagos sofér, rossz sofér. A tarsasag tapasztalata alapjan a jo, atlagos és
rossz sof6rok 0,05, 0,15, illetve 0,3 eséllyel lesznek baleset részesei egy év alatt. Hogyha az
tigyfelek 20%-a jo sof6r, 50%-a atlagos sofér és 30%-a rossz sofér, akkor egy véletlenszertien
valasztott ligyfél milyen eséllyel lesz baleset részese a jovs év folyaman? Ha tudjuk, hogy
egy adott igyfélnek nem volt tavaly balesete, milyen valoszinuséggel jo, atlagos illetve rossz
sofér?

1.2.12. Gyakorlat. Egy vizsgakérdésben harom lehetséges valaszbol kell kivalasztani az
egyetlen helyeset. Egy hipotetikus hallgato p valoszintiséggel tudja a helyes valaszt, mig ha
nem tudja tippel (egyenld eséllyel valasztva a harom vélasz koziil). Feltéve, hogy a hallgato
helyesen valaszolt, mi a valdszintisége, hogy tudta is a valaszt? Mennyi ez a valosziniiség
p= % esetén?
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2. fejezet

Diszkrét valoszintiségl valtozok

Az el6z6 fejezetben felépitettiik a valoszintiségi mezdk modelljét, ezek azonban céljainkhoz
még onmagukban nem elegenddék. A valoszintségszamitas alkalmazasaiban tipikusan véletlen
mennyiségekkel dolgozunk. Voltaképp egy kockadobés eredményére is szamként gondolunk,
de a gyakorlati alkalmazasokban szamtalan tovabbi példéara lelhetiink. Véletlen mennyiség
lehet egy csoportbdl véletlenszertien valasztott ember életkora, egy termék tesztelésénél a
kivalasztott mintaban 1év6 hibas termékek darabszéma, egy részvény arfolyama, egy mérés
hibaja, egy csatornan val6 informéaciokiildésnél a hibasan tovabbitott bitek szama, stb.

Az eddigiek alapjan tekinthetnénk véletlen kimeneteleknek e szamértékeket, az esemény-
terlinket definialhatnank ezek 6sszességeként. Konnyen meggy6zhetjiik magunkat arrol, hogy
ez nem a legcélszertibb eljaras. Tekintsiik a fenti példak koziil egy véletlenszertien valasztott
ember életkorat. Bar ez egy véletlen érték, itt voltaképpen nem egy szamot valasztunk vélet-
lenszertien, hanem egy embercsoport egy tagjat. Az életkor a valasztott ember egy jellemzd-
je. Természetesen emellett mas jellemzdk is érdekelhetnek minket. Beszélhetiink a valasztott
ember cipédméretérsl, magassagarol, vizsgalhatjuk, hogy a ketts kozott van-e Osszefliggés.

Mivel a felsorolt attributumok egyazon személyhez tartoznak, nem célszertd ezeket egymas-
t0l teljesenen fiiggetleniil, kiilon-kiilon eseményterekben kezelni. Ehelyett a véletlenszertien
valasztott személyhez kapcsoljuk Sket, azaz voltaképpen egyetlen eseménytér elemeihez ren-
deliink hozza kiilonbo6z6 értékeket, tulajdonsagokat, melyeket aztan egyiitt kezelhetiink. Ezt
a célt in. wvaldsziniségi vdltozok segitségével valosithatjuk meg, melyek a fentiek értelmében
hozzarendelések, vagy méasképp szolva az eseménytéren értelmezett fliggvények.

Q C—— —= életkor
C—— —— magassig
|:> cip6méret

2.1. dbra. A valoszintiségi valtozok az eseménytér kimeneteleihez kiilonb6z§ jellemzd értékeket
hozzéarendel§ fliggvények
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Ez és a kovetkez6 fejezet a valoszintiségi valtozok és a hozzajuk kapcsolodod legfontosabb
fogalmak alapvets tulajdonsagait ill. ezek néhany egyszert alkamazasat targyalja. Ebben a
fejezetben kizéarolag olyan esetekre szoritkozunk, amikor az eseménytér és igy a valoszintiségi
valtozok értékkészlete is véges vagy megszamlalhatéan végtelen. Ahogy mér korabban is, ez
a feltétel a technikai problémak elkeriilésének és az alkalmazott eszkoztar minimalizidlasanak
lehetGségét teremti meg szamunkra, hogy a megfelel6 szemlélet kialakitasédra koncentralhas-
sunk. Az alapfogalmak bemutatasa utan azt targyaljuk, hogy hogyan kezelhetiink egyszerre
tobb valtozot, végiil pedig a varhato érték és a szords fogalmat mutatjuk be.

2.1. Diszkrét valoszintiségi valtozok eloszlasa

Az egész fejezetben minden eseménytérrdl feltessziik, hogy megszamlalhato (véges vagy
megszamlalhatoan végtelen). Tovabba, az els6 fejezetben latottakhoz hasonloan feltessziik,
hogy egy eseménytér 6sszes részhalmaza eseményt alkot.

2.1.1. Definici6. Legyen () egy megszamlalhaté eseménytér, ekkor egy X : €2 — R fiiggvényt
diszkrét valosziniségi vdltozonak neveziink. Az X valoszintségi valtozo egyszeri, ha ran X
(azaz az X értékkészlete) véges. A valoszintségi valtozokat (ebben a jegyzetben) tipikusan
nagy latin betiikkel jel6ljiik.

Megjegyzés. Az ) eseménytér megszamlalhato volta valojaban nem sziikséges a diszkrét
valoszintiségi valtozo definicidjaban, elegendd volna pusztan azt feltenni, hogy az értékkészlet
megszamlalhato. A plusz feltételezéssel itt az egyszertiség kedvéért éliink, az altalanosabb
definiciohoz sziikséges technikai részletekkel a kdvetkezs fejezetben foglalkozunk majd.

2.1.1. Példa. Az alabbiak diszkrét valdszintiségi valtozok:

e Egy szabalyos kockaval dobunk, legyen X maga az eredmény. Itt 2 = {1,2,3,4,5,6},
¢s minden w € 2 esetén X (w) = w.

e Legyen Y = X2, ahol X a fent definidlt valoszintiségi valtozo. Ekkor tehat Y egy
kockadobas eredményének a négyzete.

e Feldobunk egy szabalyos pénzérmét kétszer egymaés utan, legyen Z a fejek szama. Tehét
Q={FF,FI,IF 11}, tovabba Z(FF) =2, Z(FI) = Z(IF) = 1, valamint Z(I/I) = 0.

o Legyen A C () egy esemény, legyen tovabba

1, hawe A,
L‘(“)_{ 0, haw ¢ A.

Az 1 4 valoszintiségi valtozot az A esemény indikdtorvdltozojdnak nevezziik.

e Egymastol fliggetlentil elvégziink egy kisérletet n-szer egymas utan. Legyen U egy
adott (fix) esemény bekovetkezéseinek szama. Példaul: n-szer dobunk egy érmével, és
megszamoljuk, hogy hanyszor kivetkezett be az az esemény, hogy fejet kapunk. Vagy
n-szer dobunk egy kockaval, és megszamoljuk, hogy hanyszor dubtunk péaros szamot.
Ez tehét a fenti Z valtozo altalanositésa.

e Addig végziink egymés utan tobbszor fiiggetleniil egy kisérletet, amig egy adott esemény
be nem kovetkezik. Legyen V' a sziikséges kisérletek szama.
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Vegyiik észre, hogy a fent definiadlt X, Y, Z, U és 14 valoszintségi valtozok egyszeriiek
(azaz az értékkészletiik véges), mig ran V' = NT a pozitiv egészek halmaza.

A valoszintiségi valtozok viselkedését az altaluk felvett értékek segitségével jellemezhetjiik.
Beszélhetiink példaul arrol, hogy milyen valoszintiséggel lesz egy dobas értéke 3-nal nagyobb,
vagy hogy egy iizenet kiildésénél mi a valésziniisége, hogy legfeljebb 10 bit hibasodik meg.

Ezt a problémat egységesen fogjuk kezelni minden diszkrét valoszintiségi valtozora. Ebben
az esetben a fentiekhez hasonlo kérdések megvalaszolasdhoz elegendd tudni, hogy a lehetsé-
ges értékeket kiilon-kiilon milyen valoszintiséggel veszi fel egy véaltoz6. Ehhez nagyon hasonlo
jelenséggel mar talalkoztunk az 1.1.2. allitasban, ahol azt lattuk, hogy egy megszamlalhato
eseménytéren egy valoszintiségi mértéket egyértelmtien meghataroz az, hogy az egyes kime-
netelek milyen valoszintiek.

2.1.2. Definici6é. Legyen X : QQ — R egy diszkrét valoszintségi valtozo, ¢ € R, ekkor az
{X =t} halmaz az Q eseménytér mindazon w elemeibdl allo6 részhalmaza (vagyis azon w-k
alkotta esemény), melyekre X (w) =t teljestil.

A4

2.2. abra. Az {X =t} esemény

2.1.2. Példa. Kétszer dobunk egy szabalyos érmével, legyen Z a fejek szama. Ekkor
{Z =1} ={FI,IF}.

2.1.3. Definicié. A fenti definicibhoz hasonléan, egy X : €2 — R diszkrét valoszintségi
valtozo és egy t € R valos szam esetén az {X < t} esemény azon w € ) kimenetelekbdl all,
melyekre X (w) <t teljestil. Analég modon definidlhatjuk az {X < t}, {X > t}, {X > t},
{s < X <}, sth. eseményeket is. Altalaban, ha H C R egy tetszdleges halmaz, akkor a H
halmaz X altali dsképe az X '(H) = {X € H} halmaz, amely azon w € Q) kimenetelekbdl
all, melyekre X (w) € H teljesiil.

2.1.3. Példa. Kétszer dobunk egy szabalyos érmével, legyen ismét Z a fejek szama. Ekkor
{Z<2}={Z=0}u{Z=1}={I1,FI,IF}.

Amennyiben (2-n egy valoszintiségi mérték is adott, akkor egy X : Q — R diszkrét valoszi-
niiségi valtozo egy valoszintiségi mezén van értelmezve. Ekkor, mivel a fenti definnicikban
definialt halmazok események, beszélhetiink példaul a P(X = 1) := P{X = 1}) vagy a
P(X < 2) := P({X < 2}) valoszintiségekrsl. Ezekben az esetekben a jelolés egyszertsitése
érdekében a halmazokat jel6ls kapcsos zarojeleket altalaban elhagyjuk (tehat példaul a fenti
két valoszintiségnek tipikusan az els§ irasmodjat hasznaljuk).
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Mivel X értéke egy adott w € Q-ra egyértelmien definidlt, igy s,t € R, s # t esetén az
{X = s} és {X =t} események egymast kizaroak, ezért tehat

P(X =svagy X =t) =P(X € {s,t}) =P(X =3) + P(X =1)

teljesiil. Ebb6l mar latszik, hogy az X értékeinek segitségével jellemezhets események valoszi-
niiségeinek meghatéarozaséihoz elegends a P(X = t) valoszintiségeket ismerni, ahol t végigfut
az X értékkészletén. Altalaban egy tetszoleges H C R halmazra

(2.1) P(XeH)= Y PX=t)

teH Nran X

teljestl.

2.1.4. Példa. Legyen X egy kockadobés eredménye. Ekkor

tovabba pl.

P(parosat dobunk) = P(X = 2 vagy X = 4 vagy X = 6)
3 1
:IP’(X:2)+IP’(X:4)+IP’(X:6):6:5
2.1.4. Definicié. Ha X : Q@ — R egy valoszintiségi valtozo, akkor minden ¢ € ran X értékre
legyen fx(t) := P(X = t). Az igy kapott fx : ran X — [0;1] fliggvényt az X valtozo
sulyfiigguényének nevezzik.

A fentiek értelmében tehat egy X diszkrét valdszintiségi valtozo fx sulyfiiggvénye meg-
hatarozza az X értékeivel kifejezhets események valoszintiségét, és ezzel a jelolésmoddal egy
tetszbleges H C R halmaz esetén a (2.1) formula a

P(XeH) = >  [fx(t)

teH Nran X

alakba frhat6. Azt mondjuk, hogy az X silyfliggvénye meghatéirozza az X eloszldsdt. Fontos
megjegyezni, az fx fliggvény megadéasa természetesen magaban foglalja az X értékkészletének
megadasat is, tehat ehhez mind a felvehetd értékeket, mind azok felvételének valoszintiségeit
meg kell adnunk.

Késsbb (a kovetkezd fejezetben) majd latni fogjuk, hogy az X eloszlasét, vagyis az utobbi
fomula bal oldalan szereplé valdszintiségeket nem csak a sulyliggvény értékeibsl lehet egy-
értelmtien meghatarozni, tehat a silyfliggvény megadésa az eloszlas megadésénak egyik, de
nem az egyetlen modja.

Megjegyzés. A magyar nyelvi irodalomban rendkiviili sokszintiség uralkodik mind a sily-
fliggvény elnevezésének, mind a jelolések tekintetében. Az fx sulyfiiggvényt gyakran nevezik
valoszintségi tomegfiiggvénynek, valoszintiségi fliggvénynek, sét, valoszintiségeloszlasnak is.
Bar a valoszintiségi mértékek esetén is beszéltiink sulyfiiggvényekrdl, a valoszintiségi valtozok
esetén tovabbra is kdvetkezetesen a silyfiiggvény megnevezést fogjuk hasznélni. Ahol esetleg
a szovegkornyezetbdl nem egyértelmt, ott mindig kiemeljiik, hogy egy valtozo sulyfiiggvé-
nyérdl beszéliink-e, vagy pedig egy eseménytér kimenetelein értelmezett sulyfiiggvényrdl. Az
el6bbieket kovetkezetesen f, mig utobbiakat p bettivel fogjuk jelolni.
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2.1.5. Példa. Legyen Y egy kockadobas eredményének négyzete. Ekkor YV az 1, 4, 9, 16, 25
és 36 értékeket veheti fel, mindegyiket % valoszintséggel, tehat a silyfliggvénye:

1

(=P =1) =) fr{4) = f(9) = fr(16) = fv(25) = f(36) = <.

2.1.6. Példa. Legyen A egy esemény, melyre P(A) = p. Ekkor az A-hoz tartozo 1 4 indikator
valoszintiségi valtozo eloszlasa:

Jia(l) =B(Ly = 1) =P(A) =p, fy,(0)=P(La=0)=P(A)=1-P(4) = 1—p.

A binomialis eloszlas

2.1.7. Példa. Dobjunk fel egy kockat otszor egymés utan, és legyen X a dobott hatosok
szama. Mennyi az X véaltozo sulyfliggvényének értéke példaul a 2 helyen? Azaz: mennyi az
fx(2) = P(X = 2) valoszintiség? Minden dobéasnéal % a hatos valosziniisége, mig g eséllyel
maés lesz az eredmény. Egy olyan dobassorozat tehat, ahol pontosan kettd, elére fixalt dobas-
nal kapunk hatost, (%)2 . (%)3 valoszintiséggel adodik, hiszen az egyes dobasok fiiggetlenek
egymastol. A két hatosdobéas "helyét" (azaz a két dobas sorszamat) (g) = 10-féleképp va-
laszthatjuk ki, és igy a keresett valoszintiség 10 - (%)2 . (%)3 = % ~ 0,1608.

Ez utobbi gondolatmenet altalanosabban is elmondhatjuk. Tegyiik fel, hogy egymastol
fliggetleniil elvégziink egy kisérletet n-szer egymas utan. Legyen X egy fix p valoszintiségi ese-
mény bekovetkezéseinek a szdma eme kisérletek soran. Ekkor X értékkészlete a {0,1,...,n}
halmaz. Az {X = k} esemény azon lehetséges kisérletsorozatokbol all, melyeknél pontosan
k-szor kovetkezik be az vizsgalt esemény. Ez azt jelenti, hogy az a tobbi n — k esetben
nem kovetkezik be (vagyis ezeknél az esemény 1 — p valoszintiségii komplementere kovetkezik
be). Mivel a kisérleteket egymastol fiiggetleniil végezziik, igy egyetlen ilyen kisérletsoro-
zat valoszintisége az egyes kisérletekben adodé eredmények valdszintiségeinek szorzata, azaz
P —p)n .

Hény olyan kisérletsorozat van, ahol éppen k-szor kovetkezik be a vizsgélt esemény (éppen
k darab "sikeres kisérlet van")? A sikeres kisérletek sorszdmainak halmaza (Z)—féleképp
valaszthato (ez a valasztas pedig mar egyértelmten meghatarozza a (maradék) "sikertelen"
kisérleteket). Tehat az {X = k} eseményt (}) darab azonos p"(1 — p)"~* valésziniségd,
paronként egymast kizard esemény alkotja, ezért

(2.2 fx(k) = B(X = k) = (Z)p'fu )t

A fenti sulyfiiggvény egy nevezetes eloszlast ad meg:

2.1.5. Definici6. Az X diszkrét valoszintiségi valtozd binomidlis eloszldsi az n € NT és
p € [0;1] paraméterekkel, ha értékkészlete a {0, 1,...,n} halmaz, és az fx(k) sulyfiiggvény
értékét a (2.2) formula jobb oldalan szerepls kifejezés adja meg minden 0 < k < n egész
esetén. Jeloles: X ~ Bin(n;p).

A fenti utolsd példaban tehat X egy binomialis eloszlast valtozé volt. Bar sok esetben
ilyen valtozok kisérletsorozatok modelljeib6l adddnak, ez nem sziikségszertien van igy. Az el-
oszlas csak a kiilonboz6 értékek felvételének valdsziniségét irja le, hogy magat a valoszintségi
valtozot hogyan konstruéaljuk, arrél semmit nem mond.
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2.3. abra. A Bin(16, i) eloszlas sulyfiiggvényének értékei

A fenti &bra egy Bin(16; 1) eloszlasu valtozo stlyfiiggvényének értékét mutatja. Jol lat-
hato, hogy az egyes k értékekhez tartozo valoszintiségek egy darabig nének, majd egy ponttol
kezdve csokkend sorozatot alkotnak. A kovetkezd allitas mutatja, hogy ez egy tetszéleges bi-
nomialis eloszlasu valtozo esetén igy van, s6t, azt is konnyen meghatarozhatjuk, hogy melyik
értéket veszi fel a valtozd a legnagyobb valoszintiséggel. Az allitas bizonyitasa megtalalhato
pl. a [2] kényvben.

2.1.1. Allitas. Legyen X ~ Bin(n;p) egy binomidlis eloszldsi valdsziniségi viltozo. FEkkor
az fx(k) sulyfigguény monoton nové a [0; |(n + 1)p]] intervallum dltal tartalmazott egészek
halmazdn, mig monoton csékkend az [[(n+ 1)p];n| intervallumon. Kovetkezésképp a vdltozo
sulyfiggvénye azm = | (n+1)p| értékre maximadlis. Amennyiben (n+1)p eqy pozitiv egész (és
gy m = |[(n+1)p] = (n+ 1)p teljesiil), akkor fx(m) = fx(m —1), és a mazimum pontosan
ezen két értékre vétetik fel. Eqyéb esetben a maximumhely eqyértelmd.

A geometriai eloszlas

2.1.8. Példa. Addig ismétliink egymas utan tébbszor fliggetleniil egy kisérletet, amig egy
p valoszintiségl esemény be nem kovetkezik. Ilyen példak a kovetkezdk: addig dobalunk
egy érmét, amig fejet nem kapunk (ebben az esetben p = %), vagy addig dobalunk egy
kockat, amig hatost nem dobunk (itt p = %) Legyen X a sziikséges kisérletek szama. Ha
k egy pozitiv egész, akkor fx(k) = P(X = k) tehat annak a valoszintsége, hogy az elss
k — 1 kisérlet soran az vizsgalt esemény nem kovetkezik be (tehat az 1 — p valoszintségi
komplementere kovetkezik be), majd a k-adik kisérlet soran a vizsgalt esemény bekovetkezik.

Mivel a kisérletek egymastol fiiggetlenek, igy

(2.3) fx(k) = (1—p)*'p.

2.1.6. Definicié. Az X diszkrét valoszintségi valtozo geometriai eloszldsi p € (0;1) para-
méterrel, ha értékkészlete a pozitiv egészek halmaza, és (2.3) teljesiil minden k& € NT pozitiv
egész esetén. Jelolés: X ~ Geo(p).

Az 1.2.2. példéban és az 1.2.2. gyakorlatban lattuk, hogy egy pénzérmével egymés utan
néhéany fejet dobva ez nem befolyasolja annak az esélyeit, hogy a kdvetkezs dobasnal is fejet
(vagy irast) dobjunk. Bar mindezt a konkrét esetekben szamolassal is alatamasztottuk, a
jelenség mogottes oka az, hogy a dobédsok egymastol fliggetlenek, és igy a méar megtortént
események nem lesznek hatassal a soron koévetkezdkre.

Ugyanez az érvelés altalanosan is elmondhat6é a 2.1.8. példaban szerepld szituacioban,
tehat ha egymastol fiiggetleniil ismételiink egy kisérletet egy adott esemény bekovetkezéséig.
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Ha a kisérlet k-szor sikertelen volt, azaz ha tudjuk, hogy a példaban szereplé X véaltozo
értéke k-nal nagyobb, az nincs hatéssal arra, hogy ezutan még hanyszor kell azt elvégezni a
kovetkezs sikerig. Ezt irja le formélisan a kovetkezd allitas:

2.1.2. Allitas. Legyen X ~ Geo(p) valdszintségi vdltozd. Legyen tovdbbd k,n € N*t, ekkor
(2.4) PX>k+4+n|X>k) =PX >n).
A fenti allitdsban szerepld tulajdonsédgnak nevet is adunk:

2.1.7. Definici6. Az X valoszintiségi valtozot orokifjuinak nevezziik az NT halmazon, amennyi-
ben ran X = N, és az (2.4) tulajdonsag teljesiil X-re minden k,n € N esetén.

Ugy fogalmazhatunk tehét, hogy egy X geometriai eloszlast valoszintség valtozo orokifja
az NT halmazon. A fenti érvelés (még ha remélhetsleg meggy6z6 is) nem egy preciz indoklas,
igy az el6z6 allitas még bizonyitésra szorul.

Bizonyitds. Irjuk fel a feltételes valészintiség definicidja alapjan az (2.4) egyenl6ség bal olda-
14t:
P{X >k+n}n{X > k})

P(X >k+n|X>k) = e

Vizsgéljuk meg a jobb oldal szamlalojaban szerepls eseményt. Mivel n > 0, igy minden egyes
kimenetel esetén, amelyre X > k + n teljesil, k +n > k miatt egyben X > k is igaz. Azaz
{X >k+n} C{X >k}, ezért

{X>k+n}n{X >k} ={X >k+n}.
Igy tehat

CP(X>k+n) 1-PUX <k+n})  1-3M" (i)
(25) P(X >k+n|X>k)= BXsH) - T-BXSR oSk ()

Most egy olyan triikkot mutatunk be, ami nagyon gyakran sokat egyszertisit a szamola-
sokon. A fenti egyenléség jobb oldala mutatja, hogy a bal oldalon all6 feltételes valosziniiség
kizarolag az X eloszlasatol, vagyis az fx (k) stulyoktol fiigg. Tehat elegendd egy konkrét (de
tetszbleges), p paraméterid geometriai eloszlasi valoszintiségi valtozo esetén kiszamolni ezt az
értéket, az eredmény pedig az Gsszes azonos eloszlasi valtozo esetén érvényes lesz.

Tekintsiik a 2.1.8. példaban szereplg X valoszintiségi valtozot. Az X tehat a sziikséges
kisérletek szama egy olyan kisérletsorozatban, melyben egyméstol fiiggetleniil ismételjiik a
kisérleteket, és egy p valoszintiségii esemény els§ bekovetkezésére varunk. A példaban lattuk,
hogy X ~ Geo(p) teljestil.

Amint azt mar az allitas el6tt is emlitettiik, pontosan akkor végziink tébb, mint k& ki-
sérletet, ha az els6 k kisérlet sikertelen volt. Azaz P(X > k) = (1 — p)*, és hasonloképp
P(X >k +n) = (1 —p)kt", igy tehat

P(X>k+n|X>k):%

és ezzel az allitast belattuk. O

— (1—p)" = P(X >n),
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2.1.1. Feladat. (M) Lassuk be a fenti allitast a konkrét valoszintiségi valtozo hasznélata
nélkiil, azaz fejezziik be az érvelést a (2.5) egyenl&séghdl pusztan az fx (k) értékeket hasznalva.

A fenti allitasnak valojaban a megforditasa is igaz, tehat az orokifu eloszlasok az N7
halmazon pontosan a geometriai eloszlasok. Az alabbi tétel bizonyitasa megtalalhaté példaul
a [3] jegyzetben.

2.1.3. Tétel. Ha egy X wvaldsziniségi vadltozé orokifji az NT halmazon, akkor X ~ Geo(p)
teljesil valamilyen p € (0;1) szamra.

A sulyfiiggvény jellemzése

Tekintsilink egy tetszéleges X : Q — R diszkrét valoszintiségi valtozot. Vegyiik észre,
hogy ha t végigfut az X értékkészletén, akkor az {X = t} paronként diszjunkt események
uni6ja éppen a teljes ) eseménytér (hiszen minden egyes w € (-ra felveszi X valamelyik
t € ran X értéket). Azaz ezek az események teljes eseményrendszert alkotnak, specidlisan az
fx(t) = P(X = t) valoszintiségek Osszege, amint ¢ végigfut a ran X halmazon, sziikségképpen
az () biztos esemény valoszintisége, azaz 1. Belattuk tehat a kovetkezét:

2.1.4. Allitas. Ha X eqy diszkrét valdszintségi vdltozd, fx pedig a hozzd tartozé sulyfigg-
vény, akkor

(2.6) > fxt) =1

teran X

A fenti egyenl@ség egyszertien lathato példaul a 2.1.5. példaban vagy egy indikatorvaltozo
esetén, de persze igaz binomiélis vagy geometriai eloszlasu valtozokra is, és persze ez utobbi
esetekben is leellendrizhetd akar egy egyszeri szamoléssal is. Legyen X ~ Bin(n;p), ekkor

tehat . .
n n

> ix(k) =) <k)p’“(1 —p)" "

k=0 k=0
A jobb oldal a binomiéalis tétel (lasd az (1.2) fomulat a 19. oldalon) miatt nem més, mint
(p+1—p)" = 1" =1, tehat (2.6) valoban teljesiil. Egy Y ~ Geo(p) geometriai eloszlasi
valoszintiségi valtozo esetén a fenti egyenlGség egy geometriai sor 6sszegzésébdl adodik (innen
az eloszlas neve):

D) =30 -p) = (- p) = gy = L

k=1 k=1 1=0

A (2.6) egyenlGség valojaban pontosan karakterizéalja a sulyfiiggvényt. Azaz, hogy ha
D1y« -y Pn,--. Olyan [0;1]-beli szamok egy véges vagy megszamlalhatoan végtelen sorozata,
melyek Osszege 1, akkor megadhato olyan diszkrét valoszintségi valtozd, amelynek sulyfiigg-
vénye éppen ezeket az értékeket veszi fel. Ennek konstrukcioja valojaban nem kiilonésebben
komplikalt, azt javasoljuk az olvasoénak, hogy probalkozzon meg egy megfelels valtozot talalni.

Miiveletek val6szintiségi valtozok kozott

Azonos eseménytereken definidlt kiillonbozd valoszintiségi valtozokat egyiitt is kezelhetiink.
Példaul a valos szamokon értelmezett miiveletek, azaz az 0sszeadas, kivonas, szorzas és osztés
segitségével két valtozobol tjabbakat készithetiink:
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2.1.8. Definicié. Legyenek X,Y : Q — R ugyanazon eseménytéren értelmezett diszkrét
valoszintségi valtozok. Ekkor

e X +Y : Q — R az a diszkrét valésziniiségi valtozo, amely minden w € () esetén az
X(w) + Y (w) értéket veszi fel,

e X Y :Q — R az a diszkrét valoszintiségi valtozo, amely minden w € () esetén az
X(w) - Y(w) értéket veszi fel,

e ha Y (w) # 0 teljesiil minden w € Q-ra, akkor X/Y : Q — R az a diszkrét valoszintiségi
valtozo, amely minden w € 2 esetén az X (w)/Y (w) értéket veszi fel.

2.1.9. Példa. Dobjunk kétszer egy szabalyos kockaval. Legyen X az elsG, mig ¥V a mésodik
dobés eredménye, ekkor az X + Y valszintiségi valtozo értéke a dobéasok értékének Osszege.
Mi lesz X 4+ Y eloszlasa? Az Osszeg lehetséges értékei az 2 és 12 kozotti egész értékek. A 2
és 12 kizarolag egyféleképp adodhat 0sszegként, mégpedig, ha két darab egyest ill. két darab
hatost dobunk, ezen események valoszintisége pedig 3—16:

A 3 érték mar kétféleképp is adodhat Osszegként: 3 = 14+ 2 = 2 + 1. Ezek kiilonbozé
elsallitasok, mert a dobasok sorrendjét is figyelembe vessziik. Ugyanez érvényes a 11-re is:
11=5+6 =06+ 5, tehat

_ 2 _ 1
36 18

Hasonlé mdédon megvizsgalva a lehetséges elGallitasok szamat, a kovetkezs valdszintiségeket
kapjuk a tovabbi értékekre:

fX+Y(3) = fX+Y(11>

3 1 4

fxiv(4) = fx4v(10) = %= 12 fxiv(5) = fxiv(9) = o= =

Fro(6) = P ®) = o frw( = 5= o

36 6

2.1.10. Példa. Tekintsiik a 2.1.7. példa altalanositott verziojaban szereplé X ~ Bin(n;p)
valoszintiségi valtozot, ami tehat egy n fliggetlen kisérletbdl allo kisérletsorozatban egy adott
p valésziniiségli esemény bekdvetkezéseinek szamat adja meg. Legyen A; az az esemény,
hogy az i-edik kisérletnél bekovetkezik a vizsgéilt esemény. Ekkor X elGall, mint az A;-k
indikatorvaltozoinak oOsszege: X = 1,4, + --- + 14,, hiszen X = k éppen akkor teljesiil,
ha pontosan k kovetkezik be az A; események koziil, azaz ha az azokhoz tartoz6 k darab
indikator az 1, a tobbi pedig a 0 értéket veszi fel.

Altalaban, ha Ay, ..., A, egy valoszintiségi mezs tetszéleges egyiittesen fiiggetlen esemé-
nyei, melyekre P(A;) = p teljesiil minden 1 < i < n-re, akkor kénnyen lathato, hogy az
T4, + -+ 1,4, Osszeg azt adja meg, hogy a fenti eseményekbdl hany darab koévetkezik be,
és ennek eloszlasa binomialis, méghozza az n és p paraméterekkel.

Negativ binomialis eloszlas (kiegészité anyag)

Tekintsiink egy kisérletsorozatot, ahol a kisérleteket egyméstol fiiggetleniil végezziik, és
minden esetben egy 0 < p < 1 valdszintiségl esemény bekovetkezésére varunk. Lattuk, hogy
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ha X jeloli az els6 sikerig elvégzett kisérletek szamat, akkor X; ~ Geo(p). Legyen most X,
az r-edik sikerig elvégzett kisérletek szama. Mi lesz X, eloszlasa? Nyilvan r > 1 esetén

P(X,=1)= =P(X,=r—1)=0.

Ha k > r egész, akkor X, = k esetén a k-adik kisérlet sikeres kell legyen. A maradék k£ — 1
kisérletbol r — 1 sikeres és igy k—1— (r—1) = k —r sikertelen. A sikeres kisérletek sorszamat
(fj)—féleképp valaszthatjuk, és persze minden egyes vélasztas meghatarozza a sikertelen
kisérletek sorszaméat. Ezek egymaéstol fliggetleniil p ill. 1 — p valoszintséggel kévetkeznek be,
vagyis

2.7) pe6 =0 = (F 7)ot

Vegyiik észre, hogy az r = 1 esetben a fenti formula (a varakozasoknak megfelelGen) a
geometriai eloszlast adja.

Ha a formulakat egységesiteni szeretnénk, akkor definialhatjuk az altaldnositott binomialis
egyltthatot a kovetkezdképp: legyen a € R tetszéleges valos szam, és k € N, ekkor

<2> _ala- 1)..].€!(a—k+1)

Ennek az altalanositasnak az egyik elénye az, hogy az (2.7) formula 1 < k < r esetén is
érvényben marad.

Az irodalomban azonban bevett szokas, hogy az r-edig sikerig elvégzett kisérletek X,
szama helyett az r-edig sikerik bekovetkezett kudarcok Y, szamat tekintik. Mivel érvényes
az Y, = X, — r Osszefliggés, igy megsziinik az a kényelmetlen helyzet, amit az jelentett, hogy
az X, legkisebb felvett értéke r lehet, és ez némileg egyszertisit bizonyos szamolésokat is. Az
Y, valtozok értékkészlete minden r € NT esetén a természetes szamok N halmaza, és

PY,=k)=P(X,=k+r)= (k —:iz 1>p”(1 —p)*.

2.1.9. Definicio. Az X valoszintségi valtozo negativ binomidlis eloszlastur € Nt ésp € (0;1)
paraméterekkel, ha

25) el =px =)= (7T -

teljestil minden k € N esetén. Jelolése: X ~ NB(r;p).

Bar a fenti gondolatmenet nagyon szemléletes, de a formulak alapjén elsé ranézésre nem
feltétleniil nyilvanvalo, hogy itt valoban egy valdszintiségeloszlast definialtunk. Ezt az alabbi-
akban ellendrizni fogjuk. Itt ismét az altalanositott binomialis egyiitthatok keriilnek képbe,
ugyanis a binomiélis tétel, annak legalabbis bizonyos specidlis esetei nagyobb altaldnossag-
ban is érvényesek. Idézziik fel (ismét) a tétel allitasat: tetszdleges a,b € R valos és n € NT

pozitiv egész szamokra
" /n
a+b)" = akpnr.
@ror =3 (})

k=0
(Emlékeztetiink, hogy definici6 szerint 0° = 1, igy a formula valoéban tetszéleges a, b szamokra
érvényes.) Ha most k > n egész szamokat is megengediink a szummaéaban, akkor az altalano-
sitott binomiélis egyiitthat6 definicidjat hasznalva valojaban 0 értéki tagokat vesziink hozzé
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az eredeti Osszeglinkhoz, igy az - formalisan legalabbis - egy végtelen Osszeggé valik. Ahhoz
persze, hogy értelmes kifejezéseket kapjunk az Osszegben, az is sziikséges, hogy a b szdm
negativ hatvanyai is definidlva legyenek, hiszen n — k értéke k > n esetén negativ lesz. Eh-
hez elég, ha b # 0 teljesiil, ekkor azonban a b™ szammal le is oszthatjuk az egyenletet, és a

binomialis tételt végiil az
= (n
1 n _ k
L+a) =) ( k)x

k=0
forméba irhatjuk, ahol x = a/b. Ez az az alak, ami (bizonyos feltételek mellett) altalanosit-
hato tetszdleges valos kitevore:

2.1.5. Tétel (Altalanositott binomialis tétel). Legyen a € R, ekkor minden x € C, |x| < 1

esetén -
L+a)* =) (Z) .

k=0

Ezt a tételt itt nem bizonyitjuk, viszont a segitségével ellendrizziik, hogy a (2.8) formula
valoban egy valoszintiségeloszlast definial. E formula jobb oldalan allo kifejezéseket Gsszegezve
minden £ € N-re a kdvetkez6 adodik:

(2.9) i (k:izl)p’”(l—p)k =y OOO (kJr;;_ 1)(1—1))’“,

k=0 k=

tovabba a ¢ = 1 — p jeloléssel a fenti tétel szerint

k=0 k=0
“(k—=14+7r)...(r+1r “ (k—1+r
-y B T 1)
k! k
k=0 k=0

vagyis a (2.9) jobb oldala p"p™" = 1.
A fenti szamolas egy melléktermékeként kapjuk, hogy a (2.8) formula a kovetkezs (gyakran
hasznalatos) alakba irhato:

—r

el = (3 ) vtk

Az el6z6 formulaban 1évé binomiélis egyiitthatok fels§ paramétere negativ, innen a "negativ
binomialis" elnevezés. Vegyiik észre, hogy ez utobbi képlet valdojaban tetszéleges pozitiv valos
r esetén egy valoszintségeloszlast definial, hiszen a fenti szamolas 1ényeges része érvényben
marad (azon részek kivételével, ahol az r a binomidlis egyiitthatok alsdé paraméterében sze-
repel). Az r pozitivitasa ahhoz sziikséges, hogy valéban nemnegativ sulyokat kapjunk. Ez
jol latszik példaul a

k+r—1

e = ("1 -

ekvivalens definiciobol (k € N). Eszerint tehat a fenti képlet(ek) segitségével tetszdleges
r € Rt és p € (0;1) paraméterekre definidltuk a negativ binomialis eloszlast (bar annak az
egész értékekhez tartozo szemléletes interpretacioja tetszéleges valos r esetén nem adhato).
Az attekinthetdség kedvéért kiilon kiemeljiik itt ezt az altalanos definiciot:
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2.1.10. Definicio. Az X valoszintiségi valtozo negativ binomidlis eloszlasa r € RT, p € (0;1)
paraméterekkel, ha

—r ., E+r—1Y\ ,
e = () evra-pt = (M -
teljestil minden k € N esetén. Jelolése: X ~ NB(r;p).

Gyakorlatok, feladatok

2.1.2. Gyakorlat. Egy urnaban 3 piros, 5 fehér goly6 van. Addig htizunk az urnabdl vissza-
tevés nélkil, amig piros golyot nem huzunk. Jeldlje X a hizasok szamat. Adjuk meg a
P(X < 4) és a P(X > 3) valoszintiségeket.

2.1.3. Gyakorlat. (M) Két szabalyos dobokockaval dobunk, jelolje X a dobott szamok
Osszegét, Y pedig a szorzatukat. Dontsiik el, hogy fliggetlenek-e az { X paros} és az {Y < 4}
események.

2.1.4. Gyakorlat. Egy vizsgan a kiosztott tesztlapon 10 feleletvalasztos kérdés szerepel.
Mindegyik kérdésre pontosan egy vélasz jo a felkinalt 4 lehetGség koziil, és csak egyet szabad
valasztani. Talalomra kitoltiink egy ilyen tesztlapot (mindenféle elézetes tudas nélkiil).

a) Mi a valosziniisége, hogy egy talalatunk sem lesz?

b) Mekkora valoszintiséggel érhetiink el legalabb 4 talalatot?

c) Hany helyes valaszt kapunk a legnagyobb valészintiséggel? Es ha 11 kérdés van a
tesztben?

2.1.5. Gyakorlat. Addig dobunk egy szabalyos kockéval, amig 3-nal kisebb szamot nem
kapunk. Jeldlje X az ehhez sziikséges dobasok szamaét.
a) Melyik valoszintiség nagyobb: P(2 < X < 3) vagy P(X > 3)?
b) Mi a valészintisége, hogy legalabb 10 dobasra lesz sziikségiink, feltéve, hogy az els§ 6
dobas esetén 2-nél nagyobb szédmot kapunk?

2.1.6. Gyakorlat. (M) Béla ugy dont, hogy probara teszi a szerencséjét, és mostantél minden
héten vesz harom darab, ugyanolyan tipust sorsjegyet (minden héten ugyanolyat) egészen
addig, amig legalabb az egyikkel nem nyer valamit (tehat minden héten megvesz harmat, és
ezutan azonnal lekaparja 6ket). Tudhato, hogy a sorsjegyekbdl minden tizedik rejt valamilyen
nyereményt. Mi a valészintisége, hogy Béla legfeljebb a harmadik hét utdn abbahagyja a
sorsjegyvasarlast?

2.1.7. Feladat. (M) Egy pénzérmét addig dobalunk, amig egymas utan 2 egyforma ered-
ményt nem kapunk. Adjuk meg a sziikséges dobasok szamanak eloszléasat. Mi lesz az eloszlas,
ha egymés utan 3 egyforma eredményig varunk?

2.1.8. Feladat. Legyen X ~ Geo(p) egy geometriai eloszlasu valoszintségi valtozo, ahol
p € (0;1). Milyen p paraméter és d € NT egész szam esetén lesznek a {d | X'} és {X > d+1}
események fliggetlenek?
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2.2. Egyiittes eloszlas és fliggetlenség

A valoszintiségi valtozok fogalménak egyik elénye, hogy kiilonb6z6 véletlen mennyiségek
egyazon modellben (tehat ugyanazon eseménytér segitségével) kezelhetdk. Ebben a szakasz-
ban megvizsgaljuk, hogyan irhaté le tobb valtozé egyiittes viselkedése. Az kiilonb6z6 értékek
parhuzamos nyilvantartasidnak természetes modja, ha azokat egy sorozatba rendezziik: n
valtozo értékeit tehat egy rendezett n-es, azaz egy n hossza vektor irja le.

2.2.1. Definicié. Legyen (2 egy megszamlalhaté eseménytér, ekkor egy X : Q — R" fiigg-
vényt diszkrét valosziniiségi vektorvdltozonak neveziink.

Ebben a jegyzetben R™ elemeit sorvektorokkal adjuk meg. Egy diszkrét X = (Xq,..., X,)
vektorvaltozo koordinatai maguk is €2 — R fliggvények, tehat diszkrét valoszintiségi valtozok.
Megforditva, ha adott n darab, ugyanazon eseménytéren értelmezett diszkrét valdszintiségi
valtozo, azokat egy n hosszi vektorba rendezve egy vektorvaltozot kapunk.

Ahhoz hasonl6an, ahogy ez egyetlen valtozonél tortént, egy diszkrét vektorvaltozd vi-
selkedése leirhato azéltal, ha megadjuk, hogy egyes értékeket (vagyis egyes konkrét szam
n-eseket) milyen valosziniséggel vesz fel. Az értékkészletet, amely tehat ebben az esetben
R™ egy részhalmaza, itt is ran X jeloli.

2.2.2. Definicié. Ha X = (Xq,...,X,) : Q@ — R egy valoszintiségi mezon értelmezett
diszkrét valoszintségi vektorvaltozo, akkor minden ¢ = (¢4,...,t,) € ran X értékre legyen

fx(@t) =P X =t) =P(Xy =t1,...,Xn =1n).
Az igy kapott fx :ran X — [0;1] fliggvényt az X vektorvaltozo sulyfiggvényének nevezzik.

Ha adott egy X = (X3,..., X,,) vektorvaltozo stlyfiiggvénye, akkor ezzel a korabbiakhoz
hasonléan kifejezhets barmely az adott valtozo értékeinek segitségével leirhatd esesmény va-
loszintisége. Mivel itt voltaképp a koordinatak, azaz tobb valtozo viselkedését irjuk le, ezért
azt mondjuk, hogy a sulyfliggvény megadja az X1, ..., X, viltozok egyiittes eloszldsdt.

Mindezt most két egyeszerti valoszintiségi valtozo esetén fogjuk illusztralni, jelolje ezeket X
és Y. Ekkor az egyiittes eloszlas kényelmesen megadhato téablazatos formaban. A tablazatot
ugy konstrualjuk, hogy egyes oszlopai az egyik, mig a sorai a masik valtozo altal felvett (véges
sok) lehetséges értékekhez tartoznak, és az s € ran X oszlopanak ill. a ¢ € ranY soréanak
metszetébe a fxy(s,t) =P(X =s,Y =t) valoszintiség kertl.

2.2.1. Példa. Legyenek X és Y olyan valoszintiségi valtozok, melyekre ran X = {2, 3,5} és
ranY = {0, 1,2}, tovabba az egyiittes eloszlasukat a kovetkezd tablazat adja meg:

X
v 2 3 5

0 0,05 ] 0,15 | 0,1
1 01 ] 02| 0,1
2 0,05 | 0,2 | 0,05

Itt példanak okdért a 2 értékhez tartozo oszlop és az 1 értékhez tartozo sor metszeténben a
fxy(2,1) =P(X =2,Y =1) = 0,1 valosziniiség szerepel, és a sulyfliggvény tobbi lehetséges
értéke is hasonldan olvashato le.

Szamoljuk ki a P(X < 4,Y > 0) valoszintiséget. Az el6z6 feltétel pontosan akkor telje-
sil, ha X a 2 vagy 3, mig Y az 1 vagy 2 értékeket veszi fel, tehat éppen az (2;1), (2;2),
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(3;1) és (3;2) értékparokra. Termeészetesen az {(X;Y) = (s;¢)} események paronként egy-
mast kizaroak, hiszen a vektorvaltozo egyszerre egyetlen értéket vesz fel, igy tehat a keresett
valoszintiség négy ilyen esemény valoszintiségének, azaz a silyfliggvény 4 értékének Osszege:

]P(X S 47Y > O) = fX,Y(za 1) + fX,Y(272) + fX,Y(ga 1) + fX,Y(372)
=0,1+0,0540,240,2=0,55.

Egy vektorvaltozo silyfliggvényét pontosan tgy jellemezhetjiik, ahogy az az el6z6 sza-
kaszban egy valos értékd valtozo esetén tortént. Ahogy a fenti példaban is lattuk, az
{X = s,Y =t} események, ahol s végigfut az X értékkészletén, ¢ pedig az Y értékkész-
letén, altalaban is paronként egymast kizaroak, és persze lefedik a teljes eseményteret, igy
teljes eseményrendszert alkotnak. Ugyanez igaz n valtozo esetén is az {X; = t1,..., X,, = t,}
eseményekre, ahol t; végigfut az X; értékkészletén. Ezért a sulyfiiggvény lehetséges értékei-
nek (és igy egy egyiittes eloszlast megado6 tablazatban szerepld valoszintiségeknek) az Gsszege
sziikségszertien a teljes eseménytér valoszintisége, azaz 1. (Ellendrizziik ezt a fenti tablazat-
ral) Masrészt, nemnegativ szamok egy tablazata, ahol az egyes elemek Gsszege 1, mindig egy
egyiittes eloszlast ad meg.

Marginalis eloszlasok

Ha tobb valtozo egyiittes eloszlasa adott, akkor ebbdl konnyedén szédmolhato az egyes val-
tozok eloszlasa kiilon-kiilon. Ezeket az eloszlasokat az (X, ..., X,,) vektorvaltozo margindlis
eloszlasainak (vagy peremeloszlasainak) nevezziik.

A marginalis eloszlas meghatarozoasat elészor két valtozo esetén targyaljuk, bar az al-
taldnos eset pusztan a jelolések tekintetében komplikdltabb. Legyen tehat adott az X és Y
valtozok egytittes eloszlasa. Az X marginélis eloszlasdhoz az fx(s) = P(X = s) valoszintsé-
geket kell meghatarozni, ahol s végigfut az X értékkészletén. Mivel az {Y = t} események,
ahol t végigfut az Y értékkészletén, teljes eseményrendszert alkotnak, igy hasonléan ahhoz,
ahogy ez az 1.2.4. tétel bizonyitasaban tortént, az {X = s} eseményt az Y értékei szerint
paronként egymast kizaro részeseményekre oszthatjuk:

{(X=s1= |J {Xx=sY=t},
teranY
és igy
Ix(9)=P(X=s)= Y PX=sY=0)= Y fcy(st)
teranY teranY

Vegyiik észre, hogy (egyszert valoszintiségi valtozok esetén) a jobb oldali 6sszegben az egytit-
tes eloszlas tablazatanak s-hez tartozo oszlopelemei szerepelnek. Hasonloan, a P(Y = t)
valoszintiség meghatarozasdhoz X értékei szerint bonthatjuk péaronként kizard részekre az
{Y =t} eseményt, igy a tablazat t-hez tartozo sorelemeit Gsszeadva adodik a keresett valo-
szintség:
fr(t) =P =t) = Z fxy(s, ).
s€ran X
A 2.2.1. példaban szerepl§ valtozok marginélis eloszlasai:

fx(2) =P(X =2) = fxy(2,0) + fxy(2,1) + fxy(2,2) = 0,05+0,1 + 0,05 =0,2
fx(3)=P(X =3)=10,15+0,240,2 = 0,55
fx(5)=P(X =5)=0,1+0,1+ 0,05=0,25
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A (0) =P =0) = fxy(2,0) + fxy(3,0) + fxy(5,0) = 0,05+ 0,15+ 0,1 = 0,3
fr()=P(Y =1)=01+02+01=04
fr(2) =P(Y =2) = 0,05+ 0,2+ 0,05 = 0,3.

Az altalanos esetben, tehat n darab Xi,..., X, valtozo esetén a fenti eljardson pusztan
annyit kell valtoztatni, hogy a vizsgalt eseményeket t6bb mésik valtozo értéke szerint bontjuk
szét. Az X; marginalis eloszlasahoz most is az fx,(t;) = P(X; = t;) valoszintségeket kell
meghatéarozni, ahol ¢; végigfut az X; értékkészletén, és ezuttal az {X; = t;} eseményt a t6bbi
n — 1 valtozo kiilonbozd értékei szerint bomlik paronként egymast kizaro részeseményekre:

{Xi=t}= U {Xi=s51,.... Xis1 =521, X = t;, X1 = Siv1, .., Xoy = 5n},

s;j€ran X,
J#i
és igy
fx,(t;) =P(X; =t;) = Z Fx(S1ye vy Sictytiy Sitty -y Sn)-
s;jE€ran X,
J#i

Diszkrét valészintiségi valtozok fiiggetlensége

Véletlen események fiiggetlensége intuitivan azt jelenteti, hogy egy vagy tobb esemény be-
kovetkezése egy masik esemény bekovetkezésének esélyeire semmilyen hatéassal nincs. Ugyan-
ezen jelenség megfogalmazhato valoszintiségi valtozok esetén is: ezek fliggetlensége azt jelenti,
hogy egy vagy tobb valtozo altal felvett értékek nem befolyasoljak egy masik valtozo értékeit.
Ilyen lehet példaul két fiiggetlen kockadobas eredménye.

Azonban az talan nem meglepd, hogy itt a preciz (absztrakt) fogalom megalkotasanal
nem elegendd valtozonkét egy-egy eseményrdl beszélni. A 2.1.3. gyakorlatban lattuk, hogy
ha két kockaval dobva X jeloli a dobott szamok 0Osszegét, Y pedig a szorzatukat, akkor
az {X paros} és az {Y < 4} események fiiggetlenek, holott a két mennyiség nyilvan nem
fliggetlen egymastol, hiszen példaul ha a szorzat és igy sziikségképp mindkét dobas értéke
paratlan, akkor az 0sszeg mindenképp paros kell legyen.

T6bb valoszintiségi valtozot tehat akkor fogunk fiiggetlennek nevezni, ha a segitségiikkel
kifejezhets események mind filiggetlenek egymastol. Ez a definicié azonban abbél a szem-
pontbdl kényelmetlen volna, hogy altalaban nagyon nehézkes az 0sszes szoba jovs eseményre
leellendrizni a fiiggetlenséget. Szerencsére belathato, hogy elegendd az események egy lénye-
gesen korlatozott halmazéara szoritkozni. ElGszor az egyszertiség kedvéért két valtozo esetét
tekintjiik at:

2.2.3. Definicio. Az XY : QO — R ugyanazon valoszintiségi mezén értelmezett diszkrét
valoszintségi valtozokat fiiggetlennek nevezziik, ha minden s € ran X és t € ran Y esetén az
{X = s} és {Y =t} események fiiggetlenek, azaz ha

fxy(s,t) =P(X =5,V =1) = P(X = 5)P(Y =1) = fx(s) fr(t)
teljestil.

Igazolhato, hogy amennyiben két valtozo fliggetlen a fenti definicié értelmében, akkor bar-
mely két, kiilon-kiilon az egyes valtozok segitségével kifejezhets esemény fiiggetlen egymastol.
Tehat a fenti definici6 éppen az altalunk leirni kivant fogalmat adja.
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Vegyiik észre, hogy a definicio feltétele a sulyfiiggvények fogalma segitségével egészen
tomoren kifejezhetd, hiszen az éppen az fxy = fx - fy egyenlet teljesiilését jelenti. Ennek
az egyenletnek minden lehetséges s € ran X ill. ¢ € ranY értéket behelyettesitve fenn kell
allnia, ami egyben azt is jelenti, hogy ha talalunk akar egyetlen értékpart, amelyre az egyenlet
nem teljesiil, akkor ezzel belatjuk, hogy a valtozok Osszefiiggk. Fiiggetlenség esetén viszont
ennek igazolasa joval hosszadalmasabb lehet, hiszen minden értékpér esetén igazolni kell az
egyenlGséget.

2.2.2. Példa. Dobunk egy szabalyos kockaval, jelolje X a dobott szidm kettével vett osztasi
maradékat (tehat a paritasat), Y pedig a harmas maradékat. Ekkor ran X = {0,1} ¢és
ranY = {0, 1,2}, tovabba X minden lehetséges értékét 1/2, mig Y minden lehetséges értékét
1/3 eséllyel veszi fel. Viszont konnyen lathato, hogy ha fixaljuk a dobott szdm paritasat és
harmas maradékat is, az egyértelmien meghatéarozza azt. Igy tehét

(s, ) =B(X = s,Y =t) = = = = 2 = P(X = 8)B(Y = t) = fx(s)fy (1

teljesiil minden s € ran X ést € ranY esetén, azaz X és Y fliggetlenek.

Két egyszerii valoszintiségi valtozo egyiittes eloszlasanak tabldzatos megadésa ezt a vizs-
galatot viszonylag kényelmessé teszi. Ugyanis az egyik valtozo egy s értékéhez tartozd osz-
lopanak, valamint a masik valtozo t értékéhez tartozd sordnak metszetében a marginalis
eloszlasok sulyfliggvényeinek szorzata kell alljon. Ezek a marginalis eloszlasok kényelmesen
adminisztralhatok az oszlopok aljan vagy a sorok végén, igy a fenti tulajdonsag ellenérzése
kényelmessé valik. Ezt a kovetkez6 példan illusztraljuk.

2.2.3. Példa. Legyenek X és Y olyan valoszintiségi valtozok, melyekre ran X = {0, 1,2} és
ranY = {0, 1}, tovabba az egylittes eloszlasukat a kovetkezs tablazat adja meg:

X
v 0 | 1|2
0 [1/12]1/811/8
1 1/6 | 1/4]1/4

Amint azt méar korabban lattuk, az egyes oszlopokban illetve sorokban all6 valoszintiségeket
Osszeadva a marginalis eloszlasok megfelel§ sulyfiiggvényértékei adédnak, amiket az adott
oszlop aljara vagy az adott sor végére irhatunk. Példaul az els6 sorban 1év6 valészintiségek

1

, 1,1 ,1 iy _ Aarintisbo:
Osszege 13 + 5 + 5 = 3, ami épp a P(Y = 0) valoszintiség:

X
> 0 1 2
0 1/12 1/8 1/8 1/3=P( =0) = fv(0)
1 1/6 1/4 1/4 2/3= fy(1)
1/4 = fx(0) [ 3/8 = fx(1) | 3/8 = fx(2)

Most mar konnyen ellenérihets, hogy az egyes oszlopokhoz ill. sorokhoz tartozd fx és fy
értékek szorzata minden esetben a metszetben 1évs szam, vagyis a két valtozo fliggetlen.

2.2.1. Gyakorlat. Dontsiik el, hogy a 2.2.1. példdban megadott valtozok fiiggetlenek-e.
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Megjegyzés. Ha az olvaso jartas a linearis algebraban, akkor az egyiittes eloszlas tabla-
zatara egy matrixként tekinthet. Legyen az X értékkészlete ran X = {sy,...,s,}, mig
az Y értékkészlete ranY = {t1,...,t,,}. Legyen tovabba u = (fx(s1),...,fx(sn)), és
v = (fy(t1), ..., fy(tm)). A két (egyszert) valtozo pontosan akkor fiiggetlen egyméastol,
ha az egyiittes eloszlas tablazatat az v! - u szorzat adja, ahol v’ az v vektor transzponéltja.
Ennek a matrixnak a sorai ill. az oszlopai egymas skalarszorosai, igy tehat egy 1 rangt matri-
xot kapunk. Ugy fogalmazhatunk tehat, hogy két egyszerti valtozo pontosan akkor fiiggetlen,
ha az egyiittes eloszlasuk tdblazata egy 1 rangt méatrix. Jol lathato az utolsé példaban, hogy
a tablazat masodik sora az els6 kétszerese, ebbdl pedig rogton adodik, hogy a méarix rangja
1, azaz a valtozok fiiggetlenek.

Ketténél tobb valtozo fliggetlenségének fogalma a két valtozd esetének egyszerd altala-
nositasaként adodik. Ekkor azonban, ahogy ketténél tobb esemény esetén is, paronkénti ill.
egyiittes fliggetlenséget is vizsgalhatunk:

2.2.4. Definicié. Az Xy,..., X, : 2 — R ugyanazon valoszintiségi mezén értelmezett diszk-
rét valoszintiségi valtozokat pdaronként ill.  egyiittesen fliggetlennek nevezziik, ha minden
t; € ranXy,...,t, € ran X, esetén az {X; = #1},...,{X, = t,} események péaronként
ill. egyiittesen fliggetlenek.

A kovetkezé allitas egy egyszerd példat mutat egyiittesen fliggetlen valtozokra, amely egy
késébbi alkalmazéasban jo szolgalatot tesz majd szamunkra:

2.2.1. Allitas. Legyenek Ay, ..., A, C Q eqy valdszindségi mezd eqyiittesen figgetlen esemé-
nyet. Ekkor a hozzdjuk tartozo 1a,, ..., 14, vdltozok egyiittesen fiiggetlenek.

Bizonyitds. Az allitasban szerepls valtozok értékkészlete a {0,1} halmaz, tehat az Osszes
olyan

{1a, =t1},... . {14, =t}

eseményhalmazrol, ahol minden 1 < 7 < n esetén ¢; = 0 vagy 1, be kell latnunk, hogy
egylittesen fiiggetlenek. Vezessiik be egy A esemény és t € {0, 1} esetén az

At — A, hat=1
"] A4 hat=0

jelolest. Ekkor egy tetszoleges ) # I C {1,...,n} indexhalmazra

P (ﬂ{mi = ti}> =P (ﬂ A§i> .

Az 1.2.3. definicié utén tett megjegyzések szerint ha az Ay, ..., A, események koziil néhany-
nak a komplementerét vessziik, az igy kapott események tovabbra is egyiittesen fiiggetlenek
maradnak. Ez éppen azt jelenti, hogy az A'',... Af" események egyiittesen fiiggetlenek, és
igy az utobbi valoszintiség éppen

[IPAlr) =[P, =t),

iel icl
és mivel ez minden () # I indexhalmazra és minden ti,...,t, € {0,1} szam n-esre igaz, igy
az Lya,,..., 14, valtozok egyiittesen fiiggetlenek. ]
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Gyakorlatok, feladatok

2.2.2. Gyakorlat. Kétszer dobunk egy szabélyos dobokockaval. Jelolje X a hatosok, Y
pedig a paros eredmények szamat. Adjuk meg X és Y egyiittes eloszlasat. Fiiggetlenek-e az
X és'Y valtozok?

2.2.3. Gyakorlat. Az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az
alabbi tablazat. Hatarozzuk meg a p értékét. Mennyi a P(X < 0,Y = 1) valosziniiség?
Fiiggetlen-e X és Y7

X—l 0 1

-1 p | 3p | 6p
1 5p | 15p | 30p
2.2.4. Gyakorlat. Az X és Y valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az
alabbi tablazat.

a) Fiiggetlenek-e az {X = 2} és {Y = 2} események?

b) Fliggetlenek-e az {X < 2} és {Y < 2} események?

c) Fiiggetlenek-e az X és Y valtozok?

X

Y

0 [[1/10]1/10]1/10
1 1/10 | 1/10 | 3/10
2 1/20 | 1/20 | 1/10

2.3. A varhato érték

2.3.1. A varhaté érték definici6ja

Egy valoszintiségi valtozo értéke egy véletlen kimenetel fiiggvénye, de ezt a véletlensze-
ri viselkedést jellemezhetjiik kiilonb6z6 modokon. Az elolszlas megadasa persze egy teljes
jellemzést ad, de gyakran elegendé annak néhany egyszertibb paraméterét vizsgalni, példaul
a valtozod "atlagos értékét". Ez utobbira egy olyan szamként gondolhatunk, ami koriil sok
ugyanolyan eloszlastu valtozot "kiértékelve" kapott véletlen szamsorozat atlaga "ingadozik".
Az el6z6 mondatnak késébb preciz értelmet fogunk majd adni. Minden esetre talan nem meg-
lepd, hogy ez az "atlagos érték" valojaban a valtozo lehetséges értékeinek a hozzajuk tartozo
valoszintséggekkel, azaz a sulyfiiggvény értékeivel sulyozott atlaga lesz. Mindezt formélisan
a kovetkezd definicibban fogalmazzuk meg:

2.3.1. Definicié. Legyen X egy egyszert valoszintségi valtozo. Ekkor az
B(X)= 3 tofx(t)= Y t-B(X =1)
teran X t€ran X

kifejezést az X wvdrhato értékének nevezziik.
Vegyiik észre, hogy mivel a fenti mennyiséget egyszert valoszintiségi valtozora definialtuk,
igy annak értékkészlete és ezzel egyiitt a fenti Osszeg is véges. Az is vilagos tovabbé, hogy

a varhato érték pusztan az X valoszintiségi valtozo eloszlasatol, azaz az fx(t) fligg, nem
konkrétan az X valtozotol.
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2.3.1. Példa. Szamoljuk ki néhany egyszerd példara a varhato értéket:

e Legyen X egy kockadobas eredménye. Ekkor

E(X)=1-fx(1)+2- fx(2)+3-fx(3)+4- fx(4)+5-fx(5) +6- fx(6)
1 217
=—-(14243+4+546)=—===3,.
5 (1+24+3+4+5+6) 5 5 ;
e Legyen Y = X2, azaz egy kockadobas eredményének négyzete. A 2.1.5. példaban
meghataroztuk az Y valtozo eloszlasat. Ennek alapjan az Y varhato értéke:

EY)=1-fy(1)+4-fy(4)+9-fv(9)+16- fy(16) +25- fy(25) + 36 - fy(36)

91
==

(14+4+9+16+ 25+ 36)

=

e Legyen A egy esemény, melyre P(A) = p. Ekkor az A-hoz tartozo 1 4 indikator valoszi-
niiségi valtoz6 varhato értéke:

E(14) =0 P(1y=0)+1-P(1y=1)=P(A) = p.

A varhato érték kiszamolasanal gyakran sokat egyszertsit a szdmolésokon, ha az adott
valtozot Osszeg alakban tudjuk felirni, ugyanis a varhato érték ezekben az esetekben a kiilo-
nosen szépen viselkedik:

2.3.1. Tétel (A varhato érték linearitasa). Legyenek XY : Q — R ugyanazon valdsziniségi
mezon értelmezett egyszerd valdosziniségi vdltozok, ¢ € R pedig eqy tetszdleges valos szam.
Ekkor

E(X+Y)=EX)+E(Y), E(cX) =c-E(X).

Ha az olvaso ismeri a vektorterek elméletét, akkor a fenti tulajdonsag elnevezése minden
bizonnyal ismerdsen cseng. (Amennyiben viszont az olvasé nem taldlkozott még vektorte-
rekkel, akkor ezt a bekezdést nyugodtan ugorja at.) Vegyiik észre, hogy egy adott  ese-
ménytéren értelmezett egyszeri valoszintiségi valtozok a pontonkénti Gsszeadasra és a valos
szamokkal mint skalarokkal valo (pontonkénti) szorzasra nézve vektorteret alkotnak. A vér-
hato érték pedig a fenti tétel értelmében egy ezen vektortéren értelmezett és a valds szamok
halmazaba képezg lineéris leképezés, mas néven egy linearis funkcional.

Mint emlitettiik, a fenti tétel alkalmazésa sok esetben megkonnyiti a dolgunkat. Ez egyben
azt is jelenti, hogy némi nehézség maganak a tételnek a bizonyitasaban van elrejtve (éppen
ezért a bizonyitas els6 olvasasra nyugodtan atugorhato):

Bizonyitds. A masodik allitast bizonyitasaval kezdiink. Tegyiik fel elészor, hogy ¢ € R\ {0}
egy nullatol kilonbozs valos szam. Legyen az X véges értékkészlete ran X = {t1,...,t,},
ekkor a cX valtozo értékkészlete ran cX = {cty,...,ct,}. Tehat

E(eX) = thk-IP’(cX = cty,) :c-Ztk-P(X =ty) =c-EX.
k=1 k=1

Ha viszont ¢ = 0, akkor ¢X a konstans 0 valtozo, tehat ran cX = {0}, és ezt az értéket cX 1
valoszintiséggel veszi fel, igy a varhato érték definicidja szerint

E(cX)=0=0 EX)=c EX).
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Térjiink ra most elsg allitas bizonyitasara. A definiciobol indulunk ki:

EX+Y)= Y m-PX+Y=m)= Y  m-PUpn{X =5Y =t}).

mé€ran X+Y méEran X+Y

Itt a jobb oldalon egymast kizar6 események unidja all, igy az uni6é valdszintisége a valoszi-
niiségek Osszege lesz:

YD (s PX =sY =t).

meéEran X+Y s+t=m

Vegyiik észre, hogy itt minden (s,t) péar, ahol s € ran X és t € ranY, pontosan egyszer
szerepel, hiszen az m 0Osszeg és az Osszeg egyik tagja mar meghatarozza a masik tagot. Ez az
Osszeg tehat nem maés, mint

S O3 (54 P(X =Y = 1) =

s€ran X t€ranY

=Y Y s Px=sy=t+ Y > tPX=s5Y=t)

s€ran X t€ranY s€ran X t€ranY
= ) s Y PX=sY=t)+ > t Y PX=s5Y=t)
s€ran X t€ranyY t€ranY s€ran X

Ahogy azt mar a marginalis eloszlasok kiszamitasanal is lattuk, a P(X = s,Y = t) valoszi-
niiségek Osszege az fenti elss kettSs Osszeg belss Osszegében éppen P(X = s), és hasonloképp,
a masodik kettds Osszeg belss osszege P(Y = t). Igy tehat végeredményben

E(X+Y)= Y sP(X=s+ » t-PY=t)=EX+EY.

s€ran X t€ranY

]

2.3.2. Példa. Dobjunk kétszer egy kockaval, legyen X az els6, Y pedig a masodik dobas
eredménye. Ekkor a dobott szamok Osszege X + Y, ennek varhato értéke fenti tétel szerint

E(X+Y)=E(X)+E(Y)=2-35="T.

2.3.3. Példa. Kiszamoljuk a binomiélis eloszlast valoszintiségi valtozok varhato értékét. A
varhato érték definiciojabol jol latszik, hogy az pusztan a sulyfiiggvény értékeitsl fiigg, tehéat
csak az eloszlastol, nem pedig konkrétan a valtozotol. Mar korabban is lattunk példat arra,
hogy ilyen esetben egy konkrét valtozora elegendd ezt meghatarozni, és az eredmény altalaban
is érvényes lesz.

Az n € Nt és p € [0;1] paraméterdi binomidlis eloszlas varhato értékéhez tekintsiik
a 2.1.10. példaban latott X ~ Bin(n;p) valtozot, aminek értéke egy n fliggetlen kisér-
letbdl allo kisérletsorozatban egy adott p valoszintiségii esemény bekovetkezéseinek szama. A
példaban megmutattuk, hogy

X:]1A1+"'+]1An7

ahol A; az az esemény, hogy az i-edik kisérletnél bekovetkezik a vizsgélt esemény. Mivel
P(A;) = p teljesiil minden 1 < i < n esetén, igy a varhato érték linearitésa, valamint az
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indikator varhaté értéke szerint az n, p paraméterd binomidlis eloszlasi valtozok varhato
értéke
E(X)=E(la, +---+14,) =E(L4) +--- +E(L4,) = np.

Hogy még jobban érzékelhets legyen a fenti modszer egyszertisége, levezetjiik ezt az ered-
ményt pusztin az fx (k) értékek és a definicio felhasznalasaval. A varhato érték definicioja

o E(X) = ; k(z>pk(1 —p)" = i k(z>pk(1 —p)" .

Itt 1 < k <n esetén

’“@ = =" 1>!<7in—_111! k=) ”(Z - D

tehét
- n—1 — (n—1
E(X) = - k(1 — pyn—1-(-1) _ ( - ) (1 — p)"— 17
(X) k:1n(k_ 1)19 (1-p) np;:o j (1 —p)

Az utols6 szumma a binomiélis tétel szerint (p + (1 —p))"~t = 1"1 = 1, igy tehat a varhato
érték np.

2.3.4. Példa. Az indikatorvéltozok egy tovabbi alkalmazésaként bebizonyitjuk a 3 halmazra
kimondott szita-formulat. Legyenek A, B és C egy valoszintiségi mez6 tetszdleges eseményei.
A harom esemény unidjanak valdszintisége a de Morgan-azonnossagok segitségével felirhato
a kovetkezsképp:

(2.10) P(AUBUC)=1-P(AUBUC)=1-P(ANnBNC).

Vegyiik észre, hogy az AN B N C indikatorvaltozoja éppen az 15 - 15 - 1, hiszen ennek
értéke pontosan akkor 1, ha mindharom tényezé 1, azaz ha mindharom esemény bekovet-
kezik, kiilonben pedig 0 lesz az érték. Mivel egy esemény valoszintisége az hozza tartozo
indikatorvaltozo varhato értéke, igy

P(ANBNC)=E(l5-15-157).

Az A, B, C' események komplementereinek indikatorai kénnyen kifejezhet6k maguknak az
eseményeknek az indikatoraival:

Iy-15-15=(1—14)(1—-15)(1—1¢).

A zarojeleket felbontva, tovabba ismét felhasznalva, hogy indikatorok szorzata a megfeleld
események metszetének az indikdtora, a kdvetkezot kapjuk:

]IZ‘]IF']l@:1_]1A_]lB_]lC+]1A']IB‘F]IB‘]IC"F]IA']IC_]IA']IB']IC

=1-14a—-1p—1¢c+1anp + Ipnc + Lanc — Lansne-
Mindkét oldal varhato értéket véve, felhasznalva az indikator varhato értékét és a linearitast
P(ANBNC)=1-P(A)—P(B)-P(C)+P(ANB)+P(BNC)+P(ANC)-P(ANBNC)

adodik. Végiil visszahelyettesitve a (2.10) egyenletbe éppen a szita-formula allitasat kapjuk.
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Egy geometriai eloszlasu valoszintiségi valtozo varhatod értékét még nem értelmeztiik, hi-
szen annak értékkészlete megszamlalhatoan végtelen. Ennek az esetnek a kezelése techni-
kailag nehezebb az eddigieknél. A szakasz hatralévs részét ezért els olvasdsra nyugodtan
atugorhatja az olvaso, és a fejezet tovabbi részében mindig gondolhat egyszert valoszintiségi
valtozokra (azokat a példakat, ahol nem ez a helyzet, szintén atugorhatja). Ebben az esetben
a fejezet végén érdemes még egyszer visszatérni ide.

Egy megszamlalhatoan végtelen értékkészlettel rendelkezs diszkrét valdszintiségi valtozo
varhato értéke formélisan ugyanigy definialhato a

(2.11) >t fx(t)

t€ran X

Osszeg segitségével. A probléma az, hogy ez az 6sszeg nem feltételniil konvergens. Egyaltalan
ahhoz, hogy részletdsszegeket és hatérértéket definialhassunk, sziikségiink van az értékkeészlet
egy felsorolasara: ran X = {t1,...,t,,... }. Ezutan tekinthetjiik a

00 N
Ztk fx(ty) = ]\}gréoztk - fx(t)
k=1 k=1

hatarértéket, amennyiben az létezik. Azonban el6fordulhat, hogy a jobb oldalon 1év hatar-
érték végtelen, és persze egy valoszintiségi valtozd negativ értékeket is felvehet, igy még az
is megeshet, hogy a fenti részosszegek sem egy szadmhoz, sem a +0o-hez nem konvergélnak.
Mint ahogy az is megtorténhet, hogy ugyan konvergens sort kapunk, de a hatarérték fiigg
attol, hogy az elemeket konkrétan hogyan soroltuk fel.

Ahhoz, hogy ilyen proléméakkal ne szembesiiljiink, azt fojuk megkdvetelni, hogy a (2.11)
sor abszolut konvergens legyen, azaz tagok abszolut értékeinek dsszege is konvergaljon (és eb-
ben az esetben mindegy, hogy ezeket a nemnegativ tagokat milyen sorrendben Gsszegezziik).
Ebb6l szerencsére mar kdvetkezik, hogy az abszolut érték nélkiil vett hatarérték is létezik és
nem fiigg az elemek felsorolasatol, igy a (2.11) formula is értelmet nyer. Egy-egy ellenpél-
déan kiviil ebben a jegyzetben kizarolag olyan esetekkel fogunk foglalkozni, ahol a (2.11) sor
abszolut konvergens, és igy létezik a varhato érték a kovetkezd definicio szerinti értelemben:

2.3.2. Definicid. Legyen X egy diszkrét valoszintiségi valtozo, amelynek értékkészlete meg-
szamlalhatoan végtelen, és amelyre

> I fx(t) < oo

t€ran X

teljesiil. Ekkor azt mondjuk, hogy 1étezik az X hatéarértéke, amelyet az

EX)= S t-fx(t)

t€ran X

Osszeg definial.

A varhato érték linearitasa ebben az esetben is érvényes annyi megkotéssel, hogy fel kell
tenni, hogy az egyes valtozok varhato értéke létezzen (azaz a fenti sor abszolut konvergens
legyen). Természetesen egy egyszerd valoszintiségi valtozd varhatod értéke mindig egy véges
szam, igy az minden esetben létezik. A két esetet tehat egyiitt kezeljiik a kovetkezd té-
telben. Ennek bizonyitasa lényegében megegyezik az egyszeri véltozokra kimondott tétel
bizonyitasaval, az abban szerepls atalakitasok érvényessége most az abszolat konvergencia
kovetkezménye. A pontos részleteket elhagyjuk.
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2.3.2. Tétel. Legyenek XY : Q0 — R ugyanazon valosziniségi mezdn értelmezett diszkrét
valosziniségi vdltozok, melyeknek létezik a vdarhato értékik. Legyen tovabbd ¢ € R pedig egy
tetszdleges valos szam. FEkkor

E(X +Y)=EX)+EY), E(X)=c-EX).

2.3.5. Példa. A szakasz zéarasaként meghatérozzuk a geometriai eloszlas varhatéd értékét.
Legyen X ~ Geo(p), ahol p € (0;1), ekkor

(2.12) Zk fx(k) =) k-(1 2
k=1 k=1

feltéve persze, hogy ez a sor konvergens. A konvergencia sokféleképp belathato, kovetkezik
példaul a hanyadoskritériumbol. A sor egymast kovets tagjainak hanyadosa

(k+1)(1—p)fp k+1
k1-pktp &

-(1=p).
Ha k-val tartunk a végtelenbe, akkor a fenti kifejezés hatarértéke 1 — p < 1, és igy a sor

valoban konvergens.
Az érték meghatéarozasahoz irjuk a (2.12) jobb oldalan 1évs dsszeget a kovetkezGképp:

p+Zk-(1— “Ip= p+Zz+1 p)'p= p+Zzl— )ip+2(1—p)p
k=2 i=1

A jobb oldalon all6 utols6 szumma értékét konnyedén meghatarozhatjuk, hiszen (1 — p)-t
kiemelve, éppen az X sulyfiiggvényének értékei keriilnek az 6sszegbe, ezek Gsszege pedig 1:

S =pp= (1= (1-p)" fo ~p)-1=(1-p).

A masik szummabol szintén kiemelhetiink (1—p)-t, és igy ismét egy ismerds kifejezést kapunk:

Y il-p)p=01-p) Y i(l- = (1-p)-E(X).

i=1 i=1
Mindezt felhasznalva E(X) =p+ (1 —p)E(X) 4+ (1 —p) = 1+ (1 — p)E(X), atrendezés utan
pedig
1
E(X)=-
(X) =7
adodik.

Gyakorlatok, feladatok

2.3.1. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy az 5-0s lott6 nyereményei rogzitettek: az 5-6s taldlat
1 millard, a 4-es 6 milli6, a 3-as 35 ezer, mig a 2-es kétezer forintot nyer. Egy szelvénnyel
jatszva mennyi a nyereményiink varhato értéke?

2.3.2. Gyakorlat. Jelolje X egy kockadobés eredményét. Mennyi E ((X — 3)%)?
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2.3.3. Feladat. Egy urnaban egy piros és egy fehér goly6 van. Kihtzunk egy golyot, és ha
az piros, akkor megallunk. Ellenkezs esetben a kihtizott fehér golyot egy djabb fehér golyoval
egyiitt visszarakjuk az urnaba, és ugyanilyen szabaly szerint folytatjuk a huzast. Legyen Y
az elsG piros golyoig huzott golyok szama. Hatarozzuk meg Y eloszlasat és varhato értékét.

2.3.4. Feladat. (M) Tekintsiik a 2.1.7. feladat példait, azaz dobaljunk pénzérmét addig,
amig egymas utan 2 ill. 3 egyforma eredményt nem kapunk. Mi lesz a dobésok szamanak
varhato értéke az egyes esetekben?

2.3.2. Transzformalt és szorzat varhato értéke

A késtbbiek soran szdmos alkalommal dolgozunk majd valészintségi valtozok transzfor-
maltjaval. Ha X : Q — R egy diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor a transzformaltja alatt
egy g(X) valoszintiségi valtozot értiink, ahol g : R — R valamilyen fliggvény. Bar a kovetkezd
fejezetekben majd mas fontos példa is eléfordul, itt most elsé sorban a g(t) = t* specialis
esetre koncentralunk, vagyis egy X valtozo esetén az X2 valtozo lesz az elsé fontos példank.

Sok esetben érdekes és fontos kérdés a transzformalt valtozo eloszldsénak a meghatéarozasa,
de ebben a pontban pusztan a transzformalt varhato értékére koncentralunk, amelynek majd
a szoras meghatéarozasaban lesz fontos szerepe (lasd a kévetkezd szakaszt). Az g(X) valtozo
varhato értéke persze kiszamolhato a g(X) eloszlasabol, de az alabbi tétel fontossagéat éppen
az adja, hogy az E(g(X)) értéket pusztan az X eloszlasa segitségével fejezi ki:

2.3.3. Tétel (Transzformalt varhato értéke). Legyen X egy diszkrét valdsziniiségi vdltozd,
g : R — R pedig egy fiigguény, melyre az E(g(X)) vdrhato érték létezik. Ekkor

E(g(X) = Y g)fx(t)= Y gt)P(X =1).
teran X teran X
Bizonyitds. A varhato érték definicidja szerint

E(gX)= Y sPyX)=s)= Y s-PXecg'(s))

s€ran g(X) s€ran g(X)

ahol g~!(s) az {s} halmaz g altali 6sképe, azaz {t € R : g(t) = s} (hasonl6an ahhoz, mint
ahogy ezt a fogalmat mar a valoszintiségi valtozokra is definialtuk).
Egy fix s € ran g(X) esetén a fenti Gsszeg egy tagja

SPXeg i) =gt Y BX=t= 3 g0 i)

teran X Ng—1(s) teran X Ng—1(s)

hiszen minden, az utobbi szummaban szerepls t értékre s = g(t). Behelyettesitve tehat

E(gx)= . S gt fx(®)

s€rang(X) teran X Ng—1(s)

Végiil még azt kell észrevenni, hogy itt minden ran X minden tagjat pontosan egyszer sorol-
tunk fel, mégpedig egy adott ¢ € ran X értéket a kiils6 szumma s = g(t) értékhez tartozo
tagjaban. Megszamlalhatoan végtelen értékkészlet esetén az atrendezések jogossagat a fenti
sorok abszolut konvergencidja biztositja, igy az allitdst belattuk. ]
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Kiilonos jelentésége miatt a fenti formulat kiilon felirjuk a g(t) = ¢* fiiggvény esetén. Ha
E(X?) létezik, akkor ennek értékét az

=D )= ) P =),
teran X t€ran X
formula adja meg.
2.3.6. Példa. Egy urnaban 2 piros és 3 fehér goly6 van. Visszatevés nélkiil hiizunk 2 golyo6t,
jelolje X a kihtizott piros golyok szamat. Megadjuk az E(X?) varhato értéket. Ehhez frjuk
fel az X eloszlasat:

]P’(X:O)—@—S P(X = 1) W) _6_3 P(X = 2) G _ L

= 5 = —, 5 ) 5
() 10 () 1005 () 10
A fenti tétel szerint tehéat
1 2
EX?)=0"PX=0+1"PX=1)+2>PX=2)=1- §+4-1—0:§+5:1.

A fenti példaban voltaképp konnyedén meghatarozhattuk volna az X? eloszlasat is, és az
alapjan is szamolhattunk volna varhato értéket. A fenti tétel altal adott formula azonban
azért kényelmes, mert sokszor eléfordul, hogy az X eloszléasa eleve adott, és ebbdl igy E(g(X))
mechanikusan szamolhat6. Tovabba, bar ebben a példdban a t — t? fiiggvény az X és az
X? értékkészlete kozott egy kolesonosen egyértelmii megfeleltetést ad, ez altaldban nincs igy,
ami a transzformalt eloszlasdnak szamolasat akar kényelmetlenné is teheti.

2.3.5. Gyakorlat. Legyen X egy véletlenszertien véalasztott honap sorszama, arilistol de-
cemberig. Tegylik fel, hogy annak az esélye, hogy az i-edik honapot valasztjuk ki, éppen = i
(i =4,...,12). Legyen Y = (—1)*. Hatérozzuk meg E(Y)-t az Y ill. az X eloszlasaval

szémolva is.

Térjiink most ra a nevezetes eloszldsokra. A binomiélis eloszlas esetében az E(X?) ér-
tékének felhasznalasat voltaképp ki fogjuk kiiszobolni a kdvetkezd szakaszban, ezért annak
meghatarozasat feladatként ttizziik ki. Kiszamoljuk viszont ezt a varhato értéket a geometriai
eloszlas esetén.

2.3.6. Feladat. (M) Legyen X ~ Bin(n;p), hatdrozzuk meg az E(X?) varhato értéket. Az
el6z6 szakaszban latottakhoz hasonléan szamoljuk ki a fenti varhato értéket indikatorvaltozok
segitségével és a transzformalt varhato értékére vonatkozo formula segitségével is.

2.3.7. Példa. Legyen X ~ Geo(p), meghatarozzuk az E(X?) értéket. A transzformalt
varhato értékére vonatkozo tétel alapjan

X ="K -PX =k =Y k1-p*'
k=1 k=1

Hasonl6 triikkoét alkalmazzuk, mint a varhato érték kiszamolasa esetén: az Osszeg elsé tag-
jat levalasztjuk, a tobbi tagot pedig atalakitjuk dgy, hogy a varhato érték, ill. annak a
transzforméltja megjelenjenek. Ez utobbit egy (1 — p) tényezd kiemelésével tudjuk elérni:

E(X?)=1%p+ Zk2(1 —p)fp=p+ > (m+1)*(1—p)"p

m=1

=p+ Z m? +2m+1)(1 —p)™ 'p.
m=1
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Az utobbi 6sszeg 3 részre bonthato:

z:(m2 +2m+ D1 —-p)™lp=

m=1

S omPl—p"p+2- ) m(l—p)"p+ > (1-p)"'p
m=1 m=1 m=1

E(X?) +2E(X) +1,

hiszen az utols6 szummaéban a P(X = m) valoszintiségeket adjuk 6ssze az X minden lehetséges
értékére. Tehat

E(X?) =p+ (1 —p)(E(X?) +2E(X) +1) = (1 — p)E(X?) +2(1 — p)E(X) + 1.
Az E(X) = % értéket behelyettesitve és az egyenletet atrendezve:

2-2 1 2-
E(X?) = p2p+]3: pr.

A szakasz hatralévs részében két valtozo szorzatanak varhato értékét kezeljiik. Legyenek
tehat X, Y : 2 — R ugyanazon valoszintiségi mezoén értelmezett valoszintiségi valtozok. Ekkor
XY : Q) — R is egy valoszintiségi valtozo, és amennyiben ennek varhato értéke 1étezik, akkor
definici6 szerint ez (az Gsszeg varhato értékének levezetésében latottakhoz hasonloan)

EXY)= Y m-PXY=m)= Y m-P<U{X:s,Y=t}>

méEran XY méeran XY st=m
= > m- Y PX=sY=t)= > Y st-P(X=sY=t
méEran XY st=m s€ran X t€ranY

= Z Z st fxy(s,t).

s€ran X t€ranY

2.3.8. Példa. Tekintsiik ismét a 2.2.1. példaban latott valdszintségi valtozokat, amelyekre
tehat ran X = {2,3,5} ésranY = {0, 1,2}, tovabba az egyiittes eloszlasuk

X
v 2 3 5

0 0,05 ] 0,15 | 0,1
1 0,1 ] 02 ] 0,1
0,05 | 0,2 | 0,05

A fenti formula szerint
E(XY)=2-0-0,06+3-0-0,15+5-0-0,1
+2-1-0143-1-024+5-1-0,1
+2-2-006+3-2-02+5-2-0,05
=024+06+05+02+1240,5b=3,2.
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Egy fontos specialis esetben, nevezetesen fiiggetlen valtozok esetén a szorzat varhato érté-
ke egyszertien kiszamolhato az egyes tényez6k varhato értékbdsl. Ugyanis ekkor fxy = fx- fy,
azaz a fentiek szerint

E(XY) = Z ZSt fxy(s,t) = Z ZSt fx(s)fy(t)

s€ran X t€ranY s€ran X t€ranY
= ( > s-fX(s)> ( > t-fy(t)) = E(X)E(Y).
s€ran X teranY

Fontos megjegyezni, hogy a fenti atalakitasok csak akkor helyesek, ha a jobb oldalon szerepld
mindkét varhato érték létezik (azoknak a létezésébdl viszont mar kovetkezik a szorzat varhato
értékének létezése, legalabbis fliggetlen valtozok esetén). Az utébbi technikai megjegyzésben
foglaltakat elfogadva belattuk tehat a kovetkezdt:

2.3.4. Allitas. Ha X ésY fiiggetlen diszkrét valdsziniségi vdltozok, tovdbbd az E(X) és E(Y)
vdrhato értékek léteznek, akkor B(XY') is létezik, és E(XY) = E(X)E(Y) teljesil.

A fenti tétel allitasa természetesen altalaban (vagyis a fiiggetlenségi feltétel nélkiil) nem
érvényes. Az olvaso a 2.3.8. (és 2.2.1.) példaban szerepld marginélis eloszlasokat kiszamolva
konnyen meggydzédhet arrol, hogy ebben az esetben E(XY) # E(X)E(Y) (6sszhangban
a 2.2.1. gyakorlat eredményével, tehat azzal, hogy a valtozok nem fiiggetlenek).

Végezetill megjegyezziik, hogy egy X valtozd varhato értékének létezésébdl altalaban
nem kovetkezik példaul az X2 varhato értékének létezése. Ugyanigy, az X és Y valoszintiségi
valtozok létezésébdl altalaban nem kovetkezik az XY varhato értékének a létezése. A jegyzet
hétralévs részében viszont kizarolag olyan valtozokat vizsgalunk, ahol ilyen probléméak nem
meriilnek fel.

2.4. Variancila és szOras

A varhato6 érték leirja ugyan egy valoszintiségi valtozo atlagos viselkedését, az atlag azon-
ban arrol keveset mond, hogy az értékek ett6l milyen messze esnek. Ha példaul egy valtozo a
+10 értékeket veszi fel % = % valoszintiséggel, akkor bar a varhato értéke 0 lesz, de a valtozo
értékei ettsl lényegesen eltérnek.

A szoras ill. a szordsnégyzet (vagy més néven variancia) olyan, az eloszlasra jellemzd
fontos szamszerd adatok, amik a varhato értéktsl valo eltérést mérik. A két érték kozti
kapcsolat mér az elnevezésbdl is latszik: a szorés a szorasnégyzet nemnegativ gyoke. E két
kiilonbo6z6 fogalom hasznélatanak az az oka, hogy mig az abszolit eltérésnél jobban kezelhetd
az atlagos négyzetes eltérés, az eltérés mértékegysége viszont a szorasnal egyezik meg az
eredeti mértékegységgel. Ez kés6bb a statisztikai példakban is lathato lesz.

2.4.1. Definici6. Legyen X egy diszkrét valoszintiségi valtozo, melynek létezik a varhato
érteke. Ha az E((X — E(X))?) varhato érték is létezik, akkor ezt az X szdrdsnégyzetének
(vagy variancidjinak) nevezziik, és D?(X)-el jeloljiik. A szérdsnégyzet nemnegativ gyokét az
X szordsdanak nevezzik és D(X)-el jeloljik.

Egy valoszintiségi valtozo szorasnégyzete tehat (ha létezik) a varhato értékétsl vett négy-
zetes eltérésének a varhato értéke. Igy tehat egy nemmnegativ valoszintségi valtozo varhato
értékeként maga is nemnegativ, ezért valoban van értelme a nemnegativ négyzetgyokérsl
beszélni (azaz a fenti definicio értelmes).
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Megjegyezziik még, hogy egy egyszert valoszintiségi valtozo esetén a varhato érték és a
szorasnégyzet is mindig véges, ilyen esetben tehat a létezés kérdésével nem sziikséges foglal-
kozni. Ha azonban az értékkészlet végtelen, akkor méar 6vatosabbnak kell lenni, de az ezzel
kapcsolatos aprobb technikai részletekbe az aldbbiakban nem fogunk belemenni (azon tul,
hogy az allitasokat pontosan fogalmazzuk meg).

2.4.1. Allitas. Legyen X eqy diszkrét valdszintségi vdltozo, amelynek létezik a szérdsnégyzete.
Ekkor tetszdleges c € R esetén

DX +¢)=D(X), D(cX) = |e|D(X).

Bizonyitds. Az elsé allitast elegendd az X szorasnégyzetére bizonyitani, mig a masodik allitas
esetében a vele ekvivalens D?(cX) = ¢?D?(X) allitast igazoljuk. Tekintsiink a ¢ szdmra egy
konstans valoszintségi valtozoként (ami minden w € 2-hoz a ¢ értéket rendeli), ekkor persze
¢ = E(c) érvényes. Ezért
D*(X) = E((X — E(X))?) = E((X + ¢ — [E(X) +E(c)))?)
=E(X +c—E(X +0)%) =D*(X +0),

D*(cX) = E((cX — E(cX))?) = E((cX — cE(X))?)
= E(c*(X — E(X))) = CE((X — E(X))*) = ¢'D*(X),
ahol a mésodik és a negyedik egyenlGségnél hasznaltuk a varhato érték linearitasat. ]

A fenti definici6 ugyan szemléletes, de a szorasnégyzet kiszdmolasahoz leggyakrabban a
kovetkezd formulat hasznaljuk:

2.4.2. Allitas. Legyen X eqy diszkrét valdszindségi vdltozd. Az X -nek pontosan akkor létezik
a szordsnégyzete, ha B(X?) létezik, és ekkor

D*(X) = E(X?) — E(X)%

A létezés kérdését (a korabbi megjegyzéseinkkel 6sszhangban) nem részletezziik, a fenti
formula viszont egyszertien adodik a kovetkezd szamolasbol (hasznalva a varhato értékek
létezését és a varhato érték linearitasat):

D?(X) = E(X — E(X))?) =E(X? - 2E(X) - X + E(X)?)
=E(X?) — 2E(X) - E(X) + E(X)* = E(X?) — E(X)*.
2.4.1. Példa. Legyen X egy kockadobas eredménye. A 2.3.1. példédban kiszamoltuk, hogy
7 91
B(X) = £ 6 B(X?) = — fay

D*(X) =E(X?) - E(X)* = % — % = i’—; D(X) ~ 1,71.

2.4.2. Példa. Legyen A egy esemény, melyre P(A) = p, és legyen 14 a hozza tartozo indi-
katorvaltozo. Mivel 14 csak a 0 és a 1 értékeket veszi fel, igy valojaban 14 = 1 4, tehét

D*(14) = E(1%) — E(14)* = E(14) — E(14)* = p—p* = p(1 —p).
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Ahogy azt mar kordbban megtapasztaltuk, egy binomiéalis eloszlasu valtozot indikatorval-
tozok Osszegeként felirva az eloszlas varhato értékének meghatarozésa lényegesen leegyszerti-
sodik a varhato érték linearitasanak kdszonhetSen. Ezt az utat szeretnénk tehat kdvetni ezen
eloszlas szorasnégyzetének esetén is, azonban a gond az, hogy egy Gsszeg szorasnégyzete alta-
laban nem a szorasnégyzetek Osszege. Szerencsére bizonyos speciélis esetekben ez a probléma
egyszerten elharul, ugyanis (példaul) fiiggetlen valtozokra a kivant tulajdonsag teljestil:

2.4.3. Allitas. Ha X ésY fiiggetlen diszkrét valdszintségi valtozok, melyekre D*(X) és D*(Y)
véges, akkor D*(X +Y) =D?*(X) + D*(Y).

Bizonyitas. ElGszor is megjegyezziik, hogy a szorasnégyzet definicidja ill. a 2.4.2. Aallitas
szerint a szorasnégyzetek végességebdsl E(X), E(Y), E(X?), E(Y?) végessége is kovetkezik.
Mivel tovabba az X és Y valtozok fliggetlenek, ezért a 2.3.4. allitas szerint E(XY) is létezik,
és E(XY) =E(X)E(Y) teljesiil.

A 2.4.2. allitasban szerepls formula alapjan

DX +Y)=E(X +Y)}) —E(X +Y)?
=E(X?+2XY 4+ Y?) — (E(X) +E(Y))?
= R(X?) 4+ 2E(XY) + E(Y?) — (E(X)? 4+ 2E(X)E(Y) + E(Y)?)
=RE(X?) -EX)??+E(Y?) -EY)*+2EXY) - E(X)E(Y))
=E(X?) —EX)??+E(Y?) -E(Y)*+0=D*X) +D*Y),

ahol a varhato érték linearitasanak alkalmazasanal felhasznaltuk az egyes varhatéd értékek
létezését is. [

A fentihez nagyon hasonl6 szamolasok megadjak az analog allitast n valtozo esetén is:

2.4.4. Allitas. Ha X,..., X, pdronként figgetlen diszkrét valdszintiségi vdltozdk, melyek
szorasnégyzete véges, akkor

DX(X) + -+ X,) = D*(Xy) + - - - + D?*(X,,).

Figyeljiikk meg, hogy a fenti allitdsban elegend§ a valtozoknak a pdaronként: fiiggetlenségét
feltenni, tehat nem kell, hogy egyiittesen fiiggetlenek legyenek. Ennek oka kénnyen latszik,
ha végiggondoljuk a bizonyitas menetét. Az el6zd bizonyitasban latott szémolast az n tagi
Osszegre végrehajtva az elss lépésében ugyanis az (X, + - - - + X,,)? varhato értéke, illetve az
(E(X1) 4+ - - + E(X,,))? kifejezés jelenik meg, ami miatt az E(X;X;) ill. E(X;)E(X;) tagok
keletkeznek, ezek pedig mar paronkénti fliggetlenség esetén is kiejtik egymast.

2.4.3. Példa. A fentiek alkalmazéasaként kiszamoljuk a binomialis eloszlas szorasnégyzetét.
Legyen X ~ B(n;p), ekkor X eloszlasa megyezik egy 14, +- - -+ 14, Osszeg eloszlasaval, ahol
Aq, ..., A, egylittesen fiiggetlen, p valoszintiség események, 14,,..., 14, pedig az ezekhez
tartozo indikator valoszintségi valtozok. A 2.2.1. allitasban lattuk, hogy az A; események
egylittes fliggetlensége esetén ezek az indikatorok is egyiittesen (és igy persze paronként is)
fiiggetlenek, ezért (felhasznalva a 2.4.2. példa eredményét is)

D*X)=D*(Ng, +---+14,)=D*(1y,) +---+D*(14,) = np(l —p).

2.4.4. Példa. Végezetiil kiszamoljuk egy X ~ Geo(p) geomatriai eloszlasu valtozo szoras-
négyzetét. A munka oroszlanrészét mér elvégeztiik a 2.3.5. és a 2.3.7. példékban. Ezek
eredményei és a 2.4.2. allitas szerint

D*(X) = E(X?) —E(X)* = - =
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Gyakorlatok, feladatok

2.4.1. Gyakorlat. Az X ésY diszkrét valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasat tartalmazza
az alabbi tablazat. Szamoljuk ki a D?(X) és a D?(Y) szorasnégyzeteket. Hatarozzuk meg az
X +Y valtozo eloszlasat és szordsnégyzetét is.

X
v -1 1

1 [[1/10]1/5
1 |[3/10]2/5

2.4.2. Gyakorlat. Egy oktaéder alaka szabélyos dobdkocka lapjai az 1,2,...,8 szamokkal
vannak szamozva. Dobjunk ezzel a dobdkockaval kétszer egymastol fiiggetleniil. Hatarozzuk
meg az a dobott szamok Gsszegének varhato értékét és szorasat.

2.4.3. Gyakorlat. Legyen X ~ Geo(3). Adjuk meg az E((3 — X)?), a D(5 — 2X) ¢és az
E((X + 1)(X — 2)) mennyiségeket.
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3. fejezet

Abszolat folytonos valdszintiségi valtozok

A diszkrét valoszintségi valtozok utan ebben a fejezetben egy mésik fontos osztallyal is-
merkediink meg: az abszolit folytonos valoszintiségi valtozokkal. Ezekre egészen természetes
példak adodnak egyszerti geometriai megfontolasok alapjan, amikhez azonban olyan (in. geo-
metriai) valoszintségi mezskre lesz sziikségiink, amelyek mar nem targyalhatok a méasodik fe-
jezetben rogzitett keretek kozott. Igy a fejezet elss szakaszaban az tn. Bertrand-paradoxonon
keresztiil ismerkediink meg a valoszintiségi mez&k egy tijabb csoportjaval, amelyekben a kime-
neteleket geometriai objektuomk, azaz az egyenes, a sik ill. a tér pontjai alkotjak. Ezeknek
segitségével olyan valtozokat definidlhatunk, amelyek nem diszkrétek, igy a valoszintiségi val-
tozok fogalmat altalanosabban kell majd megfogalmaznunk. Ezek eloszlasanak leiraséara is 4j
eszkozoket vezetiink be, mégpedig a valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényét, melyekkel az
eloszlas mellett a valtozok fliggetlenségének fogalma is leirhato.

A legfontosabb példaink azonban olyan valtozok lesznek, amelyeknél a diszrét véaltozok
eloszlasanak leirdasara hasznalt sulyfiiggvény fogalmanak létezik egy analogonja, az tn. si-
riiségfiiggvény. Ezeknek a kezeléséhez a differeciél- és integralszamitas eszkoztarat kell majd
mozgositanunk. Mindennek segitségével bevezetjiikk majd a diszkrét esetben definialt legfon-
tosabb fogalmak és eloszlasok, azaz a varhato érték, a szorés, ill. az egyenletes és geometriai
eloszlasok folytonos megfelelGjét.

A fejezet mésodik részében az egyik legjelentésebb abszolut folytonos eloszlas, az un.
normélis eloszlas lefrasaval foglalkozunk részletesen. Ezzel kapcsolatban targyaljuk majd a
valoszintiségszamitas legfontosabb tételeinek egyikét is: a centrélis hatareloszlas tételét, mely-
nek a kovetkezd fejezetben bemutatjuk néhany statisztikai alkalmazasat. A szakasz végén egy
masik jelentds tétel targyalasa sem maradhat el: az in. nagy szamok torvényének segitsé-
gével precizen megfogalmazhatjuk azt, amire a valoszintiség szemléletes definici6jdban méar
épitettiink, nevezetesen, hogy a valdszintiség az a szam, amely koriil a relativ gyakorisagok
"ingadoznak". Ezzel fejezziik be a valoszintiségszamitas alapjainak felépitését.

3.1. Geometriai valészintiségi mezdk

Ebben a szakaszban olyan példakat vizsgalunk, melyek Osszekotik a geometria és va-
loszintiségszamitas fogalmait. Amint azt alabb latni fogjuk, ez a toérekvésiink rovid tton
ellentmondésokat sziilhet, legalabbis ha nem vagyunk elég dvatosak. A kiévetkezs klasszikus
példéan demonstraljuk, hogy a precizitast elhanyagolva hogyan vezethet téviutra az intuicio.
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A Bertrand-paradoxon

Tekintsiik a kovetkezs problémat: véletlenszerten kivalasztjuk egy egység sugara kor egy
hurjat, mi a valoészintisége, hogy a hur hosszabb, mint a korbe irhat6 szabalyos haromszog
egy oldala? A paradoxon elnevezést az indokolja, hogy az alabbi harom érvelés kiilonb6z6
végeredményeket ad.

1. megoldas. Valasszuk ki elGszor véletlenszertien a koérvonal egy P pontjat, majd va-
lasszunk ettdl fiiggetleniil egy masik ) pontot is a korvonalon. A két pont meghataroz egy
véletlenszertien valasztott hirt. Ha a kdrbe berajzoljuk azt a szabélyos haromszoget, melynek
egyik csicsa P (és a masik két cstcs is a korvonalon van), akkor kénnyen lathatoan pontosan
akkor lesz a P() hir hosszabb a haromszog oldalanal, ha ) a haromszog P-t6l] kiillonbo6z6 két
csucsa altal meghatarozott révidebb koriven van. Ez P-t6l figgetleniil a korvonal 1/3 része,
igy tehat a keresett valoszintiség 1/3.

3.1. dbra. A jo (piros) és rossz (kék) esetek a paradoxon elsé megoldasaban

2. megoldas. Valasszuk ki véletlenszertien a kor egy sugarat, majd valasszunk azon vé-
letlenszertien egy pontot. E ketts egyértelmtien meghataroz egy hurt, mégpedig azt, ami
merdleges a sugarra, és keresztiilmegy a valaszott ponton. Tekintsiik azt a korbe irt szaba-
lyos haromszoget, amelynek egyik oldala meréleges a sugarra. Ez az oldal a sugarat konnyen
lathat6an annak felez6ponjaban metszi. A valasztott har tehat akkor hosszabb a korbe irt
szabalyos haromszog oldaldnal, ha a sugaron véletlenszertien valasztott pont a sugar felezs-
pontja és a kor kozéppontja kozt van. Mindez a sugar valasztasatol fiiggetlentl teljesiil, és
eszerint tehat a hur 1/2 valoszintséggel lesz nagyobb a haromszog oldalanal.

3.2. abra. A jo (piros) és rossz (kék) esetek a paradoxon mésodik megoldasaban

3. megoldas. Valasszunk ki a korlapon egy P pontot véletlenszerien. Ez egyértelmtien
meghataroz egy hirt kovetkez6képp: huzzunk egy sugarat a kor kézéppontjabol a P ponton
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keresztiil, és valasszuk azt a hart, ami merdleges erre a sugarra és atmegy a P ponton. Figyel-
jiik meg, hogy ez a gondolatmenet csak akkor érvényes, ha P és a kor kozéppontja kiillonb6zs.
Azokat a hirokat tehat ilyen médon nem kapjuk meg, amik atmennek a kor koézéppontjan.
Egy kézenfekvs megoldas erre a probléméra, hogy a fent emlitett hirokat egyszerten kizarjuk
a vizsgélat alol, azokat tehat sosem valasztjuk ki. Nem nehéz meggondolni, hogy az el6z6 két
okoskodas ezzel a megszoritassal ugyanolyan végeredményre vezet (ahogy késébb fogalmazni
fogunk: pusztan egy 0 valoszintiségi eseménytdl tekintiink el).

A 2. megoldéasban latott okoskodas azt adja, hogy ha a kor kézéppontja koriil egy 1/2
sugart kort rajzolunk (amely egyben a nagyobb kérbe irt szabalyos haromszogek beirt kore),
akkor pontosan az ezen korlapra es§ P pontok adnak olyan hirt, amely hosszabb a szabalyos

haromszog oldalanal. A keresett valdszintiség tehat a kis és a nagy kor teriiletének aranya,

0,52-7 1
azaz ———— = —.
12.7 4

3.3. abra. A jo (piros) és rossz (kék) esetek a paradoxon harmadik megoldasaban

Melyik megoldas a jo a fentiek koziil? A vélasz valojaban az, hogy mindegyik. A kiilon-
b6z6 végeredmények abbol addédnak, hogy a harom esetben kiiloboz6képp generaljuk a hirt,
azaz val6jaban harom teljesen kiilonbo6zé problémaéat kezeltiink.

Visszafele haladunk a kiilonb6z6 megoldasok elemzésében. A harmadiknal van a legegy-
szeriibb dolgunk. A hur valasztasa valojaban megegyezik egy pont vélasztésaval a korlapon
(pontosabban a kilyukasztott korlapon, hiszen a kézéppontot nem vélaszthatjuk). A jo ese-
teket az azonos kozéppontu 1/2 sugara kérlap pontjai reprezentéljak, valoszintiségként pedig
e két korlap teriiletének aranyéat tekintjiilk annak megfelel6en, mint mikor egy véges ese-
ménytéren a "jo eset/Osszes eset" képletet alkalmaztuk a klasszikus valészintiségi mérték
definialasanal.

A masodik megoldéasnal két pontot valasztunk, egyet a korvonalon, egyet pedig az altala
meghatarozott sugaron. A masodik pont véilasztasa fiigg az els6tél, de valojaban a vélasz-
tasunk két fiiggetleniil valasztott szammal is leirhat6. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel,
hogy a kor koézéppontja az origd. Ekkor a kérvonalon vélasztott pont megadhato a szoggel,
amit a valasztott pontba htzott sugar és az x tengely egymassal bezar, azaz egy « € [0;27)
intervallumbol valasztott szammal. Ha ezen feliil még valasztunk egy szamot a r € [0; 1] in-
tervallumbol, és ezt mint tavolsdgot felmérjiik a valasztott pontbol az origéba hiizott sugarra,
akkor igy megkapjuk a masodik pontunkat (és egyben a hurt is).

Ahelyett, hogy két szamrol beszélnénk, azt is mondhatjuk, hogy a [0; 27) x [0; 1] téglalapon
valasztunk véletlenszertien egy pontot (a két szam pedig ennek két koordinataja lesz). A jo
esetek azok a szamparok lesznek, ahol a méasodik koordinata a (0,5;1] intervallumban van,
ami épp azt jelenti, hogy a pont a sugaron a felez6pont és a kézéppont kozt van. Azaz a jo
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eseteket éppen a [0; 27) x (0,5; 1] téglalap irja le. Ennek tertiletét és a nagy tégalap teriiletével
osztva pedig éppen az 1/2 valoszintség adodik.

3.4. abra. A masodik megoldasnél egy téglalap egy pontjat véalasztjuk ki véletlenszertien

Az els6 megoldasnal két pontot véalasztunk a kérvonalon egymastol fiiggetleniil, egyenle-
tesen véletlenszerden. Ismét feltéve, hogy a kor kozéppontja az origd, mindkét pont egyértel-
mitien jellemezhets egy-egy szoggel, amit a valasztott pontokba htizott sugarak és az x tengely
egymaéssal bezarnak, azaz egy-egy [0, 27) intervallumba es6 szammal. Ismét mondhatjuk te-
hat azt, hogy a [0,27) x [0, 27) négyzeten valasztunk véletlenszertien egy pontot (a két szog
pedig ennek két koordinatéja lesz).

Ha az els6 koordinata egy fix a szam, akkor a beirt haromszog oldalanal hosszabb hurok-
hoz a-nal tébb mint 120°-kal, de kevesebb mint 24(0°-kal kell nagyobbnak lennie a masodik
koordinatanak. Azaz egy fix a-ra az {a} X (a + 27/3; 0 + 47 /3) szakasz irja le a jo ese-
teket. Vigyéazni kell azonban, hogy ez a szakasz kinytlhat a négyzetbdl, ezért ezt "2m-vel
maradékosan osztva" kell tekinteniink, azaz - szemléletesen fogalmazva - a kinylo6 szakaszt a
"négyzet aljan" kell folytatni, ahogy az az alabbi abrén lathato. Vagy precizen fogalmazva,
amennyiben a fenti szakasznak van olyan része, aminél a méasodik koordinata legalabb 2,
akkor ezt a részt el kell tolni lefelé 2m-vel.

3.5. abra. A harmadik megoldasnal egy négyzet egy pontjat vilasztjuk ki véletlenszertien

Az abran 1évé négyzet teriilete (2m)? = 4n%. A két piros rész nyilvan azonos teriileti,
elegendd az egyikét kiszamoni, és azt kétszerezni. Ezt megkaphatjuk, ha a fels6 sarok, azaz
47 /3 befogoju derékszogi haromszog teriiletébdl kivonjuk a fehér csiicsok teriiletét (amely
egy 2m/3 befogoju derékszogi haromszog). Tehat piros teriilet:

o (AL (2t 1| _an
3 2 3 2 37

ennek és a négyzet teriiletének aranya pedig a varakozasainknak megfelelGen 1/3.
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A geometriai valészintiségi mez6k definicioja

A fenti harom példaban a kimenetelek harom kiilénb6z6 halmazbol keriiltek ki, tehét
harom kiilénb6z6 eseménytérrdl beszéltiink (holott latszolag ugyanazt a probléméat irtuk le).
Ezek az eseményterek, és igy az események is a sik részhalmazai voltak, a valoszintiséget
pedig az adott esemény és a teljes eseménytér teriileteinek aranyaként definialtuk.

Ezek specidlis esetei az Gan. geometriai valosziniségi mezdknek, melyek altalaban a ko-
vetkez6Sképp irhatok le:

e () (eseménytér): az egyenes/sik/tér véges hosszusagu/teriiletii/térfogati részhalmazai;
e az események az () részhalmazai (valojaban nem mindegyik, lasd a megjegyzést alabb);

o cgy A C Q esemény P(A) valoszintisége az A és Q hosszanak /teriiletének /térfogatanak
aranya.

Megjegyzés. Itt nem tériink ki ra részletesen, de valojaban nem lehet az egyenes/sik /tér egy
tetszbleges részhalmazanak hosszat /tertiletét /térfogatat definialni, azaz az eddigi példainktol
eltérGen nem lehet az €2 egy tetszéleges részhalmaza esemény. Ennek a problémanak a kezelése
a mértékelmélet témakorébe tartozik, amely a valoszintiségszamitas preciz matematikai felépi-
téséhez elengedhetetlen eszkoztar is egyben. Itt azonban a technikai részletektdl eltekintiink,
megelégsziink azzal, hogy a kés6bbiekben altalunk tekintett részhalmazokra ezek a mennyi-
ségek gond nélkiil definidlhatok, azaz ezek mindig események lesznek. Annyit azonban még
megemlitiink, hogy az események halmaza minden esetben zart a szokasos halmazmiiveletek-
re (azaz az a megszamlalhato uniora és metszetre, ill. a kiilonbség- és komplementerképzésre)
nézve. Ezt a késGbbiekben hallgatélagosan gyakran kihasznaljuk majd.

A geomteriai valoszintiségi mezdk valojaban nem csak geometriai problémék kezelésénél
segitenek. Rengeteg olyan véletlen mennyiség van, amelynek értékét célszerid egy intervallum
egy elemeként kezelni. Ezek koziil a legegyszertibb eset az, amikor egyenletesen véletlen-
szertien szeretnénk valasztani egy szamot pl. a [0; 1] intervallumbol (fiiggetlentil barmilyen
geometriai problémétol). Bar a valosdgban ezt az intervallumot nem osztjuk korlatlanul kicsi
részekre, a matematika szemszogébdl nézve célszeri az ilyen mennyiségeket a valds szamok
segitségével modellezni, tehat az intervallum egy tetszéleges elemét lehetséges kimenetelnek
fogjuk tekinteni, a valdszintiségi mérték pedig - legalabbis ha a kimenetelt egyenletesen vé-
letlenszertien valasztjuk - meg fog egyezni a fent definialt geometriai valoszintiséggel.

Magasabb dimenziés eseményterek is egyszertien adédnak, példaul ha fiiggetleniil valasz-
tunk két szamot egy-egy intervallumbol. Ebben az esetben a kimenetelt (ahogy a Bertrand-
paradoxon els6 és masodik megoldéaséban is tortént) az intervallumok Descartes-szorzata altal
leirt téglalapbol valo valasztéssal modellezhetjiik, ahol a két fiiggetleniil valasztott szédmot a
valasztott pont két koordinataja adja. Bar szemléletesen nyilvanvald, hogy a koordinatak
értékei egy ilyen vélasztasnal nem befolyasoljak egymast, de kés6bb a valoszintiségi valtozok
fiiggetlenségének (altalanos) definicidja utéan ajbol ez a tény majd ajbol megerdsitést nyer.

Hasonloképp jarhatunk el 3 (vagy tobb) fiiggetleniil (de egyenletesen véletlenszertien va-
lasztott) szam esetén, ekkor az eseménytereink téglatestek (vagy altalaban magasabb di-
menzios téglatestek) lesznek. Ebben a jegyzetben nem tekintiink 3-nél magasabb dimenzids
eseménytereket.

A valasztott szamok viszonyénak jellemzése ilyen esetekben a megfelel§ téglalap vagy
téglatest kiilonbozd részhalmazainak vizsgilatara vezethets vissza. Ezt lényegében mar a
Bertrand-paradoxon lehetséges megoldasainél is lathattuk, az alabbiakban pedig két ujabb
példan illusztraljuk a fent leirtakat.
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3.1.1. Példa. Valasszunk két szamot egyméasol fiiggetleniil és egyenletesen a [0; 1] interval-
lumbol. Mi a valészintisége, hogy az mésodik szam nagyobb az elsénél?

A fentieknek megfelelGen ebben az esetben a két szam vélasztésa megfelel egy P = (z,y)
pont valasztasanak az Q = [0; 1] x [0; 1] egységnégyzetbdl, a valasztott szamok pedig a pont
x és y koordinatéi lesznek. Jeldlje x az els6, y pedig a masodik vélasztott szamot, ekkor a
kérdés a P(x < y) valoszintiség. Az x < y egyenlStlenség altal leirt esemény azon P € )
pontokbdl all, amelyek koordinataira az teljestiil. Vilagos, hogy ezek éppen az x = y egyenes
folé es6 sikrésznek azon pontjai, amik az ) egységnégyzetben is benne vannak, vagyis az
A = (0;0), B = (0;1) ill. C = (1;1) pontok altal meghatérozott haromszég pontjai. A
geomteriai valoszintiségi mezGben ezen esemény valdszintisége az ABC haromszog és az ()
egységnégyzet teriileteinek az aranya, vagyis 1/2.

3.1.2. Példa. Valasszunk (ismét) két szamot egymasol fiiggetlentil és egyenletesen a [0; 1]
intervallumbol. Mi a valoszintisége, hogy a valasztott szamok négyzetosszege 1-nél kisebb?

Ismét az Q = [0;1] x [0; 1] egységnégyzetbdl valasztunk egy P = (z,y) pontot. Vegyiik
észre, hogy az 12 + y? négyzetdsszeg éppen a P pont origétol mért tavolsdganak a négyzete.
Ennek értéke pontosan akkor lesz 1-nél kisebb, ha a gyoke, vagyis a P és az origd tavolsaga
kisebb, mint 1. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a pont rajta van az origé kozéppontu, 1
sugaru korlapon. Ennek az () egységnyégyzetbe ess része egy negyedkor, aminek a teriilete
az egységkor teriiletének negyede, és mivel az egységnégyzet teriilete 1, igy

T'(negyedkor)

P(z®+y° <1) = ()

= T'(negyedkor) = %,

ahol T'(+) a tertiletet jeldli.

Végezetiil még kiemeljiik egy (a korabbi példakhoz mérten) kiilonos tulajdonsagat a geo-
metriai valészintiségi mezdknek. Az egy pontbol allo halmazok hossza/tertilete/térfogata
minden esetben 0, igy ezekben az esetekben P({x}) = 0 teljesiil minden z € Q2 elemi esemény
esetén. Hasonloan, két és harom dimenzioban a(z egy dimenzios) szakaszok tertilete/térfogata
és igy ezek valdszintisége is 0, tovabba az analog allitas érvényes harom dimenzioban a sikla-
pokra.

Gyakorlatok, feladatok

3.1.1. Gyakorlat. Egy 10 cm oldalhossztsagi négyzetre leejtiink egy 3 cm atmérsji kor ala-
ki pénzdarabot ugy, hogy a pénzdarab kézéppontja benne legyen a négyzetben. Tegyiik fel,
hogy a pénzdarab kozéppontja egyenletes valoszintiséggel eshet akdrhova (azaz egy barmilyen
x cm? teriiletd részbe esés valoszintsége z/100). Mennyi a valoszintisége, hogy a pénzdarab
lefedi a négyzet egy cstuicsat?

3.1.2. Gyakorlat. Vilasztunk egy pontot véletlenszerten az (1;1), (1;—1), (—1;—1) és
(—1;1) pontok altal meghatarozott négyzeten. Legyen A az az esemény, hogy a vélasztott
pont az origd kozépponti, 1 sugart korre esik, tovibba legyen B az az esemény, hogy a
véalasztott pont mindkét koordinataja pozitiv. Dontsiik el, hogy fiiggetlenek-e az A és B
események.

3.1.3. Gyakorlat. Véletlenszertien valasztunk egy pontot a (£10;410) csticspontok altal
meghatéarozott négyzeten. Mekkora az esélye, hogy a (—1;—1), (—=1;7), (5;—1) pontokat
0sszekotd haromszog, ennek origora vett kozéppontos titkorképe, vagy a (+2; +2) pontokat
0sszekotd négyzet koziil legalabb az egyik tartalmazza a pontunkat?
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3.1.4. Gyakorlat. A [0; 1] intervallumon talédlomra kivalasztunk két szamot egymaéastol fiig-
getlenil. Mennyi a valoszintisége, hogy az egyik szam tobb, mint kétszerese a mésiknak?

3.1.5. Gyakorlat. Anita és Balint megbeszélik, hogy talalkoznak. Egyikiik sem tul hata-
rozott vagy preciz ember, ezért csak annyiban allapodnak meg, hogy délel6tt 10 és 11 ora
kozott taldlkoznak egy meghatarozott helyen. Azonban sajnos a tiirelem sem az erdsségiik,
igy az érkezéstél szamitott 20 perc elteltével mindig elunjdk a varakozast, és tovabballnak.
Mennyi a talalkozas valoszintisége, ha mindketten egy véletlenszerd idépontban érkeznek?

3.2. Valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye

Az alabbiakban az el6z6 szakaszban definidlt geometriai valoszintiségi mezsk segitségé-
vel konstrualunk véletlen mennyiségeket modellezs valészintiségi valtozokat. Ovatosnak kell
azonban lenniink: ezek a valtozok nem kezelhetGk a masodik fejezetben felépitett eszkoztéar
segitségével. Ennek okai konnyen vilagossa valnak, amint a szakasz legfontosabb példainak
definici6jat megadjuk:

e Vilasszunk egy szamot (pontot) egyenletesen véletlenszertien a [0; 1] intervallumban.
Jelolje a szam értékét Y. Ekkor tehat Q = [0;1], Y pedig az az Q@ — R fiiggvény, ami
az eseménytér minden eleméhez 6nmagat rendeli.

e Vilasszunk egy pontot egyenletesen véletlenszertien a sikon az origd kézépponti egység
sugaru K korlapon. Legyen Z a valasztott pont és az origd tavolsaga. Ekkor tehat
Q= K, Z pedig az az 2 — R fiiggvény, amire (z,y) € Q esetén Z((z,y)) = /2% + y2.

Az 1.1.3. szakasz végén tett megjegyzéseink értelmében a fenti elsé eseménytér, vagyis
a [0;1] intervallum nem megszamlalhatoan végtelen, és mivel az origd kdzépponttu egység-
korlap tartalmazza (lényegében) ezt az intervallumot az x tengely egyenesén, igy e korlap
pontjainak szama sem lehet megszamlalhatéan végtelen. Az ilyen halmazok kezelése ugyan
mar eleve kiviil esik a masodik fejezet eszkoztardnak hatarain, de a 2.1.1. definicié utan tett
megjegyzésben azt is emlitettiik, hogy a fogalmat teljes altalanossdgban definialva valdjaban
nem az eseménytér, hanem a valtoz6 értékkészletének szamossaga hatarozza meg, hogy az
adott valtozo diszkrét-e. Azonban vilagos, hogy ebben az esetben ranY = ran Z = [0; 1], és
igy az Y és Z fiiggvények nem diszkrét valosziniségi vdltozok, mert az értékkészletiik nem
megszamlalhato.

A fenti példak és a diszkrét valtozok kozti lényeges kiilonbséget jol illusztralja a kdvetkezs
probléma. Vegyiik észre, hogy tetszSleges t € [0; 1] esetén az {Y = t} esemény az egy pontbol
allo {t} esemény lesz, ha t ¢ [0;1], akkor pedig a lehetetlen esemény. Ezért tehat (az el6z6
szakasz utolsé bekezdése szerint) P(Y = t) = 0 minden ¢ € R esetén. A Z valtozo esetében
minden ¢ € (0;1] esetén a {Z = t} esemény egy t sugariu korvonal, {Z = 0} az origobdl
allo esemény, mig ¢ ¢ [0;1] esetén {Z = t} = (. Ezen halmazok teriilete azonban 0, igy
P(Z =t) = 0 ebben az esetben is igaz minden t € R-re.

Mivel a fenti események mind 0 valészintiségtiek, igy a valtozok viselkedésérél nem hor-
dozhatnak elegendé informaciot. Latjuk tehéat, hogy a diszkrét valosziniiségi valtozokkal
ellentétben egy altalanos X valtozo esetén az {X = t} események valoszintiségei nem feltét-
leniil irjék le az eloszlast. Ezt a problémat gy kezeljiik, hogy altalanos esetben a P(X < t)
valoszintiségeket fogjuk hasznalni az eloszlds megadéasara. Késébb latni fogjuk, hogy ezek
ismerete elegendd az események valoszintiségeinek meghatarozasahoz.
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Ezen a ponton felmeriil még egy fontos technikai probléma, amire itt roviden kitériink.
Az el6z6 szakaszban a geometriai valoszintiségi mezdk definidlédsa utan tett megjegyzés sze-
rint egy geometriai valoszintségi mez6 esetén nem tekinthetjiik az {2 Osszes részhalmazat
eseménynek. Fel kell tenniink tehat a kérdést, hogy az {X < t} halmazok, tehat Q azon w
elemei, melyekre X (w) < t teljesiil, egyaltalan eseményt alkotnak-e? Vagyis: értelmes-e a
P(X < t) valoszintiségrol beszélni? A fenti példakban ez igy van, hiszen azokra

0, hat<o0
{Y <t} =< [0;t), haO<t<1
[0;1], hat>1,
illetve
0, hat<o0
{Z<t}=1 K;, hat<t<l1
Ky, hat>1,

ahol K; jeloli az origd kozépponti, t sugara korlapot. Mivel ezen halmazoknak létezik a
hossza /teriilete, igy a fenti események valoszintisége definialt:

0, hat <0,

(3.1) Py <) =4 MO, p0cr<t,

[([0;1])
1, hat>1,
ahol [(-) jeloli az intervallum hosszat, illetve
0, hat <0,
2
(32) Pz<t)=q TW) 1T pag<cist,
T(Kl) ™
1, hat>1,

ahol T'(+) a tertiletet jeldli.

Ahhoz, hogy az altalanos esetben is beszélhessiink a P(X < t) valoszintségekrdl, meg fog-
juk kovetelni, hogy ezek értelmesek legyenek. Azaz mostantol kezdve csak olyan X : 2 — R
fliggvényeket neveziink valosziniiségi valtozonak, amikre az {X < ¢t} C () halmaz
egyben esemény is minden egyes t € R esetén, és igy értelmesek a P(X < t) valoszintisé-
gek. Ezekkel a technikai részletekkel azonban a késébbiekben nem fogunk kiilon foglalkozni,
hanem el6rebocsatjuk, hogy minden altalunk (eddig vagy a késébbiekben) tekintett Q2 — R
fliggvény teljesiti ezt a feltételt, és igy valdszintiségi valtoz6. Minden készen all most az

s sz

3.2.1. Definicid. Legyen X : Q — R egy valoszintiségi valtozo, ekkor azt az Fx : R — [0; 1]
fliggvényt, melyet az

Fx(t) = P(X < t)

formula definial minden ¢ € R-re, az X valoészintiségi valtozo eloszldsfiigguényének nevezziik.

A (3.1) és (3.2) formulék tehat az Y és Z valoszintségi valtozok eloszlasfiiggvényét adjak
meg, ezek grafikonja lathato az alabbi abrakon.
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Fy(t)

05—

05—

05 1 15

Fz(t)
I

05

3.6. abra. Az Y és

05 1 15

Z valtozok eloszléasfiiggvényei

78




Legyen most V' egy kockadobas eredménye, ekkor

P(V <t) = > P(V = k).

1<k<min{¢,7} egész

A fenti 6sszeg minden ¢ < 1-re egy lires Osszeg, azaz definici6 szerint 0, majd ¢ € (1;2] esetén
egy 1 tagu Osszeget kapunk, melynek értéke P(V = 1) = %. Ha 2 < t < 3, akkor méar a

PV=1)+PV=2)= % osszeget kapjuk, és konnyen lathatéan az eredmény mindig é—dal
né, amint ¢ atugorja a kovetkezs egész szdmot. Ez igy meg egészen 6-ig, ¢ > 6 esetén méar
mindig 1-et kapunk. Mindezt egy formulaval is megadhatjuk:

0, hat <1,
t]—1
Fy(t) = H6 , hal<t<e,
1, hat > 6,

ahol [t] jeloli a t fels6 egészrészét, azaz a legkisebb egészt, melynek értéke legalabb ¢. A
formulanél azonban sokkal beszédesebb a V' eloszlasfiiggvényének grafikonja:

Fy(t)

I
4+ mil
3 =
2 -

1
e
—
= —
[
—
0 il
i —
2 —
& —
1 1 1 | 1 | 1 | 1

2 1 0 1 2 3 4 5 1 7 8

3.7. abra. A V valtozo eloszlasfiiggvénye
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Jol lathato, hogy mig YV és Z eloszlastfiiggvénye folytonos, addig V' eloszlastiiggvényére
ez nem igaz. Megjegyezziik, hogy diszkrét valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye sosem
folytonos.

Vannak azonban olyan tulajdonsagok, amik mindharom fiiggény esetén teljestilnek. Talan
a legszembedtlsbbek egyike, hogy ezek a fiiggvények (nem szigorian) monoton névék. Ez
kénnyen lathatoan barmely X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényére igaz. Ha ugyanis
s,t € R és s < t, akkor minden olyan w € Q-ra, melyre X (w) < s teljesiil, arra egyben
X(w) < tisigaz, azaz {X < s} C {X < t}. Ezért ekkor

Fx(s) = P(X < s) < P(X < t) = Fx(t)

is teljesiil az 1.1.2. allitas (iv) pontja szerint.
Nem ez az egyetlen kozos jellemzGje az eloszlasfiiggvényeknek, a kovetkezs tétel pontosan
karakterizalja, hogy mely fliggvények allnak eld ilyen modon.

3.2.1. Tétel. Egy F' : R — [0;1] fiiggvény pontosan akkor dll eld egy valdsziniiségi vdltozo
eloszlasfiigguényeként, ha a kévetkezd harom tulajdonsdg teljestl rd:

1. F (nem feltétleniil szigorian) monoton novd,
2. F balrdl folytonos, azaz minden t € R-re az F' baloldali hatdrértéke t-ben F(t),
3. limy oo F(t) =1 éslimy, o, F'(t) = 0.

A tétel kimondésa el6tt éppen azt lattuk be, hogy ha F' egy eloszlasfiiggvény, akkor az
elsé tulajdonsag teljesiil ra. A tétel tobbi allitasat nem bizonyitjuk, de kdnnyen ellenérizhetd,
hogy a fenti példékra valoban teljesiil mindharom tulajdonsag.

Az eloszlasfiiggvény értéke egy esemény valdszintiségeként van definialva, de segitségével
méas események valoszintiségei is kifejezhetdk:

3.2.2. Allitas. Legyen X eqy valdszintiségi vdltozd, s,t € R, s < t, ekkor
Fx(t)— Fx(s) =P(s < X < t).
Bizonyitas. Az allitas igazolasdhoz csupan azt kell meggondolni, hogy
{X<t}={X<stu{s<X <t}
egy diszjunkt felbontas, azaz a jobb oldalon egymaéast kizaré események unidja all. Ezért a
valoszintiségi mérték additivitasa miatt
PX <t)=P(X <s)+P(s< X <t)

« .0,

az allités. 0

Az eloszlasfiiggvényt azért vezettiik be, mert egyes valoszintiségi valtozoknal a P(X = t)
valoszintiségek nem voltak elégségesek az eloszlés jellemzésére. A diszkrét valoszintiségi val-
tozoknal azonban ez nem igy volt, ott a fenti valészintiségek barmely, a véltozo értékeinek
segitségével kifejezhetd esemény valoszintiségének kiszamolésahoz elegendék voltak. Vajon
tartalmaz-e az eloszlasfiigvény a diszkrét esetben elegendd informaciot ehhez? A vélasz ter-
mészetesen az, hogy igen, hiszen maguk a P(X = t) valoszintségek is kifejezhetsk a segitsé-
gével:

PX=t)=P(X <t)-P(X <t)= lim Fx(s)— Fx(t),

s—t+0
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ahol a jobb oldalon az els6 tagban jobb oldali hatarértéket vesziink. Ezt a formulat nem
bizonyitjuk, és a diszkrét esetben a gyakorlatban tovabbra is elssorban a P(X = t) valoszi-
niiségeket hasznéljuk az eloszlas megadasahoz.

Egyiittes eloszlas és fiiggetlenség

Az alabbiakban nagyon réviden és vazlatosan targyaljuk, hogy hogyan vizsgalhato egy-
szerre tobb valosziniiségi valtozo viszonya. Ahogy a diszkrét esetben a sulyfiiggvény tobbval-
tozos altalanositasa kézenfekvé modon irta le tobb valoszintiségi valtozo egylittes eloszlésat,
gy az altalanos esetben analég moédon kaphatjuk meg azt az eloszlésfiiggvény altaldnositasa-
val. Azaz, ha X = (X1,...,X,) egy valoszintiségi vektorvaltozo, vagyis Xi,..., X, : Q@ - R
azonos valdszintiségi mezén értelmezett tetszéleges valdszintiségi valtozok, akkor az egyiittes
eloszldsfiigguényiiket az

Fi(tl,...,tn) :P<X1 <t1,...,Xn <tn)

formula definidlja. Hasonl6an az egy valtozos esethez, az egyliittes eloszlasfiiggvény meg-
adasa elegend6 ahhoz, hogy minden, az Xi,..., X, valtozok segitségével leirhatd esemény
valoszintiségét meghatarozzuk, tehat azt mondjuk, hogy az eloszlasfiiggvény leirja a valtozok
egyiittes eloszlasat.

Fontos specialis eset az, amikor a valtozok viselkedése nincs hatassal egymasra, azaz a
valtozok fiiggetlenek egyméstol. A fiiggetlenséget azonban altalaban nem tudjuk megadni a
sulyfliggvény segitségével, de szerencsére az eloszlasfliiggvény erre a célra is jol hasznéalhato:

3.2.2. Definicio. Az X, Y : 0 — R ugyanazon valésziniiségi mezén értelmezett valoszint-
ségi valtozokat figgetlennek nevezziik, ha minden s,t € R esetén az {X < s} és {Y < t}
események fliggetlenek, azaz ha

FXQ/(S,t) = ]P)(X <sésY < t) = IP)(X < S)P(Y < t) = Fx(s)Fy(t>
teljestil.

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy a fenti definicid6 ugyanazt a fogalmat adja-e a
diszkrét esetben, mint amit a 2.2.3. definicioban kaptunk. Szerencsére belathato, hogy ez
igy van, tehat két diszkrét valtozo pontosan akkor fliggetlen a 2.2.3. definicié értelmében,
ha az utébbi definici6é értelmében azok. Vagyis az 14j fiiggetlenségfogalom a korabbinak az
altalanositésa.

3.2.1. Példa. Az el6z6 szakaszban megel6Slegeztiik azt a tényt, hogy egy téglalapon egyen-
letesen véletlenszertien valasztott pont koordinatii egymastol fliggetlenek. Ezt most be is
latjuk, azaz megmutatjuk, hogy a fenti definicibban megadott tulajdonsag teljesiil.

Legyen Q = [a;b] X [c;d], és valasszunk ezen a téglalapon véletlenszertien egy pontot.
Jelolje tovabba X a pont elss, mig Y a pont masodik koordinatajat, ekkor X : Q — [a;b] és
Y : Q — [¢; d] valoszintiségi valtozok, és minden s € [a;b] és t € [c; d] esetén

~ T(la;s] x [¢;d])  (s—a)d—c) s—a
PX<9)=""70@)  ~(=ad=0 b=a
~ T([a;d] x [e;t])  (b—a)({t—c) t—c
PY<D=""70)  ~G-ad=0 d=c
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tovabba

T([a;s] x [eit]) _ (s =a)(t =¢)
P(X <s,Y <t)= () S h—ad—c)

ahol T'(+) jeloli a tertiletet. Eszerint minden s € [a;b] és t € [c;d] esetén P(X < s,Y < t) =
P(X < s)P(Y < t) teljesiil.

Ha s < a vagy t < ¢, akkor konnyen lathatoan az el6bbi egyenlet mindkét oldala 0 lesz,
ha pedig s > b és t > d akkor a fenti valészintiségek értéke 1, igy az egyenlet ekkor is teljestil.
Ha s € [a;b] és t > d, akkor

T([a; s] x [c;d])
()

P(X <s,Y <t) = =P(X <s5)=P(X <s)-1=P(X <s)P(Y <1t),

a maradék egy eset pedig, tehat amikor s > b és t € [¢;d], ugyanigy kezelhets. Ezzel tehat
az allitast belattuk.

Végezetiil definidljuk tobb valtozo fiiggetlenségét az altaldnos esetben is:

3.2.3. Definicio. Az Xq,..., X, : © — R ugyanazon valészintiségi mezdén értelmezett valo-
szintiségi valtozokat pdronként/eqgyiittesen fiiggetlennek nevezziik, ha minden t,,...,t, € R

esetén az { X1 < t1},...,{X, < t,} események paronént/egyiittesen fiiggetlenek.

Gyakorlatok, feladatok

3.2.1. Gyakorlat. Valasszunk egy pontot véletlenszerten az (1;0), (0;1) és (—1;0) cstcsok
altal meghatarozott egyenld szart haromszog belsejében, és jelolje X a valasztott pont és az
x tengely tavolsagat.

a) Adjuk meg X eloszlasfiiggvényét.
b) Szamoljuk ki a {0,25 < X < 0,5} esemény valoszintiségét.

3.2.2. Feladat. A [0; 1] intervallumon véletlenszertien kivalasztunk két szamot. Legyen X a
két szam tavolsaga. Adjuk meg az X eloszlastiiggvényét.

3.2.3. Feladat. (M) Véletlenszeriien valasztunk két szamot a [—1; 1] intervallumbol. Legyen
X a két szam Osszege. Mi a valoszinilsége annak, hogy X pozitiv? Hatarozzuk meg X
eloszlasfiiggvényét.

3.2.4. Feladat. Az egységnégyzeten talalomra kivalasztunk egy P pontot. Jelolje X a P-hez
legkozelebbi oldal és a P pont tavolsagat. Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

3.2.5. Gyakorlat. Jelolje X az 6t6s lotton kihtizott 6t szam koziil a legkisebbet. Adjuk meg
X eloszlastiiggvényének értékét a 4 ill. 25 helyeken. Folytonos-e ez az eloszlasfiiggvény?

3.2.6. Gyakorlat. Legyen X egy kockadobés eredménye. Hatarozzuk meg az Y = (X — 3)2
eloszlasfiiggvényét.

3.2.7. Gyakorlat. Eloszlasfiiggvények-e az alabbi hozzarendelési szabalyi R — R fliggvé-
nyek?
0 (o) = {

1 hat >0,

1—e™ hat>0,
0 egyébkent. { (a€R)

0 egyébként.

2

c) Fit)=1—¢" d) F(t) = %arctg (t) + %
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3.3. Abszolut folytonos valtozok

Ebben a szakaszban a valoszintiségi valtozok egy specialis osztalyaval ismerkediink meg,
mégpedig olyan valtozokkal, amelyek esetében létezik a diszrét valtozoknal definialt sulyfiigg-
vény egy "folytonos" analogonja. Az el6z6 fejezet példainak nagy része is ilyen, ezek koriil egy
konkrét valtozot elemezve fogunk eljutni az an. strtségfiiggvény ill. az abszolut folytonos
valoszintségi valtozok fogalmahoz. Ezek utéan a diszkrét esetben mar latott varhato érték és
szorés fogalmait definidljuk az abszolut folytonos valtozok esetén is, majd néhény nevezetes
eloszlas elemzése kovetkezik.

3.3.1. A strtiségfiiggvény fogalma

Tekintsiik a kévetkezs, az el6z8 szakaszbol mar ismert valoszintségi valtozot: valasszunk
egy pontot véletlenszertien a sikon az origd kézépponti egység sugara korlapon, és legyen Z
a valasztott pont tavolsaga az origotol. ElGszor is emlékeztetiink, hogy

0, hat <0,
(3.3) F;(t)=P(Z <t)=< t*, haO0<t<1,
1, hat>1.

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy ennek segitségével felirhatok mas események valdszintiségei
is, példaul ha s,t € R, s < t, akkor P(s < Z < t) = Fy(t) — Fz(s). Tovabba, mivel
P(Z = s) = 0 minden s € R esetén, valamint

{s<Z<t}={Z=stU{s< Z <t}
egy diszjunkt felbontés (azaz a jobb oldalon egymast kizaré események unioja all), igy
Ps<Z<t)=P(s<Z<t)—P(Z=35)=P(s<Z<t)=Fzt)— Fz(s)

is érvényes, tehat ebben az esetben mindegy, hogy az intervallum végpontjat a fenti esemény-
ben szamitasba vessziik vagy sem. Hasonl6 érveléssel adodik ugyanez a masik végpontra,
tehat az [s;t], [s;t), (s;t] és (s;t) intervallumokba ugyanolyan eséllyel esik a Z véltozo.
Ez érvényes minden olyan valészintiségi valtozora, ami az adott intervallum végpontjainak
értékét 0 valoszintséggel veszi fel. Latni fogjuk, hogy az aldbb definialt abszolut folytonos
valoszintiségi valtozoknél ez igy lesz.

Habéar P(Z = t) = 0 érvényes minden ¢ € R esetén, mégis van arrdl informéacionk, hogy Z
milyen eséllyel lesz kdzel t-hez, példaul annak egy kis £ > 0 sugart kornyezetében. A fentiek
szerint ugyanis

P(t—€< Z<t+€> :Fz(t—i-éT)—Fz(t—éf).

Ez az érték persze kis e-ra kicsi lesz, hiszen F; folytonossaga miatt a fenti kiilonbség mindkét
tagja Fz(t)-hez, kiilonbségiik pedig igy 0-hoz tart, ahogy e tart 0-hoz. Mindez 6sszhangban
van azzal az altalunk nem bizonyitott, de szemléletes ténnyel, hogy a P(t —e < Z <t +¢)
valoszintiség P(Z = t) = 0-hoz tart, ahogy a t koriili intervallum hossza 0-hoz tart.

A fenti val6szintiség azonban mar sokkal informativabb, ha az intervallum hosszat is figye-
lembe vessziik, pontosabban, ha a valészintiség és az intervallum hosszanak aranyat tekintjiik,
azaz a

Pt —e<Z <t+e) Fz(t+e)—Fz(t—e¢)
2 B 2
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kifejezést. Ha ¢ — 0, akkor ennek hatarértékét - amennyiben létezik - tekinthetjiik egyfajta
stulynak, ami meghatérozza, hogy milyen valoszintiséggel esik Z a t kozelébe. Hamarosan
latni fogjuk, hogy ez valéban egy jo kép.

A hatarérték meghatarozasahoz figyeljik meg, hogy

Fz(t+€) —Fz(t—€) _ Fz(t+€) —Fz(t)—FFz(t) —Fz(t—€)
2e 2e

1 Fy(t4e) = Fu(t) 1 Fy(t—e)— Fy(t)
T2 (t+e)—t 2 (t—e)—t

ez pedig éppen az F eloszlasfiiggvény t-beli derivaltjahoz tart, ha e tart 0-hoz - legaldbbis
amennyiben a derivalt 1étezik. Az Fz(t)-re adott (3.3) formula alapjan konnyen lathato, hogy
Fy derivalhatdé minden ¢ # 0,1 esetén, hiszen itt vagy egy konstanssal vagy egy polinom-
fiiggvénnyel egyezik meg. Az is konnyen lathato, hogy a 0 pontban a jobb- és baloldali
derivaltak léteznek, és mindketts O-val egyenls, igy a derivalt létezik a ¢ = 0 pontban is.
Nem ez a helyzet viszont a t = 1 pontban, hiszen, habar a bal és jobb oldali derivaltak
léteznek, azok nem egyeznek meg:

Fy(t) — Fy(1 t?—1
im Z() Z():lim = lim t+4+1=2,
t—1-0 t—1 t—1-0 t — 1 t—1—0
de F(t F(1 1-1
i 20 = (D) =0
t—1+0 t—1 t—14+0 ¢t — 1

Definialjuk az f(t) figgvényt a kovetkezképp: legyen f7(t) = F7,(t), hat # 1, és legyen

2t, hal0<t<1
(3:4) J2() = { 0 killénben,

Ezt a fliggvényt a késébbi definiciok alapjan a Z sidriségfiggvényének fogjuk hivni. A
Newton—Leibniz-formula szerint ekkor

(3.5) Pls < Z < t) = Fy(t) / Fly

érvényes minden olyan s,t € R, s < ¢ szampéarra, ahol az F fiiggvény derivalhato az (s;t)
intervallumon és folytonos az [s;t] zart intervallumon, vagyis ez igaz minden s < t < 1 és
1 < s < tesetén. Azonban ha s < 1 < ¢, akkor kettébonthatjuk az (s;t) interevallumot, és
tagonként alkalmazva a Newton-Leibniz-formulat lathatjuk, hogy (3.5) ekkor is teljesiil:

/fz dy—/fz dy+/fz

= Fz(1) = Fz(s) + Fz(t) — Fz(1) = Fz(t) — Fz(s).

Ebbdl valoban latszik, amit mar korabban emlitettiink: ha f folytonos ¢t-ben, és € > 0 kicsi,
akkor

P(t—5<Z<t+s)—FZ(tJrs)—Fz(t—a)—/j Efz(y)dy%%'fz(t),
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vagyis fz(t)-re valoban tekinthetiink egyfajta stlyként, ami leirja, hogy milyen valoszintiség-
gel esik a Z értéke a t egy kis kornyezetébe. Ebbdl a szempontboél f a diszkrét valtozoknél
latott sulyfiiggvény analogonjanak tekinthets, amely konkrétan a P(X = t) valoszintséget
irta le.

Miel6tt ratérnénk az abszolat folytonossag altlanos definicidjara, még egy formulat igazo-
lunk a Z valtozora. Az f, strtiségfliggvényt az F eloszlasfiiggvénybdl derivalassal kaptuk,
a Newton—Leibniz-formula pedig ennek a folyamatnak a megforditasat adja. Ha most a (3.5)
formulaban s-sel tartunk a minusz végtelenhez, akkor Fz(s) 0-hoz tart (pontosabban mar
minden s < 0 esetén 0), igy az integralas segitségével ténylegesen visszakapjuk az eloszlés-
fliggvény értékét a stirtiségfiiggvénybdl:

Falt) = / " ) dy.

Ez az a formula, aminek segitségével az abszolut folytonos valdszintiségi valtozokat definidljuk:

3.3.1. Definicié. Az X valoszintiségi valtozot abszolut folytonosnak nevezziik, ha létezik
olyan fx : R — [0; 00) nemnegativ fiiggény, amelyre az ffooo fx(y) dy Riemann-integral léte-
zik, és minden t € R esetén

Fy(t) = / Fx(y) dy.

ahol Fx az X eloszlasfiiggvénye. Ekkor az fx fliggvényt az X valtozo siridségfigguényének
nevezzik.

Megjegyzés. Ezen a kurzuson a késébbiekben az abszolut folytonos valtozokra gyakran csak
folytonos valoszintiségi valtozokként hivatkozunk, és az abszolut jelz6t elhagyjuk. Az iroda-
lomban azonban folytonos valoszintiségi valtozé alatt olyan véltozot értenek, amelyeknek az
eloszlasfiiggvénye folytonos. Mivel az abszolat folytonos valdszintiségi valtozok eloszlasfiigg-
vénye egy strtségfliiggvény integralfiiggvényeként all els, igy folytonos. Tehat az abszolut
folytonos valoszintiségi valtozok a fenti értelemben folytonosak, azonban altaldban ez fordit-
va nem igaz. Mivel mi a tovabbiakban kizarélag abszolit folytonos valtozokkal foglalkozunk,
a két elnevezést szinonimaként hasznaljuk.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicioban 1év6 fx strtségfiiggvény nem egyértelmtd. Ha
példaul véges sok ponton megvaltoztatjuk az értékét, akkor ez a valtoztatas az fx integraljat
nem valtoztatja meg, igy a fenti definial6 tulajdonsag tovabbra is érvényben marad, tehat az
igy kapott fliggvény szintén stirtrségfiiggvény lesz.

A fentiek szerint az Z valtozo (abszolut) folytonos (ehhez persze még ellendrizni kell, hogy
fz integralhato a teljes valos egyenesen, de mivel t ¢ (0; 1) esetén f(t) = 0, ez nyilvanvaléan
teljesiil). A Z valtozo példajan illusztralt modszer altalaban is alkalmazhato a folytonossag
igazolasara:

3.3.1. Tétel. Legyen X olyan valdsziniségi vdaltozo, amelynek Fx eloszldsfiigguénye folytonos
€s véges sok pont kivételével mindenhol derivdlhato. Ekkor az X wvalosziniségi valtozo abszolit
folytonos, €s az

Felt) = { F5(t), ahol a derivdlt létezik,
X 0 kiildnben

fiigguény striségfigguénye X -nek.
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A Z valtozora alkalmazott gondolatmenet kis moédositéasokkal tulajdonképpen a fenti tétel
bizonyitasat az altalanos esetben is megadja, de ezt itt nem részletezziik. Viszont néhany
tovabbi, a konkrét példéval kapcsolatban latott allitdst kimondunk az &ltaldnos esetben is.

3.3.2. Allitas. Legyen X eqy folytonos valdszintségi vdltozd, amelynek striségfigguénye fx.
Ekkor tetszdleges s,t € R, s <1 esetén

t
Pe<X<t)= [ fulv)dy
Bizonyitds. Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy
P(s < X <t)=Fx(t) — Fx(s).

Mivel X folytonos valésziniiségi valtozo, igy az eloszlasfliggvényének értékei felirhatok a
stirtiségfiiggvény segitségével:

Pty - B = [ rwan [ = [ i

ahol felhasznéltuk az integral hatarokra vonatkozo additivitasat. [

Megjegyezziik, hogy altalaban is igaz minden X folytonos valdszintiségi valtozora, hogy
tetszbleges ¢t € R esetén P(X = t) = 0, és igy a fenti allitasban szereplé eseményben mindkét
egyenlGtlenségnél elhagyhatjuk vagy megengedhetjiik az egyenlGséget, tehat

Ps<X<t)=P(s<X<t)=Ps<X<t)=P(s <X <t),

és ezeket a fenti integral segitségével irhatjuk fel. Tovabba a fenti allitdsban megengedhetjiik
az s = —o00 és t = oo értéket is, ekkor a fenti egyenlStlenségek tgy értenddk, hogy X-re
nem szabunk als6 ill. felsé korlatot, az integrélasnal pedig a megfelel6 improprius integralt
tekintjiik.

Ahhoz hasonléan, ahogy az eloszlasfiiggvények esetén tortént, a stirtiségfiiggvényeket is
karakterizalhatjuk:

3.3.3. Tétel. Egy f : R — [0; 00) nemnegativ fiigguény pontosan akkor siriségfiggvénye egy
X folytonos valdsziniségi valtozonak, ha Riemann-integrdlhato a valds eqyenesen, €s

/Z ) dy=1.

Az vilagos, hogy ha f egy X valtozoé stirtségfiiggvénye, akkor a fenti egyenletnek teljesiilie
kell, hiszen

*° t

az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai alapjan. A tétel masik irdnyat nem bizonyitjuk.

A stirtségfiiggvény és a diszkrét valtozok sulyfiiggvénye kozotti analogia a fenti tétel alli-
tasaban is tetten érhetd, ha Gsszevetjik azt a silyfiiggvény (2.6) karakterizaciojaval. Ebben
az esetben és a késGbbiekben is gyakran el6fordul, hogy a diszkrét ill. abszolut folytonos
valtozokra vonatkozo egymésnak megfelel§ allitdsok vagy definiciok formalisan csak abban
kiilénboznek, hogy egy (esetleg végtelen) Osszeget egy valos intervallumon vett integralra
cseréliink (persze az el6bbi esetben a sulyfiiggvény, mig utobbi esetben a strtségfiiggvény
szerepel a formulakban). Ez is azt tiikkrozi, hogy az integralas valojaban az Gsszeadasnak
egyfajta megfelelGje. A valos szamok "tul sokan vannak" ahhoz, hogy Gssze tudjuk adni
mindegyikiiket, de az integral végeredményben ezt teszi lehetévé, Gsszeg helyett egy gorbe
alatti teriiletet adva.
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0.8 =

0l P(s<X<t) -

02 -

3.8. abra. A siirtiségfiiggvény egy részének gorbe alatti teriilete egy valdszintiséget fejez ki

3.3.2. Varhato érték és szoras

A diszkrét valoszintiségi valtozok esetén a varhato érték a valtozd altal felvett értékek
valoszintiségekkel, azaz a sulyfiiggvény értékeivel silyozott Gsszege volt. A folytonos esetben
ilyen 0sszeg nem irhato fel, azonban a silyfliggvény szerepét most is a stirtiségfiiggvény veszi
at. Tovabba, ahogy az el6z6 szakasz végén azt méar el6rebocsatottuk, Gsszeg helyett itt is
integralast alkalmazunk:

3.3.2. Definicid. Legyen X abszolut folytonos valészintiségi valtozo, aminek strtségfiiggve-
nye fx. Ekkor X wdrhato értéke

E(X) = / () dt.

amennyiben a fenti integral abszolat konvergens, azaz az

/ oy

integral véges.

Megjegyezziik, hogy ha egy improprius integrél abszolut konvergens, akkor konvergens is,
igy a definicioban szerepls feltétel teljesiilésekor a varhato érték is véges.
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3.3.1. Példa. Szamoljuk ki az el6z6 szakaszban szerepld Z valoszintségi valtozo varhato
értékét. Az fy strtségfiiggvény értékét a (3.4) fomula adja meg. Ebbd] latszik, hogy a (0;1)
intervallumon kiviil ez a fliggvény 0, igy a varhato érték kiszamitasanal valojaban csak ezen
a véges intervallumon kell integralnunk (és igy persze abszolut konvergens lesz az integral).
A fenti definicioba behelyettesitve, majd a Newton—Leibniz-formuléat alkalmazva:

1

]E(Z)z/_ootfz(t)dt:/012t2dt: {%ﬂ :%.

Ahogy a diszkrét esetben, a varhato érték linearitasa a folytonos esetben is érvényes:

3.3.4. Tétel. Legyenek X,Y : Q — R ugyanazon valdsziniségi mezdén értelmezett abszolit
folytonos valdsziniségi vdltozok, melyekre E(X) és E(Y) létezik. Legyen tovdbbd ¢ € R egy
tetszdleges valos szdam, ekkor

E(X +Y)=EX)+EY), E(X)=c-EX).

Az tételben szerepls egyenlGségek gy értenddk, hogy amenynyiben az X ill. Y varhato
értéke létezik, akkor az egyenldségek mindkét oldala létezik, és azok megegyeznek. Megje-
gyezziik, hogy a varhato érték tetszGleges - azaz nem csak diszkrét vagy folytonos - esetben
is definialhato (lasd pl. a 4.3. szakaszt a [3] jegyzetben), és a linearitéas altalaban is érvényes,
ha az X és Y varhato értéke létezik. Ezt tehat akar olyan esetekben is alkalmazhatjuk, mikor
az egyik valtozo folytonos, a masik pedig diszkrét.

A folytonos esetben a szorast ugyanugy fogjuk definialni a varhato érték segitségével,
ahogy az a diszkrét esetben is tortént. Ehhez most is sziikésgiink az X? valtozo varhato ér-
tékére, ezt pedig a transzformalt varhato értékére vonatkozo, a diszkrét esettel analog allitas
segitségével szamolhatjuk ki:

3.3.5. Tétel (Transzformalt varhato értéke a folytonos esetben). Legyen X egy folytonos
valoszintségi vdltozo fx striségfigguénnyel, g : R — R pedig eqy olyan fiigguény, melyre
g(X) szintén valdszintiségi valtozo. Ha az E(g(X)) vdrhato érték létezik, akkor

E(g(X)) = / " g(0)fx (0) dt.

A tételt nem bizonyitjuk, viszont azt megjegyezziik, hogy itt az g(X) valtozorol nem
tessziik fel, hogy folytonos, a tétel teljesen altalanosan érvényes, amennyiben ez egy valdszi-
niiségi valtozo, azaz {g(X) < t} halmaz egyben esemény is. Ez az Osszes altalunk tekintett
esetben teljesiilni fog, igy ezen technikai részletekkel a jovében nem foglalkozunk.

Ahogy mar emlitettiik, a legfontosabb példank a tétel alkalmazasara az X2 valtozo varhato
értéke lesz, ahol tehat a g(t) = t? valasztassal éliink. Eppen ezért ebben a specialis esetben
kiilon felirjuk a tétel allitdsat: ha X egy folytonos valészintiségi valtozo, amelyre E(X?)
létezik, akkor

(3.6) E(X?) = /_Oo 2 fx () dt.

3.3.2. Példa. Az el6z6 példa folytatasaként kiszamoljuk az el6z6 szakasztban tekintett Z
valoszintiségi valtozo négyzetének a varhato értékét. Emlékeztetiink, hogy az f, strtiség-
fiiggvény értékét a (3.4) fomula adja meg, amely a (0; 1) intervallumon kiviil 0, igy az el6z6
formulaba behelyettesitve csak ezen a véges intervallumon kell integralnunk:

IE:(Z2)—/Oo t2fz(t)dt—/ol2t3dt— E} —%.

—00 0
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Ahogy mar emlitettiik, a szorasnégyzetet és a szorast a diszkrét esethez hasonléan defini-
alhatjuk a folytonos valtozokra, s6t, valojaban teljesen altalanos valtozokra is a varhato érték
segitségével. Mivel a szorasra vonatkozé allitasok igazolasanél csak a varhato érték tulajdon-
sagait hasznaltuk, amelyek pedig a folytonos esetben ill. teljesen altalanosan is érvényesek,
igy a szoras tulajdonasgai itt is érvényben maradnak. Ezek igazolasa lényegében szorol szora
megegyezik a diszkrét esetben latottakkal, ezért a bizonyitasok részletezését mell6zziik, és
megelégsziink a definicié és a f6bb allitasok Osszefoglalasaval.

3.3.3. Definici6. Legyen X egy valoszintiségi valtozo, melynek létezik a varhatd értéke.
Ha az E((X — E(X))?) varhato értek is létezik, akkor ezt az X szdrdsnégyzetének (vagy
variancidjdnak) nevezziik, és D?(X)-el jeloljiik. A szoérasnégyzet nemnegativ gyokét az X
szordsanak nevezzik és D(X)-el jeloljiik.

A szorésnégyzet altaldban is egy nemmnegativ valoszintségi valtozd varhato értékeke, és
igy nemnegativ, valamint minden ¢ € R esetén érvényesek a

DX +¢)=D(X), D(cX) = |¢| D(X)

transzforméacios szabalyok. Ezek tugy értenddk, hogy ha a szoras létzik, akkor a formulak

mindkét oldala is, és azok egyenlSk. A szorasnégyzet esetén az ezekkel ekvivalens formulak
D*(X + ¢) = D*(X) ill. D*(cX) = ?M(X). Tovabba egy X egy valoszintségi valtozonak
pontosan akkor létezik a szorasnégyzete, ha E(X?) létezik, és ekkor

D*(X) = E(X?) — E(X)?
is érvényes. A tovabbiakban ezt a formulat hasznaljuk a szoras(négyzet) meghatarozasara.

3.3.3. Példa. Tekintsiik ismét az el6z6 szakasz Z valtozojat. Az el6z6 két példaban megha-
taroztuk az E(Z) ill. az E(Z?) varhato értékeket, igy tehat az utobbi formulat alkalmazva,

DY(2) = B(2) - B(2) = 5 - (%) —i-5=1m D(Z):g—\lﬁz\g

Végezetiil ratériink a fiiggetlenség és a szoérasnégyzet kapcsolatara. Altalaban is igaz,
hogy ha X és Y fliggetlen valoszintiségi valtozok, tovabba E(X), E(Y) véges, akkor E(XY)
is véges, és fennall az E(XY) = E(X)E(Y) egyenldség. Ebbdl a diszkrét esetben latottakhoz
hasonldan kovetkezik, hogy az X és'Y véges szordasi és fiiggetlen valoszintiségi valtozok esetén

D*(X +Y) =D*(X) +D*(Y)

érvényes. Természetesen most is igaz az analog allitas n valtozo esetén, azaz ha X,..., X,
paronként fiiggetlen valoszintiségi valtozok, melyek szoérasa véges, akkor

DX(X) + -+ X,) = D*(Xy) + - - - + D?(X,,).

Gyakorlatok, feladatok

3.3.1. Gyakorlat. Valasszunk egy pontot véletlenszertien az (1;0), (0;1) és (—1;0) cstcsok
altal meghatarozott egyenld szart haromszog belsejében, és jelolje X a valasztott pont és az
x tengely tavolsagat. Adjuk meg az X valtozo strtségfliiggvényét, varhato értékét és szorasat.
(Lasd a 3.2.1. gyakorlatot.)
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3.3.2. Gyakorlat. (M) Véletlenszertien valasztunk két szamot egyméastol fiiggetleniil a [—1; 1]
intervallumbol. Legyen X a két szam Osszege. Hatérozzuk meg X strtiségfiiggvényét, varhato
értéekét és szorasat. (Lasd a 3.2.3. feladatot.)

3.3.3. Gyakorlat. Az X folytonos valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye:

Q
—, hate(0;1),
fx(t)=14 Vi
0, kiilénben,

ahol o € R egy paraméter. Hatarozzuk meg « értékét és a P (% <X < i) valoszintiséget.

3.3.4. Gyakorlat. Egy benzinkut iizemanyagtartalyat hetente teletoltik. Jeldlje X a heti
fogyasztast (szézezer literekben), melynek siirtségfiiggvénye:

feito 5(1—t)" haO<t<1,
X 0 egyébként.

Mekkora legyen a tartaly kapacitasa, hogy annak a valdszintisége, hogy a héten kifogy az
iizemanyag, kisebb legyen 0,05-nél? Mekkora az atlagos heti fogyasztéas?

3.4. Nevezetes folytonos eloszlasok

Ebben a szakaszban megismerkediink harom fontos folytonos eloszlascsaladdal, és leir-
juk a legalapvetébb tulajdonsigaikat. A legegyszertibb példéank az egyenletes eloszlas lesz,
amely a diszkrét egyenletes eloszlasnak (amely esetén minden kimenetel egyforman valoszi-
nii) a folytonos megfelelgje. Valojaban ilyen eloszlassal mar a geometriai valoszintiségi mez6k
targyaldsa soran is taldlkoztunk. Ezutdn megismerkediink a geometriai eloszlas folytonos ana-
logonjaval, az in. exponencialis eloszlassal, amelyre szintén érvényes az orokifja tulajdonsag,
amelyet az NT halmaz helyett most az egész [0, 00) intervallumra definialni fogunk. Végezetiil
a valoszintiségszamitas egyik legfontosabb eloszlascsaladjaval, az Gn. normaélis eloszlésokkal
foglalkozunk. Fzek alapvets szerepet jatszanak mind a kdvetkezs szakaszban, mind a valo-
szintiségszamitas egyszert statisztikai alkalmazasait targyalo kovetkezs fejezetben.

Altalaban egy X valoszintiségi valtozo eloszlasat az eloszlasfiiggvényével adhatjuk meg.
A 3.2.2. éllitasban lattuk, hogy azon esemény valoszintisége, hogy X értéke egy adott inter-
vallumba esik, ennek segitségével konnyen felirhato, valojaban pedig igaz az is, hogy barmely
"hasonloképp felirt" esemény valoszintisége kiszdmolhato az eloszlasfiiggvény értékeibdl. Az-
az: ha ismerjiik az eloszlasfliggvényt, akkor ismerjiik az eloszlast. Emlékeztetiink arra is,
hogy mig a diszkrét valoszintiségi valtozok esetén a a P(X = t) valoszintiségek megadéasa az
eloszlasfiiggvény megadasaval ekvivalens, altaldban, specidlisan az abszolut folytonos esetben
ez nincs igy. Az abszolut folytonos valészintiségi valtozok esetén azoban a siirtiségfiiggvény ki-
valtja a sulyfliggvény szerepét, azaz az eloszlas megadasa (az eloszlasfiiggvény felirasan kiviil)
torténhet a strtségfiiggvény megadasaval is, hiszen egyrészt abbdl az eloszlasfiiggvény integ-
ralas segitségével adodik, mésrészt a kiilonb6z6 események valdszintiségei - szintén integralas
segitségével - a strtségfiiggvénybdl kozvetleniil megkaphatok. Ez utobbira lattunk is példéat
a 3.3.2. éallitasban, amikor a P(s < X < t) valészintiséget adtuk meg ilyen modon, tehat
az fx strtségfiiggvényt az (s;t) intervallumon integralva. Valojaban ez a modszer szintén
miikddik més, "hasonloképp felirt" eseményekre is, de ezzel itt részletesen nem foglalkozunk.
Az aldbbiakban tehat megadjuk a fent emlitett hdrom nevezetes eloszlas eloszlas- és strd-
ségfiiggvényeit, és megadjuk az eloszlasok legfontosabb paramétereit és fontosabb speciélis
jellemz6it.
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3.4.1. Egyenletes eloszlas

3.4.1. Definicié. Az X valoszintiségi valtozot egyenletes eloszlasunak nevezziik az (a;b)
intervallumon, ha strtiségfiiggvénye

1

——, hat € (a;b),

fX (t) = b —Qa ( )
0 kiilonben.

Ennek jelolése: X ~ U(a;b).

Erre az eloszlasra valojdban méar lattunk példat, hiszen a 3.2. szakaszban latott legegy-
szeriibb példank, nevezetesen az Y valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlast a (0;1) inter-
vallumon. Valéban, a (3.1) formula altal adott eloszlasfiiggvényt derivéalva (leszamitva a 0 és
1 pontokat, ahol a fiiggvény nem derivalhat6) megkapjuk az Y stirtségfiiggvényét:

[ 1, hate(0;1),
fr(t) = { 0 kiilonben.

Vegyiik észre, hogy annak a valoszintisége, hogy egy (a;b) intervallumon egyenletes elosz-
last X valoszintségi valtozo az intervallum egy (s;t) részintervalluméba esik, éppen a két
intervallum aranyéval egyezik meg. Ha ugyanis a < s < t < b, akkor a 3.3.2. allitas (ill. az
azt kovetd megjegyzés) szerint

P(S<X<t):/fx(y)dy:/ ! dy:t_s.

s b—a b—a

Szamoljuk ki az egyenletes eloszlashoz tartozo eloszlasfiiggvényt. Ha X ~ U(a;b), akkor

-/ ; Fx(y) dy

Ez nyilvan 0, ha ¢t < a, hiszen az a-t6l balra az fx fliggvény értéke 0. Ha viszont ¢ > b, akkor
valojaban a és b kozott integralunk, hiszen b-t6l jobbra fx ismét 0. Az (a;b) intervallumon
integralva a konstans 1/(b — a) fiiggvényt az eredmény 1 lesz. Végezetiil, ha ¢t € (a;b], akkor

t—a
0-[ -t

Osszefoglalva:
0, ha t < a,
t —
Fx(t) = a, ha a <t <b,
b—a
1, ha t > b.

A kovetkezd 1épésben megadjuk a fenti X valtozo varhato értékét is. A definicio alapjan

Y [t B t2 b_b2—a2_(b—a)(b+a)_a+b
E(X>_/_Ootfx(t)dt_/ab—adt—[Z(b—a)L_Q(b—a)— Sb—ay 2
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Tovébba a (3.6) formula szerint

E(X?) Z/ZthX(t)dt:/abbt—Qadt: [B(bt—ia)]

¥—a®> (b—a)b®+ab+a®) a®+ab+ b

3(b—a) 3(b—a) B 3 ’

b

a

és igy az X szorasnégyzete

a’+ab+b*  (a+b)?

3 4
_4a® 4 4dab + 40* — 3a® — 6ab — 30> a® —2ab+b*  (b—a)?
B 12 B 12 12

D*(X) = E(X?) - E(X)* =

3.4.2. Folytonos orokifju eloszlasok

A nevezetes folytonos eloszlasok targyalésat olyan eloszlasokkal folytatjuk, amik tipikusan
egy varakozasi id6t frnak le. Ilyenre méar lattunk példat a 2.1. szakaszban targyalt geomet-
riai eloszlasok esetén. Ezek interpretalhatok tgy, mint fliggetlen kiséreletek sorozata esetén
egy adott esemény bekovetkezéséig sziikséges probalkozésok szama, ami valdjaban felfoghato
diszkrét varakozasi id6ként is. A diszkrét jelzd alatt itt pusztan azt értjiik, hogy a felvett
értékek egész szamok (a diszkrét halmazok fogalmat pontosabban is meg lehetne adni, de
ezzel itt nem foglalkozunk). Természetes kérdés, hogy ha a (véletlentdl fiiggs) varakozasi
id6t folytonosan szeretnénk mérni, tehat értékeként egy tetszéleges nemnegativ valds szamot
megengednénk, akkor milyen eloszlast kapnank. Latni fogjuk, hogy az tn. exponencialis
eloszlasu valoszintiségi valtozok megfelelSk lesznek erre a célra.

3.4.2. Definici6. Egy X folytonos valészintiségi valtozo exponencidlis eloszldsi A > 0 para-
méterrel, ha strtiségfiiggvénye

A hat >0,
Ix(t) = { 0 kilonben,

Ennek jelolése X ~ Exp()\)

A fenti fx fiiggvény valdéban strtségfiiggvény, hiszen nemnegativ, és

/OO fx(t)dt = /Ooo e Mdt = [—e M7 =1

teljestil. Szamoljuk ki a hozzé tartozoé Fx(t) eloszlasfiiggvényt. Ez persze 0, ha t < 0, pozitiv
t esetén pedig (a striiségfiiggvény definicioja alapjan)

t t
[ s [ ey = e =1 e

azaz N
1—e™ hat>0,
Fx(t) = { 0 kiilonben.

Az exponencialis eloszlés bizonyos értelemben a geometriai eloszlas folytonos megfelelGje.
Hogy ezt lassuk, el6szor definidljuk az 6rokifja tulajdonsagot a folytonos esetben is:
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3.4.3. Definicio. Az X valoszintiségi valtozot orokifjunak nevezziik a [0;00) halmazon,

amennyiben P(X € [0;00)) = 1 (azaz X értékei 1 valoszintséggel nemnegativak), és
PX>s+t]| X >s) =PX >1)

teljestil X-re minden s,t € [0; 00) esetén.

3.4.1. Allitas. Ha X ~ Exp(\), akkor X érékifji eloszldsi a [0;00) halmazon.

Bizonyitas. Az allitas egyszerd szamoléassal adodik. ElGszor is
P(X €[0;00)=P(X>0)=1-P(X <0)=1-Fx(0) =1,

tovabba ha s,t € [0; 00), akkor (a geometriai eloszlasnal latottakhoz hasonloan) felhasznalva
t nemnegativitasat
P{X >s+t}n{X >s}) PX>s+1)
(X>s+1]X>5) P(X > s) P(X > s)
adodik. Ha most ¢t = 0, akkor az utolsé tort éppen 1 =P(X > 0) =P(X > 0) = P(X > t).
Ha pedig s = 0, akkor az utdlso tort értéke szintén P(X > t). Ha viszont mindkét érték
pozitiv, akkor a valészintiségeket felirhatjuk az X eloszlasfiiggvényének segitségével:
P(X>s+t) 1-PX<s+t) 1—Fyx(s+t) et

P(X>s5  1-PX<s)  1-Fx(s) oA

—eM=1-Fx(t)=1-P(X <t)=P(X > 1),

ahol az els6 és az utolsod 1épésekben a komplementer eseményre valo attérésnél az egyenléség-
jelet az X folytonossaga miatt elhagytuk. O

A diszkrét esethez hasonléan most is igaz a fenti allitas megforditasa:

3.4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy eqy X waldsziniségi vdltozd orokifji a [0; 00) halmazon. Ekkor
X ~ Ezp(N) teljesiil valamilyen A > 0 szdmra.

A geometriai és exponencialis eloszlasok kozotti hasonlosag a varhato értékiik esetén is
megfigyelhets. Emlékeztetiink, hogy egy p paraméterti geometriai eloszlési valdszintiségi
valtozo varhato értéke 1/p. Ha pedig X ~ Exp()), akkor parcialis integralast alkalmazva

E(X) = / t- fx(t)dt = / Me Mdt = [—te*)‘t}go +/ e dt
oo ;

0

1 [ 1 [ 1
=0+~ e Mdt = = t)dt = —.
PV VLSS

Tovabba a (3.6) formula szerint

B0 = [ erna= [T e ta= (e ve [ et
- 0

[e's) 0

2 [ 2 [ 2
= z the Mdt = = tix(H)dt == E(X) = —
0+5 [ a3 [ e =5 B)

és igy az X szorasnégyzete
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3.4.1. Példa. Az orokifju tulajdonsag alapjan az exponencialis eloszlas bizonyos esetekben
valoban jol modellezhet varakozési id6t. Tekintsiik a kévetkezs példat: hullocsillagot varva
kémleljiik az eget éjszaka. Tegyiik fel, hogy a hullocsillag észleléséig hatralévs id6 nem fligg az
eddig eltelt varakozasi id6 hosszatol. Ez tehat azt jelenti, hogy a véarkozasi id6t (pl. érakban
meérve) egy Orokifju, tehat a fenti tétel értelmében egy X ~ Exp(A\) exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozoval irhatjuk le.

Tegyiik fel tovabba, hogy 1 — e 2/3 ~ 0,4869 eséllyel latunk hullocsillagot az elsé 20
percben. Meg tudjuk-e mondani, hogy mekkora az esélye, hogy az elsé egy o6raban latunk
hullécsillagot? Az eddigi informéciok alapjan (az eloszlast és a fent megadott valoszintiséget
felhasznalva)

1-e2P=P(X <1/3)=Fx(1/3) =1—¢3

adodik, amib6l A = 2 kdvetkezik. Ebbdl
P(X <1)= Fx(1) =1—¢?~ 0,8647.
Azt is lathatjuk, hogy atlagosan E(X) = 1/A = 1/2 érat kell varnunk az elsé hullocsillagig.

Gyakorlatok, feladatok

3.4.1. Gyakorlat. Legyen X exponencialis eloszlasu valészintiségi valtozo, amir6l tudjuk,
hogy P(X > 3) = e 6.

a) Mi X eloszlasanak paramétere? b) P(X < 2) =" c) E(X) =" d) D(X) =7

3.4.2. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy egy adott mosoégéptipus atlagosan 2 évig birja az elsé
meghibasodasig, és az elsé meghibasodas id6pontja folytonos, 6rokifji eloszlast kovet. Mi a
valoszintisége, hogy az els6 3 év soran nem hibasodik meg, ha tudjuk, hogy az els§ 2 évben
hibatlanul mtikodott?

3.4.3. Gyakorlat. Egy radioaktiv atom élettartama években mérve exponencialis eloszlast
valoszintiségi valtozd. Az atom 32 év leforgasa alatt 0,5 valoszintiséggel bomlik el. Mennyi az
esélye, hogy az atom nem bomlik el 24 év alatt? Mennyi idén beliil bomlik el az atom 0,95
valoszintséggel?

3.4.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha X ~ Exp()), akkor a [X] valészintiségi valtozo
(ahol [-] a felsé egészrészt jelli) geometriai eloszlast 1 — e~ paraméterrel.

3.4.3. Normalis eloszlas

Az alabbiakban megismerkediink a jegyzetben szerepl legfontosabb eloszlascsaladdal, az
in. normalis eloszlasokkal. El6zetes szemléletes motivacié helyett itt csak megemlitjiik, hogy
a hatralévs szakaszokban ezek kozponti szerephez jutnak majd. Kiilonosképpen igaz ez az un.
sztenderd normalis eloszlasra, igy a szakaszt ennek ismertetésével kezdjiik, majd segitségével
elsallitjuk az eloszlascsaldad tobbi tagjat is. Ez a targyalasmod lényegesen leegyszertsiti a
szamolasokat, és ramutat a kiilonb6z6 eloszlasok kapcsolatéra is.

3.4.4. Definicié. Az X folytonos valosziniiségi valtozot sztenderd normdlis eloszldsiunak
nevezziik, ha striségfiiggvénye
1
t) = e
p(t) o

w‘”m

(t € R).

Ennek jelolése: X ~ N(0;1).
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A jegyzet hatraléve részére a ¢ jelolést rogzitjiik. Ezen a ponton egyelére az sem vilagos,
hogy ez a fiiggvény valoban egy eloszlast ad meg. Ehhez az

oo oo 1 t2
/ o(t) dt = / e zdt=1
oo —oo V2T

egyenldséget kellene ellendrizni, amely valoban teljesiil (tehat, mivel p(t) > 0 is teljesiil
minden t-re, valoban egy valoszintiségeloszlast definidltunk), a részletes szamoléast azonban
itt nem fogjuk elvégezni. Az érdeklsds olvasd megtalalja azt mind a [2| kényvben, mind a [3]
jegyzetben.

3.4.3. Allitas. Legyen X ~ N(0;1), ekkor E(X) =0 ¢s D?*(X) = 1.

Bizonyitds. A varhato érték definicidja szerint

00 0o 1 2 1 BERES
IE(X):/ tgp(t)dt:/ e zdtzﬁ[—e z]_oo:o.

A szorasnégyzet meghatéarozasahoz el6szor (szokés szerint) kiszamoljuk X2 varhato értékét a
transzformalt varhato értékére vonatkozo allitas segitségével:

E(XQ):/_ £) dt — / \/_t2 e dt — / N e*f) dt

1 21 >~ 1 2 o
= te 2 +/ e 2 dtIO—i-/ t)dt =1,
{ 2 }oo —oo V21 — #(t)

hiszen ¢ az X stirtiségfiiggvénye. Igy tehat D*(X) = E(X?) —E(X)?=1-0= 1. O

A kovetkezSkben a sztenderd normaélis eloszlast valoszintiségi valtozok linearis transzfor-
maltjanak eloszlaséat fogjuk vizsgalni. Ehhez a kovetkezs, valojaban joval altalanosabb allitast
fogjuk hasznalni.

3.4.4. Lemma. Legyen X eqy folytonos wvaldsziniiségi vdltozo, melynek striségfiigguénye
fx(t). Legyenek tovabbd o,u € R, o > 0, ekkor az Y = oX + p transzformdlt is folyto-
nos valdsziniségr vdltozo, melynek striségfigguénye

o =21 (1)),

Bizonyitds. Az eloszlasfiiggvény definicioja szerint

Fy(t):]P’(Y<t):P(0X+u<t):IP’(X<t_u)

o

minden ¢ € R esetén, ahol felhasznaltuk, hogy o > 0, és igy az osztasnél az egyenl&tlenség
irdnya nem valtozik. Ezt a valoszintiséget kifejezhetjiik az X valtozo fx striségfiiggvényének
segitségével a kovetkezsképp:

P<X<t_Tu> :/gfx(s)ds
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Most az integralban az s = “=F helyettesitést végezziik, és igy ds helyett %du—t irunk, tovabba
ha s = t_T“, akkor u = os + u = t, igy tehat az integralés fels§ hatara t lesz. Azaz

Fy(t):/t %fx (“;M) du,

ezért a folytonos valészintiségi valtozo ill. a striiségfiiggvény definicidja alapjan addédik az
allitas. O]

A lemma alapjan azonnal adodik, hogy ha X ~ N(0;1), és o,u € R, o > 0, akkor az
Y = 0 X + p valoszintiségi valtozo folytonos, és a stirtiségfiiggvénye

1 t—pu 1 _G=w?
37 t —_ — — 202 .
(3.7) %0 09@( - ) —c

3.4.5. Definicié. Egy Y folytonos valészintiségi valtozo normdlis eloszldsi p és o > 0 para-
méterekkel, ha stirtiségfiiggvénye a (3.7) jobb oldalan all6 fiiggvény. Ennek jele Y ~ N(u;0?).

A sztenderd normalis eloszlas jelolésénél a p és o2 helyére 0 és 1 keriilt, vagyis a varhato
érték és a szorasnégyzet. Ennek alapjan mar sejthets, hogy ez altalaban is igy van, és ez
jelen helyzetben méar konnyedén igazolhat6. Egy N (u;0?) eloszlast valtozo ezen jellemzdinek
meghatarozasahoz ugyanis elegendé azokat egy konkrét valtozo esetén kiszanolni, ilyet pedig
a fentiek szerint tudunk konstruélni. Legyen ugyanis X egy sztenderd normalis eloszlasu va-
loszintiségi valtozo, ekkor o X + 1 a latottak alapjan normaélis eloszlast p és o paraméterekkel
(itt o-t a 02 pozitiv gyokének valasztjuk), igy ezen eloszlas varhato értéke

(3.8) E(cX +u)=cE(X)4+pu=04+pu=pu
a varhato érték linearitasa ill. a sztenderd normalis eloszlas varhato értéke alapjan, tovabbé
(3.9) D*(0X + p) = D*(0X) = 0’D*(X) = o

a szorasnégyzet tulajdonésgai ill. a sztenderd normaélis eloszlas szorasnégyzete miatt. Azaz:
a normalis eloszlas paraméterei a varhato érték és a szérasnégyzet.

Lattuk, hogy a sztenderd normalis eloszlas transzformaéltjaként el6all barmely normalis
eloszlas. A konstrukcié azonban forditva is miikédik, barmely normaélis eloszlasbol elGallithato
a sztenderd normalis. Legyen ugyanis Y ~ N(u;0?), és tekintsiik az X = % valtozot.

Ekkor
B0 =B (T4 ) = EE
) D) =0t (74 =2 () =m0 =1

Amit be kell még latni, hogy X is normalis eloszlast, ami azonban a fenti lemma alapjan
adodik, amely szerint X striiségfiiggvénye

ofy(ot+p)=o Gs& (M» = (1)

g

A fent definialt X valtozot az Y sztenderdizdltjanak nevezziik.

Innen mér egyszeriien latszik, hogy ha Y ~ N(u;0?), tovabba p,v € R, p > 0, akkor
pY + v is normalis eloszlast. Legyen ugyanis X az Y sztenderdizaltja, ekkor ¥ = o X + p
teljestil, igy pY +v = p(0cX + pu) + v = poX + pu+v. Mivel X ~ N(0;1), igy az eddigiek
alapjan adodik a kovetkezd
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3.4.5. Allitas. Legyen Y ~ N(u;0?), tovdbbd legyenek p,v € R valds szimok, ahol p > 0.
Ekkor pY + v ~ N(pu + v; p*c?).

Az allitéas lényegesebb része, hogy a pY +v transzformélt is normalis eloszlasi, amennyiben
Y az. A paraméterek (ha valaki nem szeretné fejben tartani) egyszertien adédnak a varhato
érték linearitasabol és a szorasnégyzet tulajdonsagaibol, ahogy azt a (3.8)-ban és (3.9)-ben
is lattuk.

A normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye

Ahogy a normalis eloszlas definici6ja esetén is, az eloszlasfiiggvények vizsgalatat is a
sztenderd normalis eloszléas eloszlasfiiggvényével kezdjiik, amely a folytonos véltozok defini-
ci6ja szerint

A @ jelolést a tovabbiakban rogzitjiik.

Nem véletlen, hogy a fenti integral kiszamolasat nem részleteztiik tovabb. Ennek oka,
hogy a ® fliggvény (bar a fenti integral segitségével definialt, azonban) nem fejezhetd ki
zart alakban elemi fiiggvények segitségével, és igy a Newton—Leibniz-formulat nem tudjuk
kozvetlenil alkalmazni. A & értékei igy szamolo- ill. szamitdgép vagy tablazat segitségével
hatarozhatok meg. Mivel ez a fliggvény a paros ¢ stirtiségfiiggvény integralja, igy kielégiti
a kovetkezs egyenletet. (Egy f : R — R fliggvényt péarosnak neveziink, ha f(—t) = f(t)
teljestil minden ¢t € R-re.)

3.4.6. Allitas. Minden t € R esetén ®(—t) =1 — ().
Bizonyitds. Ha t € R, akkor

o= [ ewas= [ e e

[e¢) [e¢) t

_ _/t_oo—gp(—u)du:l—/t () du =1 — B(t),

—00
ami éppen az allitas. O

Megjegyzés. A fenti szamolas mutatja, hogy az allitdsban szereplé formula érvényes minden
paros strtiségfiiggvénnyel rendelkezd eloszlas eloszlasfiiggvényére, hiszen csak azt hasznéltuk
ki a fenti szamolasban, hogy -nek a valos egyenesen vett integralja 1, ill. hogy o(—t) = ¢(1).

A fenti allitast gyakran alkamaznunk kell, ha tablazatbol keressiik ki a ® értékeit, hiszen
éppen ennek az egyenletnek koszonhetéen egy tablazatban elegend megadni a fliggvény pozi-
tiv helyen felvett értékeit. Egy ilyen tablazat taldlhato a jegyzet végén szerepls "Tablazatok"
c. szakaszban. A ® fliggvényre nem csak a sztenderd normalis eloszlas esetén van sziikség,
ugyanis segitségével kifejezhets tetszéleges normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye:

3.4.7. Allitas. Legyen Y ~ N(u;02), ekkor azY eloszlasfigguénye Fy(t) = ® (t?T“)

Bizonyitds. Jelolje X az Y sztenderdizaltjat, ekkor Y = o X + u (ahol o a o2 pozitiv gyoke).
Az eloszlasfiiggvény definicidja alapjan

Fy(t):IP’(Y<t):IP’(UX+,u<t):IP’(X<t_’u) :@(t_”>,

o o

mert ¢ az X eloszlasfliggvénye. ]
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A normalis eloszlas alkalmazasai

A normalis eloszlast a gyakorlatban szdmos esetben alkalmazhatjuk. Ennek okai a ko-
vetkez$ szakaszban, a centralis hatareloszlas tételének targyaldsakor valamivel tisztabban
latszanak majd, minden esetre az alkalmazésokban tipikusan akkor taladlkozunk a normalis
eloszlassal, amikor nagyszamu, fiiggetlen, de egymagéban elhanyagolhatd méretd hatés ered-
ményeként 1étrejovs valdszintségi valtozo eloszlasat modellezziik. Ilyen lehet egy fizikai mérés
eredménye, pl. egy teriilet atlaghémérséklete egy adott honapban.

3.4.2. Példa. Egy tartalybol a gyartasi folyamat végeztével mintat vesziink. Tegyiik fel,
hogy a minta hémérséklete Celsius-fokban mérve N(—2;1,69) eloszlast. Mi a valosziniisége,
hogy a minta hémérséklete nagyobb, mint 0 °C?

Jelolje a minta hémeérsékletét YV, ekkor a P(Y > 0) mennyiséget keressiik. A komplementer
eseményre attérve, az Y folytonossagat és az el6z§ allitast is felhasznélva

0— (-2 2
IP’(Y>0):1—]P’(Y<0):1—<I>(%>:1—<I>(1—3>z0,0618.

Gyakorlatok, feladatok

3.4.5. Gyakorlat. Egy gép a beallitasa szerint 2 kg lisztet adagol a zacskokba, de a techno-
logia kivetkeztében a zacskoba keriilt liszt mennyisége N (u;0,0022) eloszlast kovet. Elézetes
megfigyelésekbdl lehet tudni, hogy 0,01 annak a valdszintisége, hogy a zacskoban a liszt
mennyisége kevesebb 2 kg-nél. Mennyi p értéke?

3.4.6. Gyakorlat. Egy normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo 0,2 valoszintiséggel vesz fel
10-nél kisebb értéket és 0,3 valoszintiséggel 14-nél nagyobb értéket. Mik az eloszlas paramé-
terei?

3.4.7. Gyakorlat. Texasban a hémérsékletet Fahrenheit fokokban mérik. Megallapitottak,
hogy az ottani hémérséklet eloszlasa nyaranta N(86;16). Hogyan valtozik meg az eloszlas,
ha attériink Celsius-skalara?

(3(°F —32) = °C)

3.4.8. Gyakorlat. Legyen X ~ N(10;9) és Z = (%)2. Hatarozzuk meg a Z valtozo
eloszlasfiiggvényét.

3.5. Hatareloszlas-tételek

Ebben a szakaszban a valoszintiségszamitas két alapvetd és kiemelten fontos tételével
foglalkozunk. Pontosabb lenne tételek helyett tételkorokrsl beszélni, hiszen az alabbi allita-
soknak tobbféle valtozata létezik, melyek lényegében ugyanazt a jelenséget irjak le kiillonb6z6
modokon vagy épp mas-mas feltételek mellett. Bar a hatareloszlas-tételek témakorébdl itt
csupan izelit6t adunk, és a targyalt allitdsok bizonyitésai is tulmutatnak a kurzus keretein,
de a teriilet fontossdga és alkalmazasai miatt roviden mégis foglalkoznunk kell vele. ElGszor
az an. nagy szamok torvényével ismerkediink meg, majd a de Morivre-Laplace tételt tar-
gyaljuk, amely specialis esete a szakasz végén ismertetett centralis hatareloszlas tételének.
Utobbi két tétel ravilagit arra is, hogy miért jatszik a normaélis eloszlas kozponti szerepet a
valoszintiségszamitasban és alkalmazésaiban.
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3.5.1. A nagy szamok torvénye

Tekintsiink egy dobodkockat. Hogyan tudjuk megéllapitani, hogy mennyi a 6-os dobés va-
loszintisége? Egy idealis (homogén és szimmetrikus) kocka esetén természetesen szimmetriai
megfontolasok egyszertien vezethetnek olyan kovetkeztetésre, hogy hosszi tdvon béarmilyen
eredmény, igy a 6-os is ugyanolyan gyakorisdggal fordul els, azaz a 6-os dobés valoszintisége
1/6-nak tekinthetd.

De mi mondhaté akkor, ha a kocka nem teljesen szimmetrikus vagy nem teljesen ho-
mogén? Egy kell6en aszimmetrikus kocka esetén mar néhany dobas utan feltiinhet, hogy
bizonyos eredmények gyakrabban addédnak, mint masok. Ha aztdn a dobéassorozatot foly-
tatjuk, és ez nem valtozik, akkor az az érzés alakul ki benniink, hogy bizonyos kimenetelek
valdszintibbek, mint méasok. Amennyiben a dobéasokat egészen hosszan ismételjiik, és az eld-
fordulasok szamat feljegyezziik, akkor azt tapasztalhatjuk, hogy ezek aranya az 6sszes dobés
szaméahoz mérten lényegében &allandosulni latszik, vagy pontosabban valamilyen érték kortil
ingadozik, méghozza a dobasok szaméanak novelével egyre kisebb mértékben. Ezt az értéket
joggal tekinthetjiik az adott kimenetel valszintiségének, hiszen intuitiven éppen igy definial-
juk azt: az a szam, ami megadja, hogy hosszi tavon milyen aranyban adoédik egy bizonyos
kimenetel. Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy igy nem tudjuk pontosan meghatérozni a
valoszintséget, csak megkozeliteni tudjuk azt.

A fenti gondolatmenet helyességérsl azonban elméleti érvelésekkel is meg kell gy6zédniink,
hiszen matematikai igazsagokat tapasztalati iton megsejteni ugyan lehet, de bizonyitani nem.
Adjunk matematikai modellt a fenti kisérletsorozatra. Ez tehat egy dobokockanal adott ki-
menetelek egy eloszlasa, és példaul a 6-os dobés valoszintiségét probaljuk meg kisérletekkel
megallapitani. Ezen a kisérletek egymés utani dobasok, melyek eredménye nem befolyasol
mas dobasokat. Legyen A; az az esemény, hogy az i-edik dobasnél 6-ost dobunk. Feltételezé-
siink szerint ezek az események egyiittesen fiiggetlenek, és mindegyikének valoszintisége egy
p szém, amit meg szeretnénk hatarozni. A kisérletsorozatunk egy adott kimenetele most egy
Bi, ..., B, eseménysorozattal modellezhetd, ahol B; = A; vagy B; = A; minden i-re. Ezek
az események az 1.2.3. definici6é utan tett megjegyzéseink értelmében szintén egyiittesen fiig-
getlenek, és mindegyikiik a valoszintisége p vagy 1 — p attél fliggben, hogy épp A; vagy annak
komplementere kovetkezik be az i-edig dobasnal.

A 6-osok relativ gyakorisaga kifejezhets a hozzajuk tartozo 14,,...,1,4, indikatorvalto-
zokkal, amelyek a fentiekbdl adoddan azonos eloszlastak és a 2.2.1. allitas szerint egyiittesen
fiiggetlenek. Mivel a 6-osok szama egyszertien ezen valtozok Osszege, igy a relativ gyakorisag

éppen
Z?:l 1 A;
E—

Errdl a kifejezésrol szeretnénk belatni, hogy az A; események (kozos) valoszintségéhez tart.

Itt ovatosnak kell lenniink, hiszen a fenti kifejezés valojaban valdszintiségi valtozok atla-
ga, ami maga is egy valoszintiségi valtozo, tehat egy fiiggvény, mig a valoszintség egyetlen
szam. Ez azonban val6jaban nem fog gondot okozni, de jobban megvilagitja a lényeget, ha
elvonatkoztatunk az adott szituaciotol, és altalanosan tekintjiik az Xi,...,X,,... egyiitte-
sen fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintségi valtozok egy sorozatat, amelyek persze egyazon
valoszintiségi mezén vannak értelmezve. Jegyezziik meg, hogy az egyiittes fiiggetlenséget csak
véges sok valoszintségi valtozora definialtuk, ebben az esetben pedig végtelen sorozatrol van
sz0. De ez a probléma konnyen orvosolhato: itt fiiggetlenség alatt egyszertien azt azt értjik,
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hogy a véltozok barmely véges részhalmaza fiiggetlen. Tekintsiik tehat a valtozok

Z?:l Xi
n

atlagat. A valtozok "atlagos viselkedésérsl" - legalabbis intuitivan - a varhatd érték ad
informaciot, tehat ennek az atlagnak a valtozok (azonos) varhato értékéhez kéne tartania.

Hogyan tarthat tehat egy fiiggvény egy szamhoz? A valoszintiségszamitasban tobbféle
konvergenciafogalmat is szokés értelmezni, mi most a fliggvények pontonkénti konvergenciajat
hasznaljuk, aminek segitségével az un. 1 valdszintiségl konvergenciat kapjuk. Ahogy az
X, fliggvények, tgy az atlagaik sorozatanak tagjai is egy adott {2 eseménytéren értelmezett
fliggvények, melyeket kiértékelhetiink egy adott w € €2 pontban, és az igy kapott szamsorozat
hatéarértéke (amennyiben létezik és véges) egy w-hoz rendelt szam, tehat ez az in. pontonkéti
limesz szintén egy fiiggvényt definial {2-n. A nagy szamok erds torvénye éppen azt mondja ki,
hogy bizonyos feltételek mellett ez a pontonkénti hatarérték egy konstans, mégpedig az X;-k
(minden i-re azonos) varhato értéke, legalabbis "majdnem mindig". A "majdnem mindig"
kifejezés a valoszintiség nyelvén gy fogalmazhaté meg, hogy az adott eseménynek 1 a valo-
szintisége, innen tehat az 1 valoszintségi konvergencia név. Minden adott tehat a szakasz {6
eredményének kimondésahoz:

3.5.1. Tétel (A nagy szamok erds torvénye). Legyen Xq,..., X,,... eqy (2, A, P) esemény-
téren értelmezett fiiggetlen, azonos eloszldsi valoszintségi vdltozok eqy sorozata, melyekre
D(X;) =0 < co. Ekkor E(X;) = p is véges, és

"X,
P(lim —ZZ:I : :,u> =1,
n

n—o0

ahol a hatdrérték tgy értendd, mint az

iy 2z K@) o)

n

figguények pontonkénti hatdrértéke.

A tételt tehat a kordbbi példankra alkalmazva, azaz (a fenti jeloléseket alkalmazva) az
X; = 14, valasztassal azt kapjuk, hogy a 6-os dobasok relativ gyakorisaga 1 valoszintiséggel
tart az 1,4, indikatorvaltozok varhato értékéhez, ami pedig az A; eseményeknek, tehat a 6-
os dobasnak a valoszintisége. Ez tehat, noha kezdeti intuiciénkkal 6sszhangban van, nem
pusztan tapasztalati tény, hanem immaéar egy matematikai torvény.

Osszességében tehat tgy fogalmazhatunk, hogy a valoszintiségi valtozokat kiatlagolva egy
"j6" becslést kapunk a varhato értékre. Hogy mit jelent a jo becslés, és hogy hany valto-
z6 atlagat kell tekinteniink, az tulajdonképpen mar a matematikai statisztika témakorébe
tartozik, amellyel a kovetkezs fejezetben fogunk foglalkozni.

3.5.2. A de Moivre—Laplace-tétel

Mig a nagy szamok torvénye informaciot ad a valtozok atlagarol, ebben és a kovetkezd
szakaszban a valtozok Osszegének eloszldasdval foglalkozunk. Vizsgéljuk meg ezt a kérdést
elgszor a fenti elsé példankban (pontosabban annak altalanos alakjaban). Legyenek tehat az
A; események egytittesen fliggetlenek, ahol 1 < i < n, tovabba tegyiik fel, hogy P(A4;) = p
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teljesiil minden é-re. Tekintsiik a hozzajuk tartozo indikatorvaltozok S, = > | 14, Osszegét.
Ennek eloszlasat jol ismerjiik a 2.1.10. példabol: S, ~ B(n;p).

Az egyszeriiség kedvéért elGszor tovabb specializaljuk a problémat, azaz a p = % esettel
fogunk foglalkozni. Tegyiik fel tehat, hogy egy szabélyos pénzérmét n-szer feldobunk, és

jelolje X a fejek szamat. Ekkor X ~ B(n, 3), és tetsz6leges 0 < k < n egész esetén

P(X = k) = (Z) 2171

Ez a valoszintiség persze konnyen szamolhato, amig n viszonylag kicsi. De mar ebben az
esetben is joval faradsidgosabb lehet a

i _ i _ 1 <~ (n i n!
(3.10) P(ng)—;fx(z)—;P(X—z)—Q—n;(Z,> _;m
valoszintiség kiszamolasa, hiszen itt egy £+ 1 tagi Osszeget szamolunk. Raadéasul ha n nagy,
akkor az Osszegben szerepld binomialis egyiitthatok szamolésa sem egyszerti.

Ahelyett, hogy a fenti valoszintiséget pontosan kiszamolnank, egy jo kozelitést fogunk
adni rd. A szamolasokat itt nem részletezziik, de vizualisan jo képet kaphatunk arrél, hogy
mi is torténik pontosan. Az (3.10) Gsszegben k db valoszintiséget adunk Ossze. Ezeket a
valoszintiségeket egy oszlopdiagramon abrazolva lathato, hogy ez tulajdonképpen £k darab
téglalap teriiletének az Osszegeként is felfoghato, ahol a téglalapok oldalainak hossza 1 ill.
P(X =1). A kovetkez$ abra szemlélteti az n = 10, k = 6 esetet.

X~B(10; 0,5), P(X<=6)

g28 T T T T T T T T T T

3.9. dbra. A binomialis eloszlas sulyfiiggvényének értékei megadhatok téglalapok teriileteként
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Hogy analitikusan jobban kezelhetd legyen ez az Osszeg, elGszor is a X értékkészletét
"szimmetrizaljuk", azaz eltoljuk balra F-vel. Az X — % véltozé mar a O-ra szimmetrikus
[—%; 5] intervallumban veszi fel az értékeit. Vegyiik észre, hogy valojdban a varhato értékkel
toltunk el, hiszen E(X) = 7, tehat voltaképp gy transzformaltuk a valtozénkat, hogy a

transzformalt varhato értéke 0 legyen, hiszen
(3.11) E(X —E(X)) =E(X)-E(E(X)) =0.

Emellett sziikség lesz még egy normalizélasra is: a fenti kiilonbséget leosztjuk az X szoraséaval,

azaz D(X) = 3y/n-nel. A szoras tulajdonsagai alapjan

X —E(X) X 1
3.12 D(——~Z] =D = DIX)=1
12 (5o =2 (50m) = 0 =1
azaz az Xﬂggg() egy olyan transzforméltja X-nek, melynek varhato értéke O és szorasa 1. Per-

sze itt X eloszlasat nem hasznéltuk ki, azaz (3.11) és (3.12) igaz egy tetsz6leges valoszintségi
valtozora, amelynek véges a varhato értéke, ill. véges és pozitiv a szorasa (a pozitivitas is
sziikséges, hiszen osztunk vele). Vegytiik észre, hogy ugyanezt csinaltuk, amikor egy normalis
eloszlast valtozot sztenderd normalis eloszlasiva transzformaltunk. Ebben az esetben ezt
sztenderdizélasnak neveztiik, és ezt az elnevezést altalaban is hasznéljuk:

3.5.1. Definicio. Legyen X egy olyan valoszintségi valtozo, melyre E(X) és D(X) véges,
tovabba D(X) > 0. Ekkor az
X —E(X)
D(X)

valtozot az X sztenderdizdltjanak nevezziik.

Térjiink most vissza a n, % paramétert binomiélis eloszlashoz, és fejezziik ki a P(X < k)
valoszintiséget a sztenderdizalt segitségével:

(3.13) IED(ng;):IED(X_2 k_2>.

1 2<12
svVn T gvn

A sztenderdizalt az értékeit mar a [—+/n; y/n| intervallumon veszi fel, és a szomszédos értékek
kozott 2/4/n a kiilonbség. Eppen ezért, ha fenti valészintiséget egy oszlopdiagramon szerepld
téglalapok teriiletének Osszegével szeretnénk kifejezni, akkor - mivel a téglalapok szélessége
2/y/n-szerese az X esetében adodo 1 szélességnek - a teriilet (azaz a valoszintség) akkor
marad véltozatlan, ha a téglalapok magassagéat /n/2-vel szorozzuk.

Ennek a transzforméacionak az eredménye lathato az alabbi abran az n = 100 értékre. Ha
most a téglalapok helyett csak azok magassagat abrazoljuk a grafikonon, akkor megfigyelhetd,
hogy az igy kapott pontok jol illeszkednek egy specidlis gérbére, nevezetesen a sztenderd

normalis eloszlas ]
t2

= 2
() : me
strtiségfiiggvényének grafjara, és igy a téglalapok teriilete valojaban a ¢ integraljat kozeliti.
Egészen pontosan az igaz, hogy ha n tart a végtelenbe, akkor egy fix t € R-re a P(%)g() <t)
valoszintiség tart a
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integralhoz, vagyis a sztenderd normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének t helyen felvett érékeé-

hez. Azaz a (3.13) valoszintiséget nagy n esetén jol tudjuk kozeliteni a sztenderd normalis
eloszlassal (a t = 2(k — %)n_% értéket véve).

X~B(100; 0,5), P(X<=55) - transzformalva
[

0.2 —

3.10. abra. A binomialis eloszlas silyfiiggvényértékeinek transzformalt diagramja

A ¢ fliggvény és a binomialis eloszlas transzformaltja

0.4
|

3.11. dbra. A binomidlis eloszlas sulyfliggvényértékei transzformélva jol illeszkednek a szten-
derd normélis eloszlas ¢ strtiségfiiggvényének grafjara

103



Habar a fentiekben mi egy specialis binomialis eloszlast valtozoval dolgoztunk, valojaban
ugyanilyen eredmények adodnak egy tetszéleges X ~ B(n;p) valtozo esetén, ahol p € (0;1).
Természetesen ekkor E(X) = np, tehat ezzel kell eltolni X-et, tovabba a D(X) = y/np(1 — p)
értékkel kell osztanunk a sztenderdizalasnal. Tovabba, bar a (3.13) valoszintségben csak egy
fels6 korlatot szabtunk a valtozonak, amely az integralas fels6 hatarat adja, de ugyanigy
visgalhatunk egy als6 korlatot is, ez természetesen a kozelitésnél az integralas alsé hatara
lesz. Minden adott ahhoz, hogy kimondjuk a kovetkezs tételt.

3.5.2. Tétel (de Moivre-Laplace). Legyen X,, ~ B(n;p) egy binomidlis eloszldsi valdszini-
ségi valtozo, ahol p € (0;1) rogzitett szam. Ekkor

limP<a<M<b> lm P a2y

ahol a,b € R. Tovdbbd a b = o0 és a = —oo értékékek s megengedhetdk, ekkor a fenti
egyenldség jobb oldaldn a limy_,oo ®(b) = 1 dll. a lim, o P(a) = 0 értékek szerepelnek a
megfeleld tag helyett.

A tétel preciz bizonyitasa természetesen joval tilmutat e kurzus keretein, viszont a fenti
allitds csupan specialis esete egy lényegesen altaldnosabb tételnek, a centralis hatareloszléas
tételének, amely a kovetkezd szakasz témaéja.

Gyakorlatok, feladatok

3.5.1. Gyakorlat. Egy bizonyos csavar esetében a selejtes darabok aranya 5%. Egy tizlet
1000 darabot vasarolt a kérdéses csavarbol. Mennyi a valoszintisége annak, hogy t6bb mint
60 selejtes csavar lesz koztiik?

3.5.2. Gyakorlat. Egy termékbemutatd szervezésekor 1000 meghivot kiildenek szét. A
tapasztalat szerint a meghivottak egymaéstol fiiggetleniil 0,1 valoszintséggel fogadjak el a
meghivést és jelennek meg a rendezvényen. Mekkora teremben kell a rendezvényt megtartani,
ha azt akarjak, hogy a megjelentek mind le tudjanak {ilni legalabb 90%-os valoszintiséggel?

3.5.3. A centralis hatareloszlas tétele

A kovetkezdkben szintén valtozok 6sszegének az eloszlasaval foglalkozunk, azonban ezuttal
méar nem szoritkozunk egy specialis eloszlasra. A fenti de Moivre-Laplace-tétel altalanosita-
sat fogjuk megadni, ehhez pedig emlékeztetiink ra, hogyan lehet a binomialis eloszlas Gsszeg
forméaban elGallitani (lasd az el6z6 szakasz elejét is). Legyenek tehat az A; események egyiit-
tesen fiiggetlenek, ahol 1 < ¢ < n, tovabba tegyiik fel, hogy P(A;) = p teljesiil minden
i-re. Tekintsiik a hozzajuk tartozo indikatorvaltozok S, = > ., 14, Osszegét, ennek eloszlasa
Sp ~ B(n;p), és a de Moivre-Laplace-tétel értelmében egy fix p paraméter esetén

P(&H;(—kli()sn)<t)—>®(t) ha n — oo.

104



Ahogy a nagy szamok torvényének targyaldsanal, az altalanos(abb) esetben itt is egy
Xq,...,X,, ... sorozatot tekintiink, ahol az X;-k egyiittesen fliggetlen, azonos eloszlasi valo-
szintiségi valtozok. Az el6z6 szakaszhoz hasonloan most is a y ., X; Osszeg sztenderdizaltjat
szeretnénk kezelni, igy azt biztosan fel kell tegyiik, hogy a D(X;) = o szoras véges és pozitiv,
mert sztednderdizalasnal az Gsszeg szorasaval osztanunk kell. Ekkor persze E(X;) = u < oo
is teljesiil, és az Osszeg varhato értéke

Tovabba a valtozok fliggetlensége miatt

2 () - S -
i=1 i=1
tehat az Osszeg sztenderdizaltja

Z?:l X; —E (22;1 Xi) _ 22;1 Xi — nu'
D (320 Xi) Vno
3.5.3. Tétel (A centralis hatareloszlas tétele). Legyen Xy, ..., X,,... egyiittesen figgetlen,

azonos eloszldsu valdszindségi viltozok egy sorozata, melyekre 0 < D(X;) = o < oo minden
i-re. Ekkor E(X;) = u < 0o, és minden t € R esetén

]P Z?:l XZ — Ny
Vno

ahol ® a sztenderd normdlis eloszlds eloszldsfiigguénye.

< t) — (1) ha  n— oo,

A de Moivre-Laplace-tétel jol lathatoan adodik ebbél az X; = 1,4, vélasztassal, de a
fenti eredmény lényegesen erdsebb, hiszen az X; valtozok eloszlésa tetszéleges lehet (véges
szorassal). Eppen ebbdl adodik a tétel széleskort alkalmazhatosiga, bar a valtozok azonos
eloszlasanak megkdvetelése valojaban lényeges megszoritas. Azoban szerencsére a fenti tétel-
nek léteznek joval altalanosabb valtozatai, ahol ettdl a megszoritastol megszabadulhatunk (a
részleteket lasd pl. a [1] konyvben). Ez (ha nem is teljesen precizen, de szemléletesen) meg-
erGsiti a normalis eloszlas alkalmazésairdl elmondottakat, miszerint nagyszamu, fiiggetlen,
de egymagaban elhanyagolhaté méretli hatas Osszességeként létrejovs valdszintiségi valtozo
eloszlasat normalis eloszlassal modellezzhetjiik.

3.5.1. Példa. Egy projektorhoz van 6sszesen 100 darab égénk, melyek élettartama egymés-
tol fiiggetlen exponencialis eloszlasi 50 6ra varhato értékkel. Tegyiik fel, hogy az égéket
egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Mi annak valoszinisége,
hogy legalabb 5250 6ran keresztiil hasznélhato az égékkel a projektor?

Jelolje X; az i-edik ég6 élettartaméat, ekkor az X, ..., Xjg0 valtozok egymastol fliggetlen,
azonos eloszlasu valoszintségi valtozok, ahol az eloszlas paramétere A = 1/E(X;) = %. Az
égdk teljes élettartama a valtozok Osszege, igy tehat a

100
P (Z X; > 5250)

=1
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valoszintiséget keressiik. A centralis hatareloszlas tételének alkalmazasédhoz atalakitjuk a fenti
eseményt ugy, hogy egyrészt abban az Osszeg sztenderdizaltja szerepeljen, masrészt (a tétel
fenti alakjahoz hasonloan) az egyenl6tlenség a masik irdanyba alljon. Ehhez sziikség van még
a valtozok szorasara: D(X;) = 1/A = 50. Tehat

100 100
P (ZX > 5250) —1-P ZXi < 525o>

i=1 =1

S X, — 100 - 50 _ 5250 — 100 - 50
/100 - 50 /100 - 50

100
100 %, —100-50 1 1
_q_p| = <= zl—@(—>z0,3085,
V100 - 50 2 2

mivel a sztenderdizalt kozelit6leg sztenderd normalis eloszlasti. A komplementerre vald atté-
résnél hallgatolagosan felhasznéltuk azt a(z eddig nem emlitett) tényt, hogy folytonos valoszi-
ntiségi valtozok Osszege is folytonos, igy a komplementer eseménynél is szigori egyenlGtlenség
irhato.

Gyakorlatok, feladatok

3.5.3. Gyakorlat. Az L. méreti tojasok atlagos tomege 68 g, 4 g szoérassal. Ha egy talcan
25 tojas van, akkor mennyi a valészintisége, hogy az Gsszstulyuk legalabb 1,65 kg?

3.5.4. Gyakorlat. Adottak az X, Xs,..., X2 ~ U(0;1) egyiittesen fiiggetlen valoszini-
ségi valtozok. Ezek segitségével allitsunk els kozelitSleg N(5;4) normalis eloszlasu véletlen
szamot.

3.5.5. Feladat. Béla kovetSket gyijt egy online platformon. Kezdetben 1000 kdvetSje van.
Tegyiik fel, hogy ez minden héten vagy 1,1-szeresére ng, vagy nem valtozik, vagy 0,9-szeresére
csokken. Mindharom kimenetel valoszintisége egyenként % Az egyes hetek valtozasai egy-
mastol fliggetlenek.

a) Hatérozzuk meg a kovetdi szamanak varhato értékét 104 hét (kb. két év) elteltével.

b) Kozelitéleg mennyi az esélye, hogy Bélanak kevesebb kivetdje lesz 104 hét mulva, mint
kezdetben?
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4. fejezet

Statisztikal modszerek

A statisztika (mint tudomény) célja, hogy kisérleti megfigyelések eredményei alapjan, a
valoszintiségszamitas eszkozeit felhasznalva minél tobbet feltarjon a hattérben zajlo véletlen
jelenség természetérdl, és ezek alapjan segitse példaul a kockazatelemzést vagy jovébeni donté-
sek meghozalatalat. Ezen kurzus keretei pusztan egy nagyon rovid betekintést engednek meg
e tudomany alapveté modszereibe, hiszen mind az id6 révidsége, mind az erésen korlatozott
matematikai eszkoztar hatart szab lehet&ségeinknek. Mindazonéaltal ez is elegend§ arra, hogy
olyan alapvets statisztikdkat, mint az atlag vagy a tapasztalati szorasnégyzet, bizonyos rész-
letességgel targyaljunk, segitségiikkel pedig becsléseket adhassunk eloszlasok paramétereire.
Végiil még egy nagyon rovid izelit6t adunk a hipotézisvizsgalatok elméletébdl. Mindezekral
a témakrol (és még sok masikrol) részletesen olvashatunk példaul az [1] konyvben.

4.1. Statisztikai alapfogalmak

Egy statisztikus kiinduldépontja tipikusan valamilyen megfigyelés. A megfigyelés targyat
képezs egyedek Osszességét statisztikai sokasdgnak nevezziik. Statisztikai sokasdg lehet pl.
egy egyetem hallgatéinak halmaza vagy egy teriilet idGjarasa egyes napokon. Mivel a soka-
sdgot alkotd egyedeket tipikusan vagy véletlenszertien vélasztjuk, vagy pedig el6fordulédsuk
szamos tényez6 altal befolyéasolt és igy véletlen jelenségnek tekinthets, a magat az egész soka-
sagot a statisztikaban egy valoszintiségi mezd, tehat az egyedek altal alkotott (2 eseménytér,
az azon kijelolt események, illetve egy valoszintiségi mérték modellezi.

A statisztikai sokasag egyedeire vonatkozo tulajdonsigokat, jellemzdéket statisztikai is-
mérvnek nevezziik. Ezek az ismérvek kiilonféle kategoriakba sorolhatok attol fiiggGen, hogy
milyen tipust jellemzd&it irjak le az egyedeknek. Szokas példaul idébeli, teriileti, mindsé-
gi ill. mennyiségi ismérvekrsl beszélni. A kiilonféle kategoridk ellenére ezen tulajdonsagok
mindegyikét a sokasagot modellez§ valoszintiségi mezén értelmezett valdszintségi valtozo-
ként kezelhetjiik. Mennyiségi ismérveket leiré valtozok értlemezése altaldban kézenfekvad,
beszélhetiink példéul az egyedek magasassagarol egy populacioban vagy egy teriilet napi ko-
zéphémérsékletérsl. De ez a modell a mingségi jellemzdk lefrasanal sem jelent korlatot. Ilyen
esetekben az egyedeket kiilonféle kategoriakba soroljuk, melyek persze jelolhet6k szamokkal
is, ugynevezett kategorikus valdszintiségi valtozokat adva ilyen modon. Példaul egy popu-
lacié egyedeinek szemszinét a kék, zold, barna, stb. kategériakba sorolhatjuk. Ha ezeket
az 1,2,3,... szamokkal azonositjuk, akkor ilyen modon egy X : 2 — R valoszintiségi val-
tozot kapunk. A fejezet tovabbi részében szinte kizardlag mennyiségi ismérveket modellezé
valtozokkal foglalkozunk.
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A matematikai alapprobléma tehat a kovetkezs: adott egy valdszintiségi mezs és egy azon
értelmezett valoszintségi valtozo, amelynek eloszlésa (az Gn. hdttéreloszlds) nem ismert, a fel-
adatunk pedig ennek (vagy az eloszlas jellemzdinek) meghatéarozéasa. Sokszor eléfordul, hogy
kiilonféle megfontolasok alapjén a hattéreloszlas egy adott eloszlascsalad tagjanak tekinthetd.
Példéaul egy varakozasi id6 gyakran tekinthets exponencialis eloszlédsiinak, amenynyiben arra
az Orokifju tulajdonsag vonatkoztathato. Ezen feltétel mellett a feladat az eloszlas paramé-
terének meghatarozasara redukalodik. Hasonloképp, szémos véletlen mennyiség tekinthetd
normélis eloszlasi valoszintiségi valtozonak, ekkor az eloszlas meghatéarozasihoz elegendd an-
nak paramétereit, azaz a varhato értéket és a szérasnégyzetet megadni. Els6 lépésként tehat -
az eseményteret és az eseményeket fixalva - kijeloljiik azoknak a lehetséges valoszintiségi mér-
tékeknek az Osszességét, amelyek barmelyikével egyiitt az eseménytér valoszintségi mezGt
alkot, és amelyek kozt ott van az is, ami a hattéreloszlast adja.

4.1.1. Definicié. Egy eseménytér, az azon kijelolt események, tovabbé valoszintiségi mér-
tékek egy csalddja egyiittesen statisztikar mezdt alkot, ha a mértékcsalad barmely tagja az
eseménytérrel és az eseményekkel egylitt egy valoszintiségi mezét ad meg. Ha a mértékesalad
tagjai valés paraméterekkel paramétezheték, akkor parameéteres statisztikai mezdrdl beszé-
limk. A paramétereket tipikusan egy valos vektorként adjuk meg, k kiilonb6zé paraméter
esetében tehat ezek R elemei. A mértékesalad tagjait leird lehetséges paraméterek © C R”
halmazat paramétertérnek nevezziik.

Mivel egy teljes sokasagot tipikusan nem tudunk attekinteni, ezért a fenti feladat megol-
dasdhoz a gyakorlatban egy un. statisztikai mintdt hasznalunk, amely a sokasag egyedeinek
egy részhalmazabdl és az ezen egyedekhez tartozo jellemzSkbdl all. Ezt a mintat egymastol
fiiggetlen mérések vagy az egyedek egymastol fiiggetlen valasztasai adjak. Eppen ezért, ha
X jeloli a hattérvdltozot, aminek eloszlasa a hattéreloszlas, akkor egy n elemid minta elemeit
az X1,...,X, egylittesen fiiggetlen valészintiségi valtozokkal modellezziik, amelyek eloszlasa
azonos az X eloszlasaval. Fontos kiemelni, hogy egy konkrét mintanal szamadatokkal dolgo-
zunk, nem pedig valoszintiségi valtozokkal. Egy ilyen konkrét mérés eredményébdl szarmazo
adatsor a minta realizdcidoja. Az elméleti modellben azonban a mintavételt mégis valtozokkal
irjuk le, és igy egy realizacid ezen valtozok egy kiértékelését jelenti. Ez garantalja, hogy az
elméleti modellbdl kapott eredmények minden egyes realizaciora érvényesek legyenek. Meg-
jegyezziik, hogy a minta egy realizaciojat néha (az egyszertiség kedvéért pongyolan) szintén
mintanak nevezziik.

Természetesen kiilonb6z6 realizaciok kiillonb6z6 eredményeket szolgaltatnak. Ha mondjuk
kiilonb6z6 dobassorozatok eredményébdl akarunk egy dobokockaval valo dobas eredményének
eloszlasara kovetkeztetni, akkor méas-mas relativ gyakorisagok jonnek ki az egyes kimenetelek-
re az egyes dobassorozatok esetén. Eppen ezért nem mondhatjuk, hogy a hattéreloszlast
egyik vagy maésik kisérletsorozat eredménye adja. Véletelen eloszlasokra vagy véletlen meny-
nyiségekre tehat altalaban nem tudunk a mintak alapjan pontosan kovetkeztetni. Azaz a
statisztikai kovetkeztetések (bar logikai kovetkeztetések, de) természetiikbsl adodoan becs-
lések. Persze a becslések hibajat is kezelni kell, ez a hiba pedig kontrollalhat6. Azonban a
véletlen tulajdonsagaibol adoddan a teljes bizonyosségot itt is fel kell 4ldoznunk. Amit viszont
eléirhatunk, az az, hogy a kapott eredményiink nagy valoszintiséggel egy bizonyos hibahataron
beliil kozelitse a keresett értéket. Mindez a valészintiségszamitéas eszkozeivel teljesen precizen
megfogalmazhato, és azt is latni fogjuk, hogy hogyan érhetiink el pontosabb becslést, vagy
hogy milyen mértékben kell felaldoznunk a pontossédgot a nagyobb bizonyossigért cserébe.

Habar a mintavételezés technikajanak részleteivel itt nem foglalkozunk, de réviden meg-
emlitiink néhany alapvets kovetelményt ezzel kapcsolatban. A minta természetesen altalaban
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tipikusan kis elemszamii a sokasag elemszamahoz mérten. Eppen azért dolgozunk egy minta-
val, mert nem feltétleniil van lehetdségiink vagy kapacitasunk a teljes sokasag attekintésére.
Azonban arra is tigyelni kell, hogy ez az elemszam elegendéen nagy legyen ahhoz, hogy a
kapott eredményt kell6en megalapozottnak tekinthessiik. Egy 10 elemt, bizonyos esetekben
kicsinek tekintheté minta példaul gyakran viszonylag nagy valoszintiséggel viselkedhet az at-
lagostol eltéré modon. Konnyen el6fordulhat, hogy egy dobdkockaval dobva az elsé tiz dobas
ugy alakul, hogy nem fordul el 4-es, 5-6s vagy 6-os a dobott szamok kozt. Ha viszont ez szaz
egymast kévet§ dobédsnél torténik, az mar azt a gyanut kelti, hogy az adott eredmények nem
egy megfelelGen vett véletlen mintabol szarmaznak. Persze az is el6fordulhat, hogy egysze-
riien nincs lehetGségiink elég nagy mintaval dolgozni. Ezért is fontos, hogy az eredményeink
olyan informaciot is szolgaltassanak, ami a minta elemszaméanak fiiggvényében ad becslést a
pontossagra.

Megemlitjiik még, hogy a mintanak reprezentativnak kell lennie abban az értelemben,
hogy a vizsgélat targyat képezd sokasaghoz szerkezetében, f6bb jellemz&iben hasonlatosnak
kell lennie. Itt nem fogalkozunk azzal, hogy ez hogyan érhetd el.

A mintabol kapott adatsort sokszor érdemes tigy atalakitani, hogy az praktikus legyen a
feldolgozéasnal. Az alabb definialt taptasztalati eloszlasfiiggvény kiszamolasahoz példéaul érde-
mes a minta elemeit nagysag szerint névekvs sorrendbe rendezni. Igy kapjuk az tn. rendezett
miantdt, melynek elemeit egy kiindulasul szolagd X, ..., X,, minta esetén X7,..., X jeloli,
ahol tehat az X valtozok értékeinek halmaza megegyezik az X;-k értékeinek halmazéaval (egy
fix realizacional), tovabba X7 < X5 < --- < X* teljesiil.

4.1.2. Definici6. Legyen X, ..., X, egy fliggetlen, azonos eloszlasii minta, ekkor a mintahoz
tartozo F¥ tapasztalalti (vagy empirikus) eloszldsfiigguény értéke egy t € R helyen

_ Z?:l ]I{Xz'<t}
—TL .

£ (1)

A tapasztalati eloszlasfiiggvény t helyen vett értékének meghatarozasahoz tehéat azt kell
megszamolni, hogy a minta hény elemének értéke esik ¢t al4, ennek a szamnak és a minta
elemszaménak az aranya adja a fliggvény értékét. Vegyiik észre, hogy ha pontosan ¢ darab
érték esik t ala, az azt jelenti, hogy X < ¢, de X}, > t. Természesetesen kiilon kezelendd
az az eset, amikor mar a legkisebb érték is legalabb ¢, illetve amikor a legnagyobb érték is
kisebb t-nél:

0, hat <Xy,
Fo(t) = %, ha X7 <t < X[, (1<i<n-—1),
1, hat>X].

Fontos megjegyezni, hogy bar a tapasztalati eloszlasfiiggvény egy valdsziniiségi valtozo, de a
minta egy konkrét realizdcidjat behelyettesitve mar egy R — R fiiggvényt kapunk.

4.1.1. Példa. Otszor dobunk egy dobokockaval, jelolje a dobéasok eredményét X, ..., X5.
Ezek tehat fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok, amelyek egy 5 elemd mintat
alkotnak. Tegyiik fel, hogy egy konkrét kisérlet soran a 3, 1, 5, 5, 1 eredmények adédnak.
Ez tehat a minta egy realizacidja. Erre a realizaciéra a rendezett minta értékei:

Xr=1, X;=1, X;=3, X;=5  X/=5
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Az eloszlasfiiggvény tehét erre a realizaciora a kovetkezs:

(0, hat<1,

. hal<t<3,
Fr(t) =
() . ha3<t<s5,

glw uo O

ha t > 5.

r
—_

F*

05— —

4.1. abra. A kockadobas-kisérlethez tartozo tapasztalati eloszlasfiiggvény

Ha a kocka szabalyos, akkor magénak a hattéreloszlasnak az eloszlasfiiggvénye

0, hat<1,
F(t) = %, hai<t<i+1 (1<i<5),
1, hat>6

Habar ilyen kis mintaelemszam esetén a tapasztalati és a tényleges eloszlasfiiggvény kozt
nagy kiilonbség lehet, ez a kiilonbség a mintaelemszam novelésével fokozatosan csokken, s6t
valojaban a tapasztalati eloszlasfiiggvény értéke az eloszlasfiiggvény értékéhez tart.

4.1.1. Allitas. Minden t € R esetén P(lim, o Fi(t) = F(t)) = 1, ahol F;; a tapasztalati
eloszldsfigguény, F pedig a hdttéreloszlas eloszldsfiggvénye.
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4.2. abra. A kockadobas valdszintiségi modelljéhez tartozo eloszlasfiiggvény

Bizonyitas. Az F(t) valoszintiségi valtoz6 nem maés, mint az 1x,, indikdtorok atlaga.
Mivel az X;-k azonos eloszlastuak, és eloszlasuk megegyezik az X hattérvaltozo eloszlasaval,
igy

P(Iix,<p =0) =P{X; <t}) =1-P(X; <t)=1-P(X <),

azaz a fenti indikatorvaltozok is azonos eloszlasiak. Tovabba az egylittes fliggetlenség defini-
civja (lasd a 3.2.3. definiciot) és a 2.2.1. allitas alapjan az X;-k egyiittes fiiggetlensége miatt
ezek az indikatorok is egyiittesen fliggetlenek, és mivel a szorasuk is véges, igy alkalmazhato
rajuk a nagy szamok erds torvénye (azaz a 3.5.1. tétel): az indikatorok atlaga egy valoszint-
séggel tart a (kozos) varhato értékiikhoz. Mivel E(Lix,«n) =P(X; <t) =P(X <t) = F(t),
igy az allitast belattuk. O

A fenti allitdsnal azonban tobb is igaz. Azt mar latjuk, hogy minden egyes t-re a tapaszta-
lati eloszlasfiiggvény és a hattéreloszlas eloszlasfiiggvénye kozel lesz egymashoz, amennyiben
a minta elemszdma nagy. De az, hogy milyen nagynak kell valasztani az elemszémot, elvben
fiigghetne a t konkrét értékétsl. Ez azonban nem igy van, a fenti konvergencia egyenletes, ez
a statisztika alaptételének allitasa.

4.1.2. Tétel (Glivenko-Cantelli, a statisztika alaptétele). Az F* tapasztalati eloszldsfiigguény
1 valdsziniséggel eqyenletesen tart a hdttéreloszlis F eloszldsfligguényéhez. Azaz: ha a minta
elelmszdma elég nagy, akkor F); értéke 1 valoszintiséggel tetszdlegesen kozel keriil eqyenletesen

111



(azaz egyszerre minden t € R-re) az F-hez. Formalizdlva:

sup |Fx(t) — F(t)| — 0, (n — o0)

teR
teljesiil 1 valosziniiséggel.

Az eddigiek tehat ugy osszegezhetdk, hogy ha elég nagy a mintank, akkor a hattéreloszlas
tetszbleges pontossiggal megkozelithetd.

4.2. Pontbecslések

A tovabbiakban paraméteres statisztikai mezdket tekintiink. Ha adott egy Xi,..., X,
minta, akkor ennek segitségével szeretnénk a hattéreloszlas paramétereit (vagy esetleg annak
fiiggvényeit) becsiilni. Ehhez n elemt minta esetén egy T : R" — R fiiggvényt fogunk
hasznalni (amely persze mindig olyan lesz, hogy T'(Xy, ..., X,) is egy valoszintiségi valtozo).
Ekkor a mintaelemek T'(X7, ..., X,,) figgvényét (is) statisztikanak nevezziik. Megjegyezziik,
hogy az alabbiakban tipikusan az elemszamot barmilyen nagynak valaszthatjuk, igy a T fiigg-
vényt minden egyes n-re definialni kell. Vegyiik észre tovabba, hogy egy konkrét zq,...,z,
realizaciora T'(z1, ..., x,) is egy szamértéket ad.

Ebben a szakaszban megismerkediink néhédnnyal a leggyakrabban hasznalt statisztikak
koziil, nevezetesen a mintaatlaggal, a tapasztalati szorasnégyzettel és a korrigilt tapasztalati
szorasnégyzettel. Ahogy az ezen a ponton mér bizonyara sejthets, ezeket a hattéreloszlas
varhato értékének ill. a szorasnégyzetének becslésére hasznalhatjuk.

4.2.1. Definicié. Legyen X, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi n elemi minta, ekkor az

X1 +---+ X,
n

Y:

statisztikat mintadtlagnak nevezziik.

Egy konkrét realizacio esetén a mintaatlagot T fogja jeldlni. Ha hangsulyozni szeretnénk
az elemszamot, akkor X -t ill. Z,,-t irunk. Az el6z6 szakasz 4.1.1. példajaban a kockadobasok
atlaga

3+1+5+5+1
- =

Mivel egy valoszintiségi valtozo varhato értéke a valtozo atlagos értékét hivatott jellemezni,
kézenfekvének tiinik a hattéreloszlas varhato értékét a mintadtlaggal becsiilni. Felmertl a
kérdés, hogy mennyire lesz j6 ez a becslés. Egy becslés josagat természetesen kiilonbozé
kritériumokkal mérhetjiik, amelybdl itt most egyet targyalunk részletesen.

3.

4.2.2. Definici6. A T(X;, ..., X,) statisztika torzitatlan becslés a 6 paraméterre, ha
E(T(X1,...,X,)) =10
teljestil.

4.2.1. Allitas. A mintadtlag torzitatlan becslés a hdttéreloszlds virhato értékére (amennyiben
az véges).
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Bizonyitas. A varhato érték linearitdsa miatt
— 1 & 1
E(X,)=-) EX;,)=--n-EX)=EX),
(Xa) = 1 DB = 1 onBOY) = ECY)

ahol X a hattérvaltozo. O

Tehat a mintaatlag atlagosan jol viselkedik, de felmeriil a kérdés, hogy mennyire lesznek
kozel a varhato értékhez a tényleges értékek. Ha az X hattérvaltozé szordsnégyzete véges,
akkor a minta fiiggetlensége miatt

n

(4.1) D%Y):DF(XE+;;+X@):;%E:D%XQ:%D%X%

i=1

vagyis ekkor a mintaatlag szorasa 0-hoz tart, ha n tart végtelenhez, ami épp azt jelenti, hogy
a tényleges értékek a varhato érték koriil koncentrdlodnak, ha az elemszam nagy.

Térjiink most ra a szérdsnégyzet becslésére. A szorasnégyzet lényegében a varhato értéktsl
valo atlagos négyzetes eltérés, igy most logikusnak tiinhet ezt az mintaatlagtol vald atlagos
négyzetes eltéréssel becstilni.

4.2.3. Definicié. Legyen X7, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasi n elemid minta, ekkor az
1 —
§2=-3" (X - X)*
n
i=1

statisztikat a minta tapasztalati szordsnégyzetének nevezziik. Ennek S gyoke a tapasztalati
82074ds.

Egy konkrét realizicié esetén a tapasztalati szorasnégyzetet s? fogja jelolni. Ha hang-
stlyozni szeretnénk az elemszamot, akkor S2-et ill. s?-et frunk. A gyakorlatban sokszor
hasznosabb a fenti formulat atalakitani:

$= 3 (% - %)’ =
i=1

S (xP-2x - X+ X))

=1

1

n
1 — 1< 1 0

S liP) i i I o
A tapasztalati szordsnégyzetet tehat ugy kapjuk, ha a mintaelemek négyzetének éatlagabol
kivonjuk a mintaatlag négyzetét. A 4.1.1. példaban a mintaétlag 3, a mintaelemek négyzete
pedig rendre 9, 1, 25, 25, 1, tehat
2 _ 9+14+25+25+1 g 61 g 16
5 5 5

A tapasztalati szordsnégyzet azonban nem lesz torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek,
mert (a fenti allitast és (4.1)-et is felhasznalva)

S

E(S2) = 5 S BOZ) - B (T) = 2 30 (02(X) + E(X?) - (02(X) + E(X)?)
— % om - (]D)Z(X) +E(X)2) - (%}D)?(X) +]E(X)2) = n; 1ID)Q(X).
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4.2.4. Definicio. A T'(X,,...,X,) statisztika aszimptotikusan torzitatlan becslés f-ra, ha

lim E(T(Xy,...,X,)) =0.
n—oo
A fenti definicié értelmében tehét a tapasztalati szorasnégyzet aszimptotikusan torzitatlan
becslés a szorasnégyzetre, hiszen lim,, ,.(n — 1)/n = 1. Vegyiik azonban észre, hogy némi
korrekcioval itt is torzitatlan becslést kaphatunk:

4.2.5. Definicio. Az S}? := ﬁSﬁ statisztikat korrigdlt tapasztalati szordsnégyzetnek nevez-
ziik. Ennek S gyoke a korrigdlt tapasztalati szords.

Szokasos modon egy realizaciora az si? ill. s jeloléseket hasznaljuk, esetlegesen az elem-
szamot a jelolésbdl elhagyjuk. A fentiek értelmében a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet
torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek, hiszen

E(S:?) = ——F (82) = — 2L prixy = pA(x).

" n—1 n—1 n

Végiil szamoljuk ki a korrigalt tapasztalati szorasnégyzetet a 4.1.1 példara. Mivel lattuk,

hogy s* = 2, a mintaelemszam pedig 5, igy s*? = 2.8 =4,

4.3. Intervallumbecslések

Az el6z6 szakaszban bemutatott pontbecsléseinktdl természetesen nem varhatjuk, hogy
a hattéreloszlas paraméterét pontosan megadjik. Most azt fogjuk megvizsgalni, hogy mit
mondhatunk a tényleges értéktsl valo eltérésr6l. Bar ez latszolag csak a szemszogon vald
arnyalatnyi valtoztatas, mégis kényelmesebb a becsiilt pontot tekinteni kiindulopontnak, és
azt kérdezni, hogy ettsl milyen messze esik a tényleges érték. Vagyis: a becsiilt érték kortil
mekkora intervallumot kell venni, hogy abba a tényleges érték nagy valoszintiséggel beleessen?
Az intervallum két végpontjat egy-egy statisztika segitségével fogjuk kijelolni:

4.3.1. Definicio. A (T1(Xy, ..., X,); To(Xy, ..., X)) statisztikaparral definialt intervallum
legaldbb 1 — € szintd konfidenciaintervallum a 6 paraméterre, ha

]P)(Tl(Xl,...,Xn) <9<T2(X1,,Xn)) >1—¢

teljesiil. Ha itt a fenti egyelnétlenség helyett szigortu egyenl@ség teljesiil, akkor pontosan 1 —e
szintd konfidenciaintervallumrol beszéliink.

Az € > 0 értéket az eljaras soran eldre rogzitjiik, és ugy konstruéljuk az intervallum két
végpontjat, hogy 1 — e valoszintiséggel abba essen a tényleges paraméter. Ez a gyakorlatban
akkor ad jol hasznalhato eljaréast, ha az e-t elég kicsinek valasztjuk (pl. gyakori az e = 0,05
vagy az ¢ = 0,01 valasztas, ekkor azt mondjuk, hogy 95%-os ill. 99%-os szint konfidencia-
intervallumot keresiink). De azt is figyelembe kell venniink, hogy a bizonyossag noveléséért
cserébe a pontossagot kell felaldoznunk, nagyon kicsi € esetén nagyon nagy lehet az inter-
vallum hossza, ami igy esetleg til kevés informéaciot szolgaltat szamunkra. Viszont, mint
azt hamarosan latni fogjuk, a minta elemszamanak novelése is egy eszkoz lehet a pontossag
novelésére.
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Konfidenciaintervallum szerkesztése normalis eloszlas varhato értékére ismert
szoras esetén

Legyen most X ~ N(u;0?) a hattérvaltozo, ahol o2 ismert. Ebben az esetben a kon-
fidenciaintervallum kozéppontjat a mintaatlagnak fogjuk valasztani, az intervallumot pedig
(X —7.; X +r.) alakban keressiik. Itt az r. > 0 sugar természetesen az elGzetesen rogzitett
e-tol is fligg. Az r. értékét a kovetkezd érvelésbdl kaphatjuk meg: azt szeretnénk, hogy

l—e=PX—-r.<p<X+r.)
teljestiljon. Alakitsuk &t az egyenlet jobb oldalat:
PX —r.<pu<X+r)=P-ro<pu—X<r)=P-r.< X —pu<r.)

=P (—7“5 < —Elzl e < rs)

n

_p (_TE\/ﬁ _ S Xi—np _ rs\/ﬁ) .
o Vno o

Ezen a ponton felhasznaljuk a kovetkezs, bizonyitas nélkiil kozolt tételt:

4.3.1. Tétel. Legyenek X; ~ N(ui;0%) és Xo ~ N(ug;02) fiiggetlen, normdlis eloszldsi
valdszinidségi vdltozok, ekkor X1 + Xo ~ N(uy + pg; 0% + 03).

A fenti allitas értelmében a mintaelemek > | X; Gsszege normalis eloszlasa nu varha-
to értékkel és no? szorassal, tehat az utolsé valoszintiségnél ennek éppen a sztenderdizaltja
szerepel, ami igy sztenderd normélis eloszlasi. Ezért ez a valoszintiség felirhato a ® eloszlas-
fliggvény segitségével, és a kovetkezot kapjuk:

e (P0T) () g ()

o
1-fo0 (Wﬁ) |
2 o
Mivel a ® fliggvény derivaltja a sztenderd normaélis eloszlas ¢ strtiségfiiggvénye, ez utobbi
pedig minden valés t-re pozitiv, igy a ¢ fliggvény szigortian monoton nové az R-en, ebbdl
kifolyolag pedig kolcsondsen egyértelmi leképezés R és a (0;1) intervallum kozott. Tehat

létezik a @1 : (0;1) — R inverzfiiggvény, amit a fenti egyenletre alkalmazva

reﬁ:@1(1_§>’ r5:®*1<1—§)-i
o 2/ \/n

azaz

azaz

adodik. Ez utobbi formula adja tehat a konfidenciaintervallum sugarat.

A fentiekbdl jol latszik, hogy rogzitett  mellett a mintaelemszam novelésével az interval-
lum sugara csokken. Mig ha a mintaelemszam fix, akkor az e csokkentésével 1 —¢/2 ns. Mivel
® szigortian monoton nove, igy konnyen meggondolhato, hogy @1 is az, vagyis € csokkentése
az intervallum sugarédnak névekedését eredményezi.

Megjegyezziik, hogy a centralis hatareloszlas tétele szerint a

2 i Xi —np
Vno
sztenderdizalt (véges és pozitiv szoras mellett) kozelitsleg sztenderd normaélis eloszlasu lesz
tetszGleges hattéreloszlas esetén, ha a mintaelemszam elegendGen nagy. Igy tehat a fenti
eredmény ekkor is jol hasznalhato.
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Konfidenciaintervallum szerkesztése normalis eloszlas varhato értékére ismeretlen
szoras esetén

Az alabbiakban azt az esetet vizsgaljuk, amikor a normalis eloszlast hattérvalozo o szérasa
nem ismert. Ez a szakasz vazlatosabb és technikai szempontbol (ill. a tomorség miatt is)
valamivel nehezebb a korabbi anyagrészeknél.

Ha a hattéreloszlas szorasa nem ismert, akkor kézenfekvének tiinhet a korabbi szamolas-
ban a szoérast a korrigélt tapasztalati szorassal becsiilni, azaz a

> i Xi—np
Vno

kifejezés helyett a
"X — X —
Z’L:l 7/LILI/ — \/ﬁ A /"L
VS Si
valtozot hasznalni. Vegyiik azonban észre, hogy mig az elébbi tortrél tudjuk, hogy sztenderd
normalis eloszlast valtozo, az utobbi valtozo eloszlasat (egyelére) nem ismerjiik, ezért most
egy rovid kitérdt tesziink.
El6szor roviden megismerkediink két ajabb eloszlassal. Tekintsiik az X, ..., X,, ~ N(0;1)
egyiittesen fliggetlen, sztenderd normalis eloszlast valdszintiségi valtozokat, ekkor az

Y, =X 4+ X2

valoszintiségi valtozo eloszlasat n szabadsdgfoki centrdlt x? (ejtsd: "khi négyzet") eloszldsnak
nevezziik. Jelolése Y, ~ x?(n). Tovabbé, ha az X ~ N(0;1) és az Y,, ~ x?(n) fiiggetlen

valoszintiségi valtozok, akkor a
X

=y
valtozo eloszlasat n szabadsdgfoki Student-eloszlasnak (vagy t-eloszldasnak) nevezziik. Ennek
jele Z,, ~ t(n).
Mivel ezen eloszlasokat illetGen mindossze egyetlen egy alkalmazasra szoritkozunk, igy a
tulajdonsigaik részletes leirasat itt mell6zziik. Mindazonaltal megemlitjiik, hogy a gyakor-
laton mar érintélegesen taldlkozhattunk a Student-eloszlassal. Ha Z,, ~ t(n), akkor Z,

stirtiségiiggvénye
n+1
1 I(»tL 22\ 2
() = (3><1+—) ,
2

TR T

ahol -
I(a) = / Yl dy,
0

ha a > 0. Bar ez utobbi I' fiiggvény énmagaban is rendkiviil fontos, itt csak annyit jegyziink
meg rola, hogy egyrészt a fenti elGallitasbol lathatéan a > 0 esetén pozitiv értéket vesz fel
(hiszen egy pozitiv fiiggvény integralja), valojaban pedig pozitiv egész n esetén I'(n) = (n—1)!
érvényes, tovabba viszonylag kénnyen kiszamolhaté a F(%) = /7 érték is.

Tekintsiik most az n = 1 esetet, ekkor a fenti stirtiségfiiggvény az el6z6 megjegyzések
alapjan a

—_
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alakot Olti. Az 5 + —— fiiggvénynek a primitiv fiiggvénye az arctg (z) fliggvény, igy tehat a ¢(1)
eloszlas eloszlasfiiggvénye

1 [ 1 1 1
Gi(y) = — dz = —arct -
) =1 [ e = )+ 5,

amelyrdl a 3.2.7. gyakorlat d) részében mar belattuk, hogy eloszlasfiiggvény.
Térjiink vissza a kezdeti problémankra. Ha adott egy X, ..., X, ~ N(u;0?) fiiggetlen,
normalis eloszlasi minta, akkor egyrészt a 4.3.1. tétel szerint

> X~ N(np;no®),

i=1

igy a normaélis eloszlas transzforméltjarol tanultak, egészen pontosan a 3.4.5. allitas alapjan
X — pu~ N(0;0%/n), vagyis
VK )~ N(O:1).
o
Belathato tovabba, hogy egy normélis eloszlasbol szarmazo fiiggetlen minta esetén X és
S*2 fiiggetlenek, valamint

n—1)5x2
)

igy definici6 szerint

2
Bt —1).

_ X

n

V(X = p) o
(4.2) vVn—1- . o Dse

Ezt felhasznélva a kovetkezGképp szerkeszthetiink 1 — e szintii konfidenciaintervallumot
a héttéreloszlas varhato értékére: ismét (X — r.; X + r.) alakban keressiik az intervallumot,
igy az
l—e=PX —r.<pu<X+r)=P-r.<X—p<r.)

egyenl6ségbdl indulunk ki. Transzformaljuk most tgy a kozéps6 valtozot, hogy az (4.2)
valtozo keriiljon a helyére:

e (T Ko

Keresiink tehat egy 0 kortili szimmetrikus (—c¢; ¢) intervallumot, amelybe a Z,,_1 := y/n -
valtozo 1 — e valoszintiséggel beleesik. Azonban

P(—c< Z, 1 <c¢)=Gp1(c) — Gy_1(—0),

ahol G,_1 a Z,,_1 n — 1 szabadsagfoki Student-eloszlasi valtozo eloszlasfiiggvénye. Mivel a
valtozo g, 1 strlségfiiggvénye paros, igy a normalis eloszlés eloszlasfiiggvényének targylasa-
nél bizonyitott 3.4.6. allitas utan tett megjegyzés szerint

Gn-1(—c) =1—-G,_1(c)

most is érvényes. Tehat keressiik az 1 —e = 2G,,_1(c) — 1 egyenlet megoldasat. Mivel a G,,_;
fiiggvény g, 1 derivaltja mindeniitt pozitiv (ez latszik a fenti képletbdl), igy - ahogy azt a

117



¢ fiiggvény esetén is lattuk - a G, fliggvény szigortian monoton novs, ezért kdlesondsen
egyértelmt, és létezik az inverzfiiggvénye. Mindezt Osszerakva tehéat

adodik. Vezessiik be a t.p(n — 1) = G 11 (1 — £) jeldlést, ezt a t(n — 1) eloszlés 1 — £/2
kvantilisének nevezziik, értékét pedig a jegyzet végén szerepld tablazatbol olvashatjuk Kki.
Vegylik észre, hogy itt két paraméteriink is van, n ill. €, ezért a Student-eloszlés tablazatai a
kvantiliseket csak a tipikusan hasznalt értékekre (pl. kis n paraméterekre) tartalmazzak. A
jegyzetben szerepld tablazatban az 1 — e szignifikanciaszint oszlopahoz és az n szabadsagfok
sorahoz tartozo cellaban a t./o(n) érték talalhato.

Osszefoglalva az eddigieket, az 1 — ¢ szignifikanciaszint( intervallum sugarat az

tg/g(n — 1)5;;

Te NG

formula hatarozza meg. Megjegyezziik (a technikai részleteket ezuttal teljesen mellézve),
hogy nagy mintaelemszam esetén a korrigalt tapasztalati szoras jol kozeliti a hattéreloszlas
szorasat (azt kordbban lattuk, hogy S*? torzitatlan becslés o?-re), igy ebben az esetben a
fenti képlet helyett az el6z6 szakaszban kapott képlet alkalmazhat6, pontosabban abban a
szoras helyére a realizaciobol kapott s* értéket kell befrni. Azaz: "nagy" minta esetén az

e (L-5)s
\/ﬁ Y

re =

"kis" mintaelemszam esetén pedig az

tg/g(n —1)s

NG

képlet javasolt. A kis ill. nagy jelz6k pontositasa persze sziikséges: gyakorlati statisztika-
konyvek n > 30-t6l beszélnek nagy mintarol.

re =

4.4. Hipotézisvizsgalat

Tegyiik fel, hogy egy iizemben cukrot csomagolnak, és 1 kg-os csomagokat szeretnének
gyartani. A csomagba keriil§ cukor mennyiségét szamos tényez6 befolyasolja, igy elGfordul-
hat, hogy valamelyest eltér 1 kg-tol. A gyartasi folyamatot minden esetre ugy szeretnék
beallitani, hogy a csomagban 1év6 cukor vdrhato értéke 1 kg legyen.

A beallitasok elvégzése utan tesztelni szeretnék, hogy azok megfelelGek-e. Vesznek tehat
egy 25 elemid mintat, és megallapitjak, hogy a csomagban 1évé cukor mennyisége atlagosan
0,98 kg. Mire kovetkeztethetnek ezek alapjan? Az eltérés lehet a véletlen jatéka, hiszen az
egyes esetekben kiilonbozhet a tényleges mennyiség a varhato értéktsl. Hogyan donthetik el,
hogy a kapott eredmény a véletlen miive, vagy pedig a beallitas rossz?

A fenti szituaciot most altaldnosan fogjuk kezelni. Az ilyen tipust problémat hipotézisvizs-
galatnak hivjuk, hiszen van egy el6zetes feltevésiink (hipotézisiink) az eloszlasra vonatkozoan,
és errdl egy konkrét X, ..., X,, minta alapjan szeretnénk eldonteni, hogy helyes-e. Az elosz-
lasra vonatkozo feltevést nullhipotézisnek nevezzik, ezt Hy fogja jelolni. Az Hi-gyel jelolt
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ellenhipotézis a nullhipotézis ellentéte, ez tehat egyszertien a "nem igaz, hogy H," allités.
Azaz a hipotézisvizsgéalat soran el kell dontentink, hogy a Hy nullhipotézist elfogadjuk (és
ekkor persze Hi-et elvetjiik), vagy pedig az ellenhipotézist fogadjuk el, és Ho-t elvetjiik.

Természetesen, mivel a hattéreloszlasrol csak korlatozott informacionk van (a mintan ke-
resztiil), igy teljesen bizonyosan sosem donthetiink, dontésiink helyességének csupan a valoszi-
niiségérsl beszélhetiink. Ekkor persze pozitiv valoszintiséggel elGfordulhat, hogy helytelentil
dontiink. AlapvetGen kétféle hibat kiillonboztetiink meg. Lehetséges, hogy a Hy nullhipotézis
fennall, azt mégis elvetjiikk. Ezt elsdfaji hibdnak nevezziik. Ha a nullhipotézis nem all fenn,
de azt mégis elfogadjuk, akkor mdsdofaji hibdrdl beszéliink.

Latni fogjuk, hogy nem feltétleniil tudjuk egyszerre mindkét tipusi hibat kontrollalni.
Altalaban olyan szituaciokat kell kezelniink, ahol az elséfaji hiba stlyosabbnak bizonyul,
mint a masodfaju, éppen ezért a targyalt modszereink is olyanok, hogy az els6faju hiba
valoszintiségét vagyunk képesek uralni. Ha ennek valoszintisége ¢, azaz

P(nem fogadjuk el Hy-t | Hy) = ¢,

akkor azt mondjuk, hogy a dontés szignifikanciaszintje (vagy masképp mondva megbizhatd-
sdgi szintje) 1 — e. Ezt a kés6bbiekben mindig eldre rogziteni fogjuk. A fenti példdban a
nullhipotézisiink az, hogy az tizem dolgozoi jol végezték el a beéllitasokat. Szeretnénk lehe-
t&ség szerint nagyon alacsonyra (e kicsire) csokkenteni annak valoszintségét, hogy artatlanul
megvadoljuk Gket az ellenkezdjével. A masodfaju hiba itt azt jelenti, hogy a beallitasnal
hibaztak, mégis felmentjiik a "blindsoket". Ezt tekintjiik tehat a kevésbé sulyos hibanak.

Az eljarast, amivel Hy helyességérsl dontiink, statisztikai probanak nevezziik. Itt un.
paraméteres probakkal foglalkozunk, ahol a feltevésiink az eloszlas valamilyen paraméterérével
kapcsolatos. Bar a paraméteres probak elmélete 1ényegesen altalanosabban is kidolgozhato,
mi most egyetlen specidlis esetre szoritkozunk, mégpedig arra, amikor a H, nullhipotézis a
hattéreloszlas varhato értékére vonatkozik. Egészen pontosan - ahogy a fenti példaban is - az
E(X) = po hipotézis érvényességét szeretnénk eldonteni. Ekkor az ellenhipotézis egyszertien
az, hogy E(X) # po.

A proba elvégzéséhez mindig kiszamolunk egy T'( X7, ..., X,,) statisztikat, melynek érték-
készletét a diszjunkt X, elfogaddsi tartomdnyra és Xy kritikus tartomdnyra osztjuk. Azaz
Xe N Xk = (Z), és

ranT(Xy,...,T,) = X, U X,.

Ha a konkrét realizaciora a statisztika értéke az elfogadési tartomanyba esik, akkor elfogadjuk,
ellenkezd esetben elvetjiik Hy-t. Természetesen a tartomanyokat az el6zetesen rogzitett 1 —e
szignifikanciaszint alapjan hatarozzuk meg, mégpedig tgy, hogy

P(T(X1,...,X,) & X | Hy) = ¢

teljesiiljon.
A proba menetét tehat a kovetkezSképp Osszegezhetjiik:

e az alapprobléma ismeretében kivalasztunk egy megfelel6 T probastatisztikat,

rogzitjiik az 1 — € szignifikanciaszintet,

meghatarozzuk az ehhez tartozo elfogadasi és kritikus tartomanyokat,

kiszdmoljuk a probastatisztikat a minta konkrét realizacidjara,

e ha ez az érték az elfogadasi tartomanyba esik, akkor elfogadjuk Hoy-t, kiillonben pedig
elvetjiik.

119



Egymintas u-préba

Tegyiik fel, hogy az X ~ N(u;0?) hattérvaltozé normélis, a o széras pedig ismert. Meg
szeretnénk allapitani, hogy az X varhato értéke megegyezik-e egy adott g értékkel. Vagyis

Ho: = po, Hy o # po.

A probat azért nevezziik egymintasnak, mert egyetlen hattérvaltozod eloszlasarol dontiink
egyetlen minta alapjan.

Korabban a hattéreloszlas varhato értékét a mintaatlaggal becsiiltiik. Tulajdonképpen
most is pontosan ugyanazt tessziik, az elfogadasi tartomany meghatarozasahoz pedig az X
koriili, 1 — e szinti szignifikanciaszintd r. sugari konfidenciaintervallumbol indulunk ki. Ha
= o teljesiil, akkor

1—€:P(7—T5<[L0<7+5):P(76(MO_TE;MO—i_TE))a

tehat a (po — r2; o + €) megfelels elfogadasi tartomény lesz.
A korabban latottak alapjan az r. sugér a szignifikanciaszint mellett a minta elemszaméatol

;;;;;

koszonhetGen az elfogadési tartomanyt mér a szignifikaniciaszint 6nmagaban meghatéarozza,
a mintatol és az eloszlastol valo fiiggést pedig teljes egészében a statisztikiban kodoljuk el:

X € (po—reipio+7e) = | X —po| <r.=07" (1_5).1

2/ \/n’
ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha
X — o
o

-

< ot (1 — %) = Ug/a,

ahol az u./y a sztenderd normaélis eloszlas (1 — %)—kvantilise. Ezt kritikus értéknek nevezziik,
mert ez valasztja el az elfogadasi és a kiritikus tartomanyt, melyek definiciojat hamarosan
megadjuk. El6bb azonban rogzitsiik a probastatisztikat:

X —
wW(X1, .. X)) =m0

Vegyiik észre, hogy ez a statisztika a szignifikanciaszintt6l mar fiiggetlen, igy az csak az el-
fogadasi tartomanyt befolyasolja, amit pedig a (—ue/; us/2) intervallum definial (a kritikus
tartomény pedig nyilvan ennek komplementere). Ilyen modon az e értékét és a tébbi para-
métert szétvalasztottuk. Ez hasznos, ha egy konkrét szamolasban az ¢ értékét vagy akar az
n mintaelemszamot modositani szeretnénk a tobbi paraméter fixalasa mellett, hiszen ekkor
vagy csak a statisztika értékét, vagy csak az elfogadasi tartomanyt kell djraszamolni.

Osszefoglalva: ha X ~ N(u;0?), ahol ¢ ismert, akkor a Hy : g = p nullhipotézist az
1 — € szignifikanciaszint mellett pontosan akkor fogadjuk el, ha

‘U(Xl, e ,Xnﬂ < us/Q-

4.4.1. Példa. Tekintsiik a bevezets példankat. Tegyiik fel, hogy a csomagban 1évé cukor
varhato értéke normalis eloszlast kovet 0,05 szorassal. Dontsiink 95%-os szignifikanciaszint
mellett. A 25 elem mintara a mintaatlag 0,98 kg, igy a probastatisztikank értéke
0,98 -1
0,05

wXi,..., X,) =5

120



Mivel ug 25 = 1,96, igy a nullhipotézist elvetjiik.

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik 99%-os szignifikanciaszint mellett. Ekkor a proba-
statisztika nem valtozik, mig ug o5 = 2,58, igy ha szigorubbak vagyunk, akkor mar Hy-t el
kell fogadjuk.

Egymintas t-préba

Legyen most a hattérvaltozo X ~ N(u; 0?), ahol a o szorast ezittal nem ismerjiik. Ugyan-
ugy, ahogy az el6z6 esetben, Hy : pu = g és igy Hy : u # po valamilyen pg € R szamra.

Rogzitsiink eldzszor egy e-t. Az eljarasunk itt is ugyanaz, mint az imént: az X kozép-
pontd, 7. sugaru konfidenciaintervallumboél indulunk ki. Ha p = i teljesiil, akkor

l—e=P(X —7r.<po< X +e).
A fenti egyenlétlenségekben az r. értékét behelyettesitve

— tpn—1)8" —  tp(n—1)8%

Vi Vi

adodik, amit atrendezve a kovetkezs ekvivalens alakot kapjuk:

Y—,uo
Sy

< te/g(n - 1),

B

ahol t./5(n — 1) az n — 1 szabadsagfokt Student-eloszlas (1 — ¢/2)-kvantilise.
Ebben az esetben tehat a

X — o
Sn

HX1,..., X)) =vn-

probastatisztikat vélasztjuk, az elfogadasi tartomany pedig a (—t./2(n —1);t.2(n — 1)) inter-
vallum.

A masodfaja hiba

Végiil nagyon roéviden kitériink a masodfaju hiba esélyére. Ez akkor fordul els, ha a
nullhipotézis nem &ll fent, mi mégis elfogadjuk. Ekkor persze a hiba valészintisége nem csak
a kordbbi paraméterektsl, de magatol a p varhato értéktdl is fiigg. Kiszamolhato, hogy a
maéasodfaji hiba valoszintisége akkor nagy, ha p a py kozelében van. Ez persze nem meglepd,
ha a tippilink csak egy kicsit rossz, akkor elég nagy az esélye, hogy a hiba nem ttinik fel a
minta alapjan.

Ha a szignifikanciaszintet noveljiik (vagyis e-t csokkentjiik), akkor kideriil, hogy a méasod-
faju hiba valoszintisége n§. Az els6faju hiba esélyének csokkentésével parhuzamosan tehéat
azt az arat fizetjiik, hogy a kevésbé sulyos méasodfaju hiba viszont valosziniibb.

Az is belathato, hogy a mintaelemszam névelésével a masodfaji hiba valoszintsége 0-hoz
tart, ilyen modon tehat mégis lehetséges valamiféle kontroll a masodfajua hiba felett is (még
ha a gyakorlatban arr6l nincs is sz6, hogy elSirhatnank a valoszintiségét). A részletes elemzés
megtalalhato az [1| konyvben.
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Tablazatok

A sztenderd normélis eloszlas eloszlasfliiggvényének tablazata

0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315

0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340

0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4

0,8413
0,8643
0,8849
0,032
0,9192

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,222

0,8485
0,8708
0,8907
0,082
0,9236

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265

0,8554
0,8770
0,8962
0,131
0,9279

0,8577
0,8790
0,8980
0,0147
0,9292

0,8599
0,8810
0,8997
0,162
0,9306

0,8621
0,8830
0,9015
0,177
0,9319

15
1,6
1,7
1.8
1,9

0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,357
0,0474
0,9573
0,9656
0,9726

0,0370
0,0484
0,9582
0,9664
0,9732

0,0382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0,394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750

0,0418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756

0,429
0,9535
0,9625
0,9699
0,761

0,0441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

0,772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,778
0,826
0,9864
0,9896
0,9920

0,783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,0788
0,834
0,9871
0,9901
0,9925

0,793
0,0838
0,9875
0,9904
0,9927

0,798
0,0842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9803
0,9846
0,0881
0,9909
0,9931

0,9808
0,9850
0,884
0,9911
0,9932

0,0812
0,9854
0,0887
0,9913
0,9934

0,0817
0,857
0,9890
0,9916
0,9936

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

0,938
0,953
0,9965
0,0974
0,9981

0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,982

0,0941
0,9956
0,9967
0,9976
0,982

0,0943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,0945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,0946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985

0,0949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985

0,0951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,0952
0,9964
0,0974
0,9981
0,9986

3,0
3,1
3,2
3,3
3.4

0,0987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997

0,0987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997

0,0987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997

0,0988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997

0,0988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
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A Student-eloszlas kvantiliseinek tablazata

Szignifikanciaszint (1 — )

Szabadsagi fok

09 | 095 [ 098 | 099 | 0,999

1 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,657 | 636,619
2 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 31,599
3 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 | 12,924
4 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604 | 8,610
5 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032 | 6,869
6 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 | 5,959
7 1,805 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 5,408
8 1,860 | 2,306 | 2,806 | 3,355 | 5,041
9 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250 | 4,781
10 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169 | 4,587
11 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 | 4,437
12 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 | 4,318
13 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 4,221
14 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 | 4,140
15 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 4,073
16 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 | 4,015
17 1,740 | 2,110 | 2,567 | 2,808 | 3,965
18 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878 | 3,922
19 1,729 | 2,093 | 2,539 | 2,861 | 3,883
20 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,850
21 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 | 3,819
22 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,792
23 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 | 3,768
24 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 | 3,745
25 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 | 3,725
26 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,707
27 1,703 | 2,052 | 2473 | 2,771 | 3,690
28 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 | 3,674
29 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 | 3,659
30 1,697 | 2,042 | 2457 | 2,750 | 3,646
40 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704 | 3,551
50 1,676 | 2,009 | 2,403 | 2,678 | 3,496
60 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660 | 3,460
80 1,664 | 1,990 | 2,374 | 2,639 | 3,416
100 1,660 | 1,984 | 2,364 | 2,626 | 3,390
500 1,648 | 1,965 | 2,334 | 2,586 | 3,310
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A gyakorlatok, feladatok végeredményei

1. fejezet

1.1.1.

1.1.2.

1.1.3.

1.1.4.

1.1.5.

1.1.6.

1.1.7.
1.1.8.

1.1.9.

1.2.4.
2

1.2.5.

A =ENP, Ay =ENP, A;=NNENP, A,=NNENP,A;=NnNP,
B=(E\P)U(NNP)

pl. @ ={(i,7): 1 <1,j <6} jo,
de eleme_i lehetnek a dobott szamokbél all6 halmazok is_
A = 570587 B = MAXQ ﬂS4, C = SlgLJMAXl U (S7ﬂngMAX6>

1 15
9’ 36

0,93952
a) 0,07 b)0,63

P(ANC) =

NeoN =

1

1
A és B nen fiiggetlenek: P(AN B) = g’ P(A)P(B) =
1
A és C fiiggetlenek P(A | C) =P(A) = 5

1 1
~, P(A|B)=-
o PAIB) =2

DN | —
W =
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1.2.6. a) 0,096,  b) 0,916,  c) 0,084.

1 _
127 B(A) =5, B(B)= g P(A|B) =1, nem figgetlen A és B
1.2.8 ! ~ 0,0002
4845 T
21 1
1.2.10. — b) —
025 Mg

1.2.11. 0,175; =~ 0,2303; =~ 0,5152; = 0,2545

3 1 1
1.2.12. P(tudja a valaszt | helyesen valaszolt) = p , p = — esetén ennek értéke —
1+2p 4 2
. fejezet
23 5
212. P(X <4)=—, PX>3)=—

2.1.3. fiiggetlenek
3\ 10
2.1.4. a) (Z) ~ 0,0563 b) ~ 0,2241

c) a legnagyobb valoszintiséggel 2 helyes valaszunk lesz
11 kérdés esetén 2 és 3 valaszt is ugyanolyan és maximaélis valoszintiséggel kapunk
10 8 8

9\’ 612579511
216. 1— [ —) = —"""7"" ~0.6126
(10) 1000000000

2.1.7. az els6 esetben az f(k) ha k > 2 egész,

- 2k—1’

Fy_
a masodik esetben f(k) = %, ha k > 3 egész, ahol F}, a k-adik Fibonacci-szam

2.1.8. minden p-re fliggetlenek lesznek az események
2.2.1. nem fiiggetlenek
2.2.2. X ésY nem fiiggetlenek, X és Y egylittes eloszlasa:

X
v 0 1 2

0 [[1/4] 0] 0
1 [1/3]1/6] 0
2 |[1/91/9]1/36

1
2.2.3. a)p:@ b) (X <0,Y =1)=

2.2.4. a) fiiggetlenek b) fiiggetlenek c

c) figgetlenek

nem fiiggetlenek
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2.3.1.

2.3.2.

2.3.3.

2.3.4.

2.3.5.

2.3.6.

2.4.1.

2.4.2.

~ 154,1527
19
6

1

ranY = N+, P(Y = k) = m, E(Y) = 0

3ill. 7
1

9

E(X?) = np + n*p? — np?

24 21
DY

]D)?(X):%, “( ) =5

41

fror(-2) =5 fxr(0) =3, fro@ =2 DAX+Y)=3

21
X =dobott szamok Gsszege, E(X) =9, D(X) = U? ~ 3,2404

242. E(3-X)*) =6, D(-2X)=2V6~438990, E((X+1)(X—-2))=10
. fejezet

3.1.1. 0,0707
3.1.2. fiiggetlenek

23
3.1.3. —

200

1
3.1.4. -

2

5
3.1.5. =

9
3.2.1.

0, hat <0,
a) Fx(t)=1¢ 2t—1t* ha0<t<1,
1, hal<t.
5

b) P(0.25 < X <0.5) = ¢
3.2.2. az el6z6 feladat a) részével azonos a megoldas
3.23. P(X >0) =3

( 0, hat < -2,
2 2
Fe(t) (—gt), ha —2 <t <0,
t) =
) (21
]_—T, ha0<t§2,
L 1, hat>2.
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3.2.4.
0, hat <0,

Fx(t)=q 4t —4t?, ha0<t <3,
1
1, ha§<t.

3.2.5. 0,1593; 0,7967; nem folytonos
3.2.6.

‘
=

ha t <0,

ha0<t<1,

Fy(t)

N\

hal<t <4,

ha4<t<9,

—_ OOt N~ O~

hat > 9,

r

3.2.7. a) igen, b) pontosan akkor eloszlasfiiggvény, ha a > 0, c¢) nem, d) igen.

3.3.1.
| 2-2t, hate (0;1), 1 1
3.3.2. 24t
L hate (-20)
2
— 2—1 — — .2~
0, kiilonben,
1 1 L1
3330(25 ]P)(§<X<Z):6
3.3.4. 45,072 1, 16,667 1
1 1
341 a)A=2 D) P(X <2)=09817 E(X)=3 dBX)=;

3.4.2. 0,6065
3.4.3. 0,5946; 138,3017 év
3.4.5. 2,0047

34.6. j= 1247, 0% = 8,657
347 N (30:(2)°)

348,

®(vt) -1, hat>0,
kiilonben.

2
3.5.1. =~ 0,0735

3.5.2. egy 113 {&s terem elég
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3.5.3. ~ 0,9938
12

35.4. 23 X, — 7
=1

3.5.5. a) 1000 b) 0,6628
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A gyakorlatok, feladatok megoldasai

1. fejezet

1.1.7. Mind a hét ember valaszt egy emeletet a 10-bdl, vagyis a kimeneteleink olyan 7 hosszi
sorozatok lesznek, ahol minden elem egy szam 1 és 10 kozott. Ilyenbdl sszesen 107 darab
van, és mindegyikiik egyformén valoszind. A kérdés tehat azon kimenetelek szama, ahol ez a
sorozat tartalmaz legalabb két egyforma szamot. Egyszertibb megszamolni azokat a soroza-
tokat, ahol minden elem kiilonb6z6. Magara a 7 kiilonboz6 szamra (170) valasztasi lehet&ség
van, és persze minden ilyen 7 elemi szaimhalmaznél figyelembe kell venni, hogy melyik sza-
mot melyik ember valasztotta. Ez voltaképp a 7 szam egy sorbarendezését (permutéaciojat)
jelenti, ezekbdl pedig 7! darab van. Vagyis (170 ) - 7! féleképp torténhet meg, hogy mindenki
maéshol szall ki, igy a keresett valoszintiség

-~ =1 = 0,93952.
107 6 - 106

2. fejezet
2.1.1. Induljunk ki a (2.5) formulabol:

P(X >k+n) 1= () 1= 581 —p)-
P(X > k) 1= fx(G) 1=, (1 —py!
Az utolso tort szamlalojaban és nevezGjében 1évs 6sszegekben a p tényezé kiemelhetd, és ekkor

1 kezddtagn, (1 — p) kvociensd mértani sorozat elsé k +n ill. elsé k tagjat kell 6sszegezniink.
Irjuk fel ezt el6szor a nevezére, hasznaljuk a mértani sorozat Gsszegképletét:

PX>k+n|X>k)= p
p

1-, (I—py'p=1—p-1+1Q=p) +(1=pP+-+1-p""
:1_p.% 1y 1—(1p—p)k (1)t

A nevezében k helyett (k + n)-nel szamolva az (1 — p)**" kifejezést kapjuk, és igy

(
(1 p)k—i-n

(-pr

Ugyanez az érvelés adja, hogy a jobb oldal itt éppen P(X > n).

PX>k+n|X>k) = =(1—-p)".
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2.1.3. Jeloljiik a dobasok kimenetelét rendezett parokkal, ekkor az eseménytér:
Q={(i;5): 1<4,j <6}

Ha X a dobott szamok Gsszege, akkor az { X péros} esemény azon kimenetelekbdl all, melyek-
re a két dobéas eredményének paritasa megegyezik (mindkettd paros vagy mindketts paratlan).
Ilyen parokbol 2 - 32 = 18 darab van, igy
{X paros}| 18 1
]P> X 3 = — = —,
(X péros) Q) % = 3
Ugyanezt megkaphatjuk a a 2.1.9. példa alapjan is, ahol kiszamoltuk X eloszlasat. A dobott
szamok 0Osszege pontosan akkor paros, ha a 2, 4, 6, 8, 10 vagy 12 értékek valamelyikét veszi
fel, azaz
P(X paros) = fx(2) + fx(4) + fx(6) + fx(8) + fx(10) + fx(12)
1,35 5 3 1 18 1
36 36 36 36 36 36 36 2

Ha Y a dobott szamok szorzata, akkor
{V <4} ={(1;1),(1;2),(2;1),(1;3), (3;1), (1;4), (4 1), (% 2) }.

Tehat v <4 s 9
Py <4)=110 =% _° _ 2
(V'<4) Q] 36 9

Tovabba a két esemény metszete {(1;1),(1;3),(3;1),(2;2)}, ezért

X pé Y <4 4 1
P(XpérosésY§4):|{ parOS’}QT{ — }|:%:§

Mivel 2 1
15 =g = P(X péros és Y < 4),

igy a fliggetlenség definicioja szerint a két esemény fliggetlen.

P(X péros) - P(Y < 4) =

N | —

2.1.6. A sorsjegyekkel egymastol fiiggetlentil % valoszintiséggel lehet nyerni, azaz egy sorsjegy

1% valoszintiséggel nem nyer. Igy (1%)3 annak a valoszintisége, hogy Béla egy adott héten nem

nyer, mert a sorsjegyeket egyméstol fiiggetleniil valasztottuk ki. Tehat p =1 — (1%)3 annak
a valoszintisége, hogy Béla egy adott héten nyer.

Legyen X azon hetek szdma, amikor Béla jatszik. Ekkor X egy valoszintiségi valtozo.
Mivel az els6 olyan hétig jatszik, amikor nyer, és az egyes heteken a jatékok egyméstol
fiiggetlenek, igy X ~ Geo(p). A keresett valoszintiség

P(X <3) = P(X = 1) + B(X = 2) + P(X = 3) = fx(1) + /x(2) + fx(3).

A sulyfiiggvény képletét behelyettesitve ez a valdszintiség
9\° oN®  /9)\° 9\’
1-— 1-pPp=|(1-(— 1+ — — =1—-(-—] =~0,6126.
p+L—pp+1—p)p ( (10> )( +<10) +<10)> <10) 0,6126
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Egy mésodik lehetséges megoldés a kovetkezs. A sorsjegyekkel egymastol fiiggetleniil %
valoszintiséggel lehet nyerni, azaz egy sorsjegy 19—0 valoszintiséggel nem nyer. Irjuk fel a keresett
valdszintiséget a komplementere segitségével:

P(Béla az els6 harom hét valamelyikén nyer) = 1 — P(Béla az els6 harom héten nem nyer).

Az utobbi valoszintiség éppen annak a valoszintisége, hogy 9 egymas utan egymaéstol fiigget-
leniil valasztott sorsjegy nem nyer, azaz (1%)9, tehat a keresett valoszintiség 1 — (1%)9.

2.1.7. Legyen X a sziikséges dobasok szama abban az esetben, amikor 2 egyforma eredményre
varunk, ekkor persze X > 2. Ha X = k, akkor az els6 k — 1 dobasbol allo sorozatban fejek
és irasok valtakoznak, ilyen sorozatbol pedig 2 darab van. Azaz

2 1
fx(k)=P(X =k) = oF = o1
teljesiil minden k£ > 2-re.

Legyen Y a sziikséges dobéasok szama abban az esetben, amikor 3 egyforma eredményre
varunk. Ekkor Y > 3 mindenképp teljesiil. Ha Y = k, akkor az els¢ k — 3 elemben nincs
sem F'FF, sem I, tovabba k > 3 esetén az els6 k — 3 dobas egyértelmiien meghatarozza,
hogyan végzddik a sorozat. Tehat Y = k és k > 3 esetén a lehetséges F' — I sorozatok szama
megegyezik azon k — 3 hosszu sorozatok C}_3 szaméaval, amikben nincs F'FF vagy [11,Y =3
esetén pedig két lehetséges sorozat van.

Legyen A, azon n hosszisagu sorozatok szdma, amikben nincs FFF vagy I11, és két
egyforma elemmel végzddnek, és legyen B, azon n hossziisdgi sorozatok szama, amikben
nincs FFF vagy I11, és nem igaz rajuk, hogy két egyforma elemmel végz&dnek. Ekkor
C,=A,+B, A1 =0, A, =2, B, =2, B =2, C; =2, Cy = 4 tovibba n > 2 esetén
A,=B,_1,B,=A4,_1+ B,_1 =C,_1, vagyis n > 2 esetén

Cn = Cn—l + Cn—Q-

Legyen most Cy = 2, ekkor a fenti rekurzié n = 2 esetén is érvényes. Vegylik észre, hogy itt
valojaban C),, = 2F,,,, ahol F}, jeldli a Fibonacci-sorozat n-edig tagjat, és igy
Cr—s Fro
teljestil minden k& > 3-ra. Ezt az eloszlast Fibonacci-eloszldsnak is szokas nevezni. Vegyiik
észre, hogy a fentiekbdl kovetkezik a
o

F;
>

21+1

i=1

Osszefliggés. Ezt persze egyszertien belathato a rekurziv definicié alapjan. Jeldlje ugyanis a
fenti osszeget a. Ekkor kénnyen lathato, hogy a < oo (miért?), és igy

11 S E 11 NELi+F,
a2+4+Z;%42+4+Z; it

1 1 1 (S F 1 1<~ F,
—1+§+5<;2m—1)+1;2w1

1 1 a 3a 1

=—-4+ -+ 1+a— +
4 8 2 8 4 4 4
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amit atrendezve a = 1 adoédik.

2.3.4. Legyen X a sziikséges dobasok szama abban az esetben, amikor 2 egyforma eredményre
varunk. A 2.1.7. feladatban meghataroztuk az X eloszlasat, amibél lathato, hogy X — 1
geometriai eloszlast § paraméterrel, igy E(X) =E(X —1)+1=2+1=3.
Legyen Y a sziikséges dobasok szama abban az esetben, amikor 3 egyforma eredményre
Ey_
varunk. Ekkor Y > 3, és k > 3 esetén fy (k) = b2

=g ahol F,, az n-edig Fibonacci-szam.
Definici6 szerint

> F. o+ F
+_2£: k-+-2 k—2 k—1

Fy o Fy, 3
’ :Z(k+2) =1 7" T okt

=
=
I
gk
o
[\
T

~
Il
w
Il
—
>
Il
w

51— Fi s ~— F. 4
:Z—i_ZZ Z +Z (k+1)+1)- ok+1
k=3 k=3
5 1 1 — Fi o
=+ - E —§ 1
R Fr(k 2k:4(k+) ok—1
5 1 1 1( Fi s
=+ E(Y)+ =+ - § E+1 -1
4+4 ( )+2+ <k3( = 28 )
5 1 1 1
= -+ -E(Y —E(Y)= -+ ZE(Y

ezt atrendezve E(Y') = 7 adodik.
Némi plusz szamolas aran egyszerisithetd (vagy akar ki is keriilhets) a rekurziv érvelés,

ha az
oo L ((1+v5)(1=v5)
"5 2 a 2

explicit képletet hasznaljuk, és igy

Az elst két végtelen Gsszeg egy mértani sorosszeg, igy a fenti kifejezés elsé két tagja

1+\/3‘ 1 _1—\/3 1 1+v5 B 1—+5
45 115 45 1125 BB -5 VBB + V)

_ 1+ VHB+VE) -1 -VB)(B-V5) 85 _
V5(3+V5)(3 = V/5) 4/5
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A harmadik Gsszeget is kettébontjuk, ehhez vezessiikk be a p =

4 4
jeloléseket, ekkor az emlitett Osszeg
1 oo oo
(- e
2v/5 <k:1 k=1
alakba frhato. A két tagot kiilon kezeljiik:

N
<
ol
g
7]
e
+
:
s,
g
¥
’B??‘
+
i~
&
<
ol
Il
!
+
s
&
<

k=1 k=0 k=0 k=0 k=1
vagyis
ikpk: p_1+V5 16 41+ V5)
pat I-p? 4 (3-V5? (3-Vhp
Ugyanigy

= k_ q _4(1_\/5)
;kq C(1-9?  (3+VH)2

Ezek kiilonbsége

(1++/5)(14 +6v5) — (1 — V5)(14 — 6v/5) 40V5 _ 10V/5.

—4.

(38— V5)2(3+ V5 I

4 .

1
Vagyis E(X) =2+ —— - 10v/5 = 7.
gyis E(X) W

AN kptes Y e kq® Osszegeket ki lehet szamolni hatvanysorok segitségével is. Ugyan-
is |z| < 1 esetén

> 1
gxkzl—x’

k=0
ezt pedig x szerint derivilva

> 1
e —
kz_‘: (1—x)?

adodik. Az egyenletet x-szel szorozva az x = p ill. x = ¢ helyettesitéssel adodik az eredmény.

2.3.6. Ha X ~ B(n;p), akkor X eloszlasa megegyezik egy 14, + -+ + 1,4, Osszeg eloszlasa-
val, ahol Ay,..., A, egyiittesen fiiggetlen, p valoszintiségti események, 14,,..., 14, pedig a
hozzajuk tartozo indikétorvaltozok. Igy E(X?) azonos az utébbi dsszeg négyzetének varhato
értékével. Ennek meghatéarozasahoz jegyezziik meg, hogy

(]lAl+"'+]1An>2:1311+"'+]lin+2'(]lA1'1A2+1A1']1A3+"'+]1An71 1a,)
=14+ +14, +2- (Lajna, +Lajna, +--+ 14, 104,)s

hiszen egy 14, - 14, szorzat i # j esetén pontosan akkor 1, ha mind az A;, mind az A;
esemény bekovetkezik (egyébként pedig a szorzat 0). Tehat a varhato érték linearitasa és az
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A; események fiiggetlensége miatt
E((La, + -+ 14,)%) =E(La,) + - +E(La,) +2- (E(Lana,) + - +E(La, 4na,))
=np+2-(P(A1NA) +P(A NA)+--+P(A,_1NA,))

= np+ 2 (P(A)P(Ag) + - - + P(A, )P(A,))

= np + 2(n)p2 =np +n(n —1)p* = np +n’p* —np?,

2

Hatarozzuk meg ezt a varhato értéket a transzformalt varhato értékere vonatkozo formula
segitségével is:

X?) = ;kQ (Z)p'“(l —p) = ; K’ <Z)pk(1 —p)" "

Itt 1 < k < n esetén

#(0) = = =)

B =3 k() })p’fu S AT D IRR] G T
—1 j=0

n—1 n—1
= np (Z] (L=p)" 7+ (n J_ 1>pj(1 - p)"_l_j)
=0
np((n — p+1)—np —np® +np

hiszen az utolsé el6tti szumma egy Bin(n — 1;p) eloszlasu valtozo varhato értékét adja.

3. fejezet

3.2.3. Két szam fiiggetlen valasztasa a [—1;1] intervallumon val6jaban ugyanaz, mint egy
P = (x;y) pont valasztasa a Q = [—1; 1] x[—1; 1] négyzeten. Az els6 kérdés megvalaszolasahoz
az  +y > 0 feltétel altal megadott sikrész (2-ba es6 részének teriiletét és a négyzet teriiletét
kell elosztanunk egymassal, mert (geometriai valoszintségi mezérsl 1évén szd) az esemény
valoszintisége Tiedvess/ T bsszes-

A megadott feltétel azzal ekvivalens, hogy y > —x, ez pedig €2 azon pontjaira teljesiil,
amik az y = —x egyenes felett helyezkednek el, azaz az A = (—1;1), B= (1;1) és C = (1;—1)
pontok altal meghatarozott ABC' derékszogi haromszog pontjaira (leszamitva az atfogot a
fenti feltételben szerepld szigoru egyenléség miatt). Tehat annak a valoszintsége, hogy a
valasztott pontra x+y > 0 teljesiil, megyegyezik a haromszog tertiletének és a [—1; 1] x [—1; 1]
négyzet teriiletének aranyaval. A haromszog teriilete 2, a négyzet teriilete 4, azaz a keresett
valoszintség 1/2.

Meghatarozzuk az X(P) = x + y valtozo eloszlasfiiggvényét. Mivel mindkét valasztott
szam legalabb —1, igy az Osszegiik nem lehet (—2)-nél kisebb, tehat Fx(t) = P(X <t) =0,
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ha ¢t < —2. Hasonloképp, mindkét szam legfeljebb 1, igy az 6sszegiik legfeljebb 2 lehet, tehéat
Fx(t)=P(X <t)=1,hat>2.

Az Fx(t) = P(X < t) érték annak a valoszinisége, hogy a valasztott (x;y) pontra
r+y <t azaz y < —x +t teljesiil, tehat hogy a pont az y = —x + ¢ egyenes alatt (és az
2 négyzetben) helyezkedik el. Ha ¢t € (—2;0], akkor ez pontosan az A, C' és D = (—1;—1)
pontok &ltal meghatarozott AC'D derékszogii haromszognek az y = —z + t egyenes alé es6
része, amely szintén egy derékszogi haromszog, melynek mindkét befogdja 2 + t hosszisagu

2+1)
(itt ¢ < 0). Ennek teriilete 2+Y) , a P(X < t) valoszintség pedig ezen teriilet és a négyzet
. , . (2+1)?
teriiletének aranya. Vagyis ha t € (—2;0], akkor Fx(t) = 5

Ha viszont ¢ € (0;2], akkor X < t pontosan azokra a pontokra teljesiil, amelyek az
ACD haromszogben, vagy pedig az ABC' haromszogben, de az y = —x + t egyenes alatt
helyezkednek el. Ez utébbi sikrész teriilete megkaphato, ha az ABC haromszog teriiletébdl
levonjuk az y = —z+t egyenes {0lé es6 rész teriiletét, amely szintén egy derékszogi haromszog
2 —t befogokkal. Tehat az X < t feltétel altal meghatérozott sikrész tertiilete

T(ACDA) + T(ABCA) — -t _, Q-9

2
) e 2—-1t)?* . )
Leosztva a négyzet teriiletével Fix(t) =1 — . Osszefoglalva tehét

r 0, hat<—2,
2+1t)?
R+8" . _aci<o

Fx(t) = 8
(2-1)°
-7 ha0<r<2,
\ 1, ha t > 2.

3.3.2. Az X valtoz6 azonos a 3.2.3. feladatban definidlttal, ahol meghatéroztuk az Fx el-
oszlasfiiggvényt (lasd a 3.2.3. feladat megoldasat). Mivel Fx(t) véges sok pont kivételével
mindenhol derivalhato, igy ebben az esetben a stirtiségfiiggvényt megkaphatjuk az elosz-
lasfiiggvénybdl, ha azt derivaljuk azokban a pontokban, ahol lehet. A maradék véges sok
pontban a stirtségfiiggvény értéke tetszélegesen megvalaszthato (pl. nullanak). Ezért

2+t

, hate(-2;0),
fx(t) = %, ha t € (0;2),
0 kiilénben

strtiségfiiggvénye X-nek. (Valojaban a derivalt a ¢ = 0 pontban is létezik, és a stirtiségflige-
vény definicidjaban az els6 két sor valamelyikében a 0 pontot is hozzavehetjiik az interval-
lumhoz, de természetesen az is megfelels, ha ott pl. 0-nak (vagy barmi méasnak) definialjuk

fx(t)-t.)

Az X varhato értéke definicio szerint

]E(X):/_OO th(t)dt:i/o(2t+t2)dt+%1/02(2t—t2)dt.

00 —2
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A szamolast innen a Newton—Leibniz-formula segitségével nem nehéz elvégezni, azonban egy
egyszeri észrevétel 1ényegesen leegyszertsiti azt. Vegyiik észre ugyanis, hogy az fx(t) fiige-
vény paros, azaz fx(t) = fx(—t) teljesiil minden t-re. Kovetkezésképp a g(t) = tfx(t)
fiiggvény paratlan, hiszen g(—t) = —tfx(—t) = —tfx(t) = —g(t). Ha pedig egy paratlan
fiiggvényt egy O-ra szimmetrikus intervallumon integralunk, akkor az eredmény sziikségképp
0, vagyis E(X) = 0.

Mivel a varhato érték 0, a szorasnégyzet meg fog egyezni az X? varhato értékével, ami a
transzformalt varhato értékére vonatkozo formula szerint

E(X?) Z/OO t2fx(t)dt:3/0(2t2+t3)dt+i/OQ(QtQ—t‘?’)dt

—00 —2
1 2t3+t40+1 288 17 4 PR B
403 4], 413 4], 3 37 3 73
_ 2
vagyis D(X) = 3

Megjegyezziik, hogy ezt a szamolast kikeriilhetjiik, hogy ha felirjuk az X véltozot Y + Z
alakban, ahol Y az els§, mig Z a masodik valasztott szam. Mivel ezek fiiggetlenek és azonos

eloszlasuak, igy
E(X)=EY +2)=E(Y)+E(Z) =2E(Y),

tovabba
D?(X) =D*Y + Z) = D*(Y) + D?*(Z) = 2D*(Y).

A 3.4.1. szakaszban belatjuk, hogy Y és Z tn. egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozok a
[—1; 1] intervallumon, és kiszamoljuk a varhato értékiiket és szorasnégyzetiiket, eszerint pedig

1
E(Y)=E(Z)=0¢éD*(Y)=D*2) = 3 ahonnan a feladat eredménye mar kvetkezik.
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