Halado linearis algebra

MASODIK HAZI FELADAT

Jeldlje a legfoljiebb harmadfoku polinomok vektorterét P. Tegyuk fel, hogy egy P-beli p polinommal leirhaté
mennyiségre végzink ,pontos” mérést az xq, X1, X2, X3 helyeken.
Gondoljuk meg, hogy a (p(zs)p(z1)p(z2)p(zs))e R* vektorhoz ap € P polinomot rendel® Ieképezés

linearis! Minket azonban nemis maga a polinom érdekel, hanem csak a p’(0), az fo z)dz, ésaz [ p(x
értékek. Tehat a
1 1
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leképezést szeretnénk megadni minél egyszerUbben.

1. Adjunk tomor indoklast arra, hogy e leképezés linearis!

Az el6addson beldttuk, hogy a derivalds és a hatdrozott integralas muvelete linedris (megvizsgaltuk a ho-
mogenitast és az additivitast), ezért a keresett, fenti leképezés is linedris lesz, mivel e két miveletet fogja
elvégezni a ,mért” értékeken.

2. Mivel e leképezés linearis, igy megadhatd egy matrixszal valo szorzassal. Valasszunk konkrét x; értéke-
ket (csupa kiilonbozét!), és hatdrozzuk meg e méatrixot. (Aki e feladatot programmmal oldja meg, vélasszon
nem egész x; értékeket.)

A feladat szGvege szerint a legfeljebb harmadfoku polinomok terében vagyunk, azaz

p(x) = ag + arx + asx® + azx?,

ahol a;-k a polinom egydtthatéi. Tovabba a feladat azt is megadja, hogy négy kiilonbozé x értékre mértlink
valamilyen p(x) értéket, amelyet célszer( felirni egy egyenletrendszer formajaban a kovetkezdképp

ag + a (l'o) + &Q(Z'O) + a3($0) = p(xO)a
ao + a1 (1) + as(z1)® + as(z1)® = p(z1),
ag + a1 (x2) + az(2)? +az(x2)® = p(x2),
ao + a1 (z3) + az(x3)? + as(x3)? p(zs3).

E négy egyenletbdl allo linearis egyenletrendszer felirhatd matrixegyenlet formajaban is

1 zo 22 23] [ao p(zo)
1 @ 23 23| |aa| _ |p(z1)
1wy 22 23| |az| — |p(z2)]|”’
1 x5 23 23| |as p(xs3)

A

ahol a 4 x 4-es matrixot nevezziik el A-nak, mig az egyiitthatok oszlopvektorat a-nak. gy a négy darab
mérést tekinthetjlk ugy, mint egy leképezést, amely az A(x) = Ax mUveletet hajtja végre. Az, hogy mi lesz
a p(z), az a mérendd polinom egydtthatoitdl fiigg és mivel négy kiilonbozd z-re mértiink, ezért ezek az
egyutthatok egyértelmden meghatarozhatok. Ez onnét is kovetkezik, hogy az r(A) = 4, azaz invertalhato



a matrix és a leképezésnek is van inverze.

Noha a feladat szovege szerint nem érdekes maga a polinom, de én a feladat megoldasa soran mégis
abba az irdanyba megyek, hogy el6észdr meg fogom hatérozni az egyltthatékat és majd ezek alapjan a de-
rivaltat és a hatarozott integralt.

Ismét felirva a feladatot

pExog P'(0)
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ahol a keresett linedris leképezés a T'(+), vagy mas néven a T matrix, amely végrehajtja a megfeleld leké-
pezést egy matrixszorzassal.
En ezt a leképezést az aldbbi modon kerestem
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azazaT = H o A~! Osszetett leképezésre bontottam. Matrixszorzasokkal felirva
a=A 'p(x)ésb=Ha— b= (HA ")p(x) = Tp(x),

ahol a H matrix harom sorabdl az elsé a derivalasért felelds, mig a maradék kettd a megfelel6 hatarozott
integral kiszamitasaért. A derivalas képzése

p/(O) = Oag + a1 + Oas + Oaz — (0, 1,0,0),

illetve a két hatarozott integralé

1
1 1 1
/p(x)dx = ao+ a1+ cax+ —az — (1, 1/2, 1/3, 1/4),
0
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Most mar felirhaté a H matrix

2
2a0 + 0ay + zaz + 0az — (2, 0, 2/3, 0).

o1 0 0
H=|[1 1/2 1/3 1/4
2 0 2/3 0

Az A~ '-et MATLAB segitségével szamoltam ki, x = (0,15;  5,8; 9,2; 2.5) értékekre

1,1102  0,0544 —0,0106 —0,1540
—0,7561 —0,3905  0,0764  1,0703
0,1456  0,1869 —0,0410 —0,2916
~0,0083 —0,0158  0,0049  0,0192

Al =

Ezek alapjan a leképezés matrixat is meg tudtam hatarozni

—0,7561 —0,3905  0,0764  1,0703
T=HA'=| 0,778 —0,0825 0,0152  0,2887
2,3174  0,2335 —0,0484 —0,5025



3. Szdmitdsainkat ellendrizzik a p, (z) = 23 — 2% + x — 1 és a p,(x) = 1 polinombol szamolt értékekkel.

Az ellenérzéshez azx = [0,15; 5,8; 9,2; 2,5] értékekkel szamoltam,

—0,8691
07561 —0,3905  0,0764  1,0703] | 1,0000

Tp,(X)= | 0,7786 —0,0825 0,0152  0,2887 702,480 = | 09833

2,3174 0,2335 —0,0484 —0,5025 10,8750 —2,6667
valamint
—0,7561 —0,3905  0,0764  1,0703 1 0
Tp,(x) = 0,7786 —0,0825 0,0152 0,2887 1= 1
23174 02335 —0,0484 —0,5025] || 2

A megoldas soran hasznalt MATLAB-kodok:

1 x0
2 x1
3 X2
4 x3
5 X
6
7
8
9
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A = [1 x0 %072 x073;1 x1 x172 x173;1 x2 x272 x273;1 %3 x372 x3"3];
inv_A = inv (A);

13 ppl = polyval([l -1 1 -1]1,x%);

14 pp2 = polyval ([0 0 0 1],x);
15

16 bbl = Txppl';

17 bb2 = Txpp2';




