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Keresztfélév - 3. vizsga
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozési itmutatd célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsdnak f6bb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot éro
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximdalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. a) Egy valoszintiségi valtozot egyszeriinek neveziink, ha véges az értékkészlete. Hogyan definidljuk egy
egyszerd valdszintiségi valtozé varhatd értékét?

b) Mit értiink az alatt, hogy egy valésziniiségi valtozé 6rokifju a [0; o) intervallumon? Milyen eloszldst
valoszintiségi valtozok teljesitik a fenti tulajdonsagot?

Megoldas:
a)
(5 pont) Egy X egyszerii valosziniiségi valtozé varhaté értékét az
EX)= > k-P(X=k)
keranX
formuléaval definidljuk, ahol ranX az X értékkészlete.
b)
Az X valbszintiségi valtozdt orokifjinak nevezziik a [0; 00) intervallumon, amennyiben
(1 pont) P(X € [0;00)) = 1, azaz X értékei 1 valosziniiséggel nemnegativak (ehelyett ranX = [0;00)
is elfogadhatd), és
(2 pont)
PX>s+t]| X >s)=PX >t)
teljestil minden s,t € [0; 00) esetén.
(2 pont) Egy X valdszintiségi valtoz6 pontosan akkor 6rokifji a [0; 00) intervallumon, ha X ~ Exp(X)
valamilyen A > 0 paraméterrel.
(Ha kovetkeztetésnek csak az egyik irdnya szerepel, akkor a 2 pontbdl 1 jar.)
2. Béla minden héten prébara teszi a szerencséjét, és vasarol 3 darab sorsjegyet. Mindig két kiillénb6z6

tipusu sorsjegy koziil vilaszt, de mindig csak egy tipusbdl vasarol 3 darabot. Az A tipusu sorsjegyek
esetén atlagosan minden 12-edik nyer, mig egy B tipusu sorsjegynél 10% a nyerés esélye. Hogy egy
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adott héten melyik sorsegyebdl vesz 3 darabot, azt is a szerencsére bizza: minden alkalommal feldob egy
pénzérmét, és ha fejet dob, akkor az A tipust valasztja, kilonben pedig a B tipust. Mi a valdszinlisége,
hogy Béla egy adott héten legalabb egy sorsjeggyel nyer? Feltéve, hogy Béla egy adott héten nyert, mi
a valdsziniisége, hogy az A tipusbdl vasarolt?

Megoldas:

(1 pont) Legyen F' az az esemény, hogy Béla az adott héten fejet dob a pénzérmével és igy az A tipusi
sorsjegybél vasarol. Legyen tovabba I az, hogy irast dob, ekkor P(F') =P(I) = 3

(0 pont) Legyen W az az esemény, hogy Béla az adott héten legaldbb egy sorsjeggyel nyer, ekkor az
els6 kérdés a P(W) valészintiség.

(1 pont) Az F, és I események teljes eseményrendszert alkotnak,

(1 pont) ezért alkalmazhat6 rajuk a teljes valészintliség tétele:

P(W) = B(W | F)P(F) + P(W | I)P(I) = %(IP(W | F) +P(W | I)).

(1 pont) Egy A tipusu sorsjegy 12 valosziniiséggel nem nyer, igy annak a valdsziniisége, hogy harom

sorsjegy koziil eggyel sem nyer (E)S, vagyis 1— (E)S = % ~ 0,2297 valésziniiséggel nyer legalabb
az egyik sorsjeggyel, ez tehat P(W | F') értéke.
(1 pont) Hasonloképp P(W | I) =1 — <9>3 _ A 0,271.

10 1000

1 pont) Vagyis P(W) = L(P(W | F) + P(W | I)) ~ 0,2504.
A maésodik kérdés a P(F' | W) valdsziniiség.

A Bayes-tételt alkalmazva

1 pont
1 pont

(
(
(
(

~— ~— ~— ~—

1 pont

0,2297 - 0,5
1 t) 7 ——— "~ 0,4585.
(1 pont) ~ —oroa ’
3. Valasztunk egy szamot véletlenszeriien a [—1;1] intervallumon, majd téle fiiggetleniil még egyet a

[—2; 3] intervallumon. Mi a valészintisége, hogy a két szdm elGjele megegyezik?
Megoldas:

(3 pont) A két szam valasztasa megfelel egy pont vilasztdsdnak az Q = [—1; 1] x [—2; 3] téglalapon, ez
tehat az eseménytér, a szamok pedig a véilaszott pont koordinatai.

(3 pont) Legyen A az esemény, hogy a két szam elGjele megegyezik, ekkor vagy mindkét koordinata
negativ, vagy pedig mindkettd pozitiv, tehat A a [—1;0) x [—2;0) és a (0; 1] x (0; 3] téglalapok unidja.
(3 pont) Vagyis a keresett valdszinliség a téglalapok teriiletosszegének és az Q téglalap tertiletének
aranya:

(1 pont)
1-2+1- 1
p4) = L 2+13 1
2.5 2

4. Legyenek X ~ N(1;4) ésY ~ N(—1;9) fiiggetlen, normalis eloszlast valésziniiségi valtozok. Szamitsuk
ki a P(X > 2) és az E((X +Y)?) értékeket.
Megoldas:
(I pont) P(X >2)=1-P(X <2)=1-— Fx(2), ahol Fx az X eloszlasfiggvénye.
2—-1

(2 pont) A tanultak szerint 1 — Fx(2) =1— @ (2) =1-—®(0,5)
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(1 pont) ~ 1 — 0,6915 = 0,3085.

(1 pont) Tovabba E((X + Y)?) = E(X? +2XY +Y?),

(1 pont) a varhat6 érték linearitdsa miatt pedig ez E(X?) +2E(XY) + E(Y?).
(

1 pont) Itt az X és az Y valtozok fiiggetlensége miatt E(XY) = E(X)E(Y) =1-(—1) = —1, ahogy
az az eloszlasok paramétereibdl kiolvashato.

(1 pont) Valamint E(X?) =D?*(X)+E(X)?=4+1=5,
(1 pont) hasonléképp E(Y?) =9 + 1 = 10,
(1 pont) tehat E(X +Y)?) =5—2+10 = 13.

Az E((X +Y)?) varhat6 érték természetesen masképp is kiszdmolhaté, és fgy az utolsé 6 pont masképp
is megszerezhet. Az aldbbiakban két méasik lehetOséget is részleteziink.

Els6 varians:

(2 pont) E(X +Y)?) =D*(X +Y) +E(X +Y)?,

(2 pont) Az X és az Y fiiggetlensége miatt D*(X +Y) = D*(X) +D*(Y) =4+ 9 = 13,

(1 pont) tovdbbé a varhaté érték linearitdsa miatt E(X +Y) =E(X)+E(Y)=1-1=0,
(1 pont) fgy E(X +Y)?) =D*(X +Y) = 13.

Masodik varians:

(4 pont) Az eléadason tanult tétel szerint, mivel X és Y fiiggetlen normalis eloszlasi valtozdk, igy
X 4+ Y eloszlasa normalis, a varhato érték pedig az X és Y varhato értékeinek Osszege, tovabba a
szérasnégyzet az X és Y szérasnégyzeteinek Osszege, vagyis X +Y ~ N(0;13).

(2 pont) E(X +Y)2) =D*(X + V) +E(X +Y)2=13+0=13

5. Az X és Y valdszinliségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az alabbi tablazat. Hatarozzuk meg
Y-nak az X-re vett linearis regresszi6jat.

0 1

0 1/20 [ 1/2
2 1/5 | 1/4

Megoldas:

(1 pont) Az Y-nak az X-re vett linedris regresszidja a fX + a valtozd, ahol

cov(X,Y)
= , =E(Y) - E(X).
3 1 1 1 1 1 3
(1 pont) Az X eloszldsa: P(X =0) = 20 + =T P(X=1)= 5 + 1o
3
(1 pont) igy X véarhat6 értéke E(X)=0-P(X =0)+1-P(X =1) = T

(1 pont) A transzformalt varhaté értékére vonatkozé formula szerint

IE(XQ):02-IP(X:0)+12-IP’(X:1):%

3 9 3
1 pont) tehdt D*(X) =E(X?) —E(X)? == - — = —.
(1 pont) tehiis D(X) = E(X?) ~ B(X)? = 5 — 2 = 2
1 1 11 1 1 9
1 AzY eloszlisa P(Y =0) = — + ~ = — P(Y =2) = — + = = —
(1 pont) Az Y eloszlasa P( 0) 50 T3 = 30" ( ) =t 1= 5
9
(1 pont) gy YV vérhaté értéke E(Y)=0-P(Y =0)+2-P(Y =2) = —.
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(1 pont) cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) — Z . 1% _R(xy)- 2
(1 pont)

E(XY)=0-0-P(X=0,Y =0)4+1-0-P(X =1,Y =0)

11
+0-2 P(X=0Y=2+12-PX=1Y=2=2.7=c,
zaz (XY)——l
azaz cov(X,Y) = — 5.
(1 pont) Tehat
cov(X,Y)  7/40 14 9 14 3 8
= === = —E(Y) - BEX)= — + —-°>="
D2(X) 316~ 15 T EW)-BEX) =t =

14
vagyis a linedris regresszio —1—5X + %.

Ha valaki az X-nek az Y-ra vonatkozo linearis regresszi6jat szamolja ki, akkor analég pontozas mellett
az Osszpontszam felét kapja meg (felfelé kerekitve).

6. Egy jelado tesztelése soran megprobaljak annak koordinatait kiillonbo6z6 helyeken bemérni. Tegytk fel,
hogy a mérési hiba, azaz a mért és a tényleges helyzet (méterben mért) tdvolsdga normalis eloszlast ko-
vet, melynek szordsa ismeretlen. Szerkessziink 95%-0s megbizhatdsdgi szintli konfidenciaintervallumot
a hiba varhato értékére, ha a tesztelés soran elvégzett 10 mérésnél keletkezd hibak rendre

10,2 m; 7,5 m; 9,0 m; 4,1 m; 3,7 m; 6,6 m; 6,4 m; 1,7 m; 10,8 m; 5,0 m.

Megoldas:

(2 pont) A konfidenciaintervallum (Z — r.; T + r¢) alakd, ahol T a mintaétlag, az intervallum sugara
pedig

. tE/Z(Q)S*

==

ahol s* a korrigdlt tapasztalati szérds, € = 0,05, t./2(9) pedig a t(9) 9 szabadségfokt Student-eloszlas
1 — €/2 kvantilise.

(1 pont) Ez utébbi érték az eloszlastabldzat alapjin t./5(9) = 2,262.

Te

(1 pont) A mintadtlag
1024+75+9,0+4,1+3,7+6,6+64+1,7+108+50 65

T = = — =6,5.
10 10 ’
(1 pont) A korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzet s*? = —"-s% ahol s? a tapasztalati SE')réSDégyZGt, n
pedig a minta elemszdma (jelen esetben 10), a tapasztalati széranégyzet pedig az s? = 2 — 7?2 képlettel

szamolhato,

(1 pont) ahol

—_ 10224757+ 9,0+ 4,12 +37° 4 6,6° + 6,47 + 1,72 + 10,87 + 5,07

10

104,04 4 56,25 + 81 + 16,81 + 13,69 + 43,56 + 40,96 + 2,89 + 116,64 + 25
- 10

= 50,084,

(1 pont) igy tehat
L, 10 o 10
sh=g (50,084 — 6,57) = n - 7,834 ~ 8,7044.

(1 pont) A korrigdlt tapasztalati szérds tehdt s* = V's* 2 ~ /8,7044 ~ 2,9503.
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Ha az altalanos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jaré pont
is megadandé. Ha a megoldd szamologép segitésgével szamolja az atlagot és a korrigalt tapasztalati
szorast kozvetleniil a mintabol (tehdt a fenti helyettesitéseket nem végzi el), a korriglt tapasztalati
széras és szordsnégyzet, valamint a tapasztalati szordasnégyzet képletének (vagy egy osszevont képlet-
nek), illetve az 22 értelmezésének szerepelnie kell az el6z6 4 pontért. Ezek barmelyikének hidnyéért
egyenként 1 pont levonds jar a fenti 4-bél (vagyis példdul egy puszta eredménykozlés esetén mindossze
az atlagért jar pont).

(1 pont) Tehat az r. sugar
2,262 2,9503

re ; ~ 2,2245,

(1 pont) és igy a konfidenciaintervallum

(6,6 — 2,9503; 6,5 4 2,9503) = (4,2755; 8,7245).



