Analizis

A differencialszamitas kozépértéktételei:

1) Rolle-tétel:
Ha f folytonos a korlatos és zart [a;b] intervallumon, f difthaté [a;b]-n és f(a) = f(b), akkor van
egy a < ¢ <b belsé pont, ahol f'(c) = 0 (vizszintes)

2) Lagrange-tétel:
Ha f folytonos a korlatos és zart [a;b], f diffhatd (a;b)-n, akkor 1étezik olyan a < ¢ <b, hogy
f'(c) = (f(b) - f(a))/(b —a)

3) Cauchy-tétel:
Legyen f,g folytonos a korlatos és zart [a;b] szakaszon, és diffhatok (a;b)-n. Akkor 1étezik a <c<
b kozbiilsé hely, hogy f'(c)/g'(c) = (f(b) — f(a))/(g(b) — g(a))

Tetel: Legyen f folytonos a korlatos és zart [a,b] szakaszon, difthat6 (a,b)-n. Akkor f konstans
[a;b]-n. akkor és csak akkor, ha f'=0 (a;b)-n.

Fiiggvény mnotonitasvisgalata differenvialassal:
Ha f(x) monoton nd [a;b]-n, és dithat6 egy (a;b)-beli ¢ helyen, akkor f'(c) 2 0

Hasonldan, ha f(x) monoton csdkken [a;b]-n, és dithato egy (a;b)-beli ¢ helyen, akkor
fi(c)<0.

Tétel: Monotoitas vizsgalata derivalttal:
Legyen I egy véges, vagy végtelen intervallum, végpontjaival, vagy anélkiil. Legyen f(x)
folytonos I-n, diithat6 az I belsé pontjaiban. Akkor:
a) f(x) monoton né I-n akkor és csak akkor, ha f'(x) > 0 I minden bels6 pontjaban

(csokken) =
b) f(x) szig. mon. nd I-n akkor és csak akkor, ha f'(x ) > 0 I belsd pontjaiban, ¢és
nincs (csokken) 6]

I-nek olyan részintervalluma, ahol f' = 0 (konstans)
¢) Ha f'(x) > 0 I minden bels6 pontjaban, akkor f szig. mon. n6 I-n
=) (csokken)
kov: a) f=konst « f' =0 beliil
b) f mon. n6 « f' > 0 beliil
c¢) fszig mon nd «— f' > 0 beliil (visszafelé nem igaz)

asin (X)  ,,arcus sinus X" [ arc sin (x), sin'(x)]
sin (x): [-/2; /2] — [-1;1]
asin (x) [-1;1] — [-n/2; ©/2]

sin (x) — szig mon nd, mert sin' = cos > 0 (-1/2; w/2) intervallumon, zart intervallumon még
szigoribb a monotonitas

d/dx asin (x) = 1N(1-x?) x| <1

acos (x) ,arcus cosinus x” [arc cos (X), cos™ (X)]
cos (x): [0; ] — [-1; 1]
acos (x): [-1; 1] — [0; =]

cos (x) — szig mon csdkken, mert cos' = - sin <0 (0; m)-n

d/dx acos (x) = -1/N(1-x%) x| <1



kov: (asin + asin') = 0 (-1;1)-en, mert asin + acos = konstans [-1;1]-en
asin (x) +acos (x) = w/2 [-1;1]-en
megj: sina=cos (mw/2-a) ezért w2 — asin (X)=acos (x)

atan (x) ,arcus tangens x” [arc tg (X); tan™'(x)]
tan (x): (-n/2; w/2) - R
atan (x): R — (-n/2; ©/2)

tan (x) — szig mon né, mert tan' = 1/cos* > 0
d/dx atan (x) = 1/(1+x?) x €R

acot (x) ,arcus cotangens x” [arc ctg (x); cot” (x)]
cot (x): (0;r) - R
acot (x): R — (0; m)

cot (x) — szig mon csokken, mert cot' = - 1/sin* < 0
d/dx acot (x) = -1/(1+x?) X €R

megj: sin o = cos ( /2-a)

— tan o = cot ( 1/2-a)
cos o, = sin (1/2-a.)

All: limacot= = lim acot=10
-00 +o0
lim atan = -wt/2 lim atan = ©/2
-00 +00

Hiperbdlikus fiiggvények
sinh (x) = (e*- €¥)/2 ,,sinus hiperbolikus” [sh (x)] paratlan
cosh (x) =(e* +¢e™)/2 ,,cosinus hiperbolikus” [ch (X)] paros

tanh (x) = sinh (x)/cosh (x) = (e*~ e™)/(e* + &™)
,»tangens hiperbolikus” [th (x)]paratlan

coth (x) = cosh (x)/sinh (x) = (¢* + e™)/(e* ¢™) x#0

,cotangens hiperbolikus”  [cth (x)] paratlan

d/dx cosh (x) = sinh (x)
d/dx sinh (x) = cosh (x)
Kov: a) cosh (x) szig mon n6 [0; ©)-en , mert cosh' = sinh > 0, ha x >0
(csokken (-o0; 0]-n) <0,hax<0
b) cosh x > 1, mert x = 0-ban minimuma van
¢) sinh x szig mon nd R-en, mert sinh' = cosh>1>0

Megj: cosh? (x) — sinh? (x) = 1

Addicios képletek hiperbolikus fiiggvényekre:



sinh (x+y) = sinh (x) - cosh (y) + cosh (x) - sinh (y)
Spec: sinh (2x) = 2 sinh (x) - cosh (x)

cosh (x+y) = cosh (x) - cosh (y) + sinh (x) - sinh (y)
Spec: cosh (2x) = cosh?(x) + sinh*(x)

d/dx tanh (x) = 1/cosh?(x)
d/dx coth (x) =-1/sinh*(x) x#0

All:  lim tanh = lim coth =1
“+00 +00

lim tanh = lim coth = -1

-00 -0
lim coth = +o0 lim coth = -00
0+ 0-

A hiperbolikus fiiggvények inverzei:
asinh (x) »area sinus hiperbolikus x” [arsh (x)]
sinh' = cosh > 1 — sinh szig mon nd
d/dx asinh (x) = 1/N(1+x?) x €R
All: asinh (x) = In (x+V(x*+1))
acosh (x) »area cosinus hiperbolikus x”[arch (x)]

cosh' =sinh >0, ha x>0, ezért cosh szig mon n6, ha x >0

d/dx acosh (x) = 1N(1-x?) x> 1
All: acosh (x) = In(x+V(x>-1)) x>1
atanh (x) »area tangens hiperbolikus x” [arth (X)]

tanh' = 1/cosh? > 0 — tanh derivalhatd
atanh: (-1; 1) > R

d/dx atanh (x) = 1/(1-x?) x| <1

acoth (x) »area cotangens hiperbolikus x [arcth ()]
d/dx acoth (x) = 1/(1-x%) x| >1
All:  atanh (x) = % In (1+x)/(1-x)) x| <1

acoth (x) = %2 In ((1+x)/(1-x)) x| >1



Def: Az f[a;b] konvex, ha a grafikonjanak barmely szeldje a grafikon f616tt halad
Def: Az f (x) konkdv, ha minden szeldje a grafikon alatt halad

Tétel: Konvexitas tesztje az elsd derivalttal
Legyen f folytonos a korlatos és zart [a;b], diffhato (a;b)-n. Akkor ekvivalens:
a) f konvex [a;b]-n
b) f monoton nd (a;b)-n
(csokken)
c¢) grafikonjanak barmely érintéegyenese a grafikon f616tt halad
(alatt)

Tétel: Konvexitas tesztje a masodik derivalttal: 0
Legyen f € ([a;b] -n, kétszer diffhato (a;b)-n. Akkor f konvex [a;b]-n akkor és csak akkor, ha
(konkav)
f'>0
(f'<0)

Eljaras 0/0; oo/o0; 0-00; 1 tipusu hatarértékek kiszamitasara
Tétel: I' Hopital szabaly
Legyen
a)limf(x)=limg (x)=0

X—a X—a

b) lim |g (x)| = +o0
X—a
Tegyiik fel, hogy létezik lim f'(x)/g'(x).
Akkor létezik lim f (x)/g (x) is, és lim f (x)/g (x) = lim ' (x)/g' (x) ugyanez érvényes a féloldali
X—a X—a X—a
hatarértékekre, +/- co-ben vett hatarértékekre és akkor is igaz, ha lim f'/g' = +/-

Def: f(x)-nek x = xo-ban lokélis minimum helye van, ha van olyan K kdrnyezete xo-nak, ahol £
értelmezett és f (x) > f (xo) minden x € K-ra.
Lokalis maximum hely — f (x) < f (x)

Def: f(x)-nek xo-ban (abszolit) minimum helye van, ha f(x) > f(x¢) minden x € D(f)-re
Abszolat max f (x) < f(xo)

Szélsdértékhelyek keresése derivalassal:

Def: Az f(x) fliggvény eldjelet valt xo-ban, ha létezik olyan r > 0, hogy (Xo-1;X¢)-ban f <0,
(Xo;Xo+ 1)—en f> 0 (f- — +), vagy
(Xo-1;X0) —ban £> 0, (xg;xo+ 1)—en f<0 (f+ — -)

All: ha f (x0) = 0 és ' (x0) > 0, akkor f - — + x¢-ban
ha f (x¢) = 0 és f' (x¢) <0, akkor f + — - x¢-ban
Tétel: Lokalis szélséérték sziikséges feltétele:
Ha f (x)-nek xo-ban lokalis széls6érték helye van és f difthatod x-ban, akkor f' (x¢) = 0

Tétel: Lokalis széls6ertekhely elégséges feltétele:
Ha f (x) diffhat6 x, egy kornyezetében, akkor
a) f' - — + x¢-ban — f-nek lokalis minimuma van xo-ban



b) f + — - x¢-ban — f-nek lokalis maximuma van X,-ban

Tétel: Lokalis szélsdértek elégséges feltétele a méasodik derivalttal:
a) f' (xo) = 0; " > 0 — f-nek x,-ban lokalis minimum helye van
b) f' (x9) = 0; ' <0 — f-nek xp-ban lokalis maximum helye van

Lokalis szélsoérték keresés:
f gyokeiben f" elgjele: - f' > 0 — lokalis min
- ' <0 — lokalis max
-'=0— ? f elgjelét ellendrizziik

Modszer f(x) abszolut szélsdérték helyeinek megkeresésére:
Legyen f € ([a;b] — 1étezik minimum ¢és maximum hely is.
A sz¢€ls6érték lehet: - végpontban
- belsd pontban, ott f' = 0 kell legyen
— sz¢élséértek jeldltek: f gyokei és az intervallum végpontjai
a legnagyobb fliggvényértéknél lesz max hely, a legkisebbnél pedig min hely

Tétel: az infelexids pont sziikséges €s elégséges feltétele:
Xo inflexids pont akkor és csak akkor ha f" eldjelet valt xo-ban

Def: Az y = ax + b egyenes aszimptotaja f(x)-nek +oo-ben, ha lim (f(x) — (ax+b)) =0
(-OO) X—+00

(-0)

Def: Az x = a egyenes aszimptotdja f(x)-nek, ha lim f = oo vagy lim f= o
at (@) a (<o)

Aszimptota = érint6 a végtelenben

Aszimptota megkeresése:
(pl. +oo-ben)

a) lim f(x)/x =a — egyenes meredeksége
400

b) lim (f(x) — ax) — az eltolas konstansa
X—+00

lim (e'— 1)/t=1
t—0

Fiiggvényvizsgalat 1épései:

1) értelmezési tartomany meghatarozasa

2) lim f féloldali hatarértékei a szakadasi pontokban €s D(f) hatarold pontokban (+/- co-ben)
3) fparos, paratlan, periodikus-e?

4) f zérus helyei (ha nem nehéz)

5) monoton szakaszok, lokalis és globalis szélséértékhelyek

6) konvex és konkav szakaszok, inflexids pontok

7) Aszimptotalas

8) grafikon lerajzolasa

Numerikus szamitasok



Def: df(a)(x) = f'(a)(x-a), az f(x) a bazispontu differencidljanak értéke az x helyen
megj: a differencial parhuzamos az a-beli érintéegyenessel

f(x) = f(a) + f'(a)(x-a) + &(x)
lim g(x)/(x-a) =0 ,»&(X) sokkal kisebb (x-a)-nal, ha x kézel van a-hoz”
X—a
Ezért: ha f'(a) # 0, akkor &(x) elhanyagolhat6 az f'(a)(x-a) -hoz képest
Azaz: f(x)-f(a) = f'(a)(x-a), ha x kozel van a-hoz
f(a)(x-a) — df
f(x) - f(a)— Af

Af = df

Tétel: Ha f kétszer differencidlhat6 [a;x] szakaszon, akkor 1étezik olyan ¢ € (a;x), hogy
f(x) = f(a) + f'(a)(x-a) + % f"(c)(x-a)*, ezért

|Af —df] <| % f'(c)(x-a)*| < Y2 M(x-a)
M = max [f"| [a;x]

Newton modszer:
f(x) = 0 megoldasara

Xn+1 AZ X, ponthoz tartozoé érinté metszéspontja az x tengellyel y-f(x») = £(Xn)(X — Xa)
Xnt1 = Xn — (f(X0)/T (Xn))
A Newton modszer konvergencidja nagyon gyors

A Newton-modszer gyorsan konvergens, ha:
a) a gyok kozelébdl inditjuk az iteraciot
b) a gyok egyszeres, azaz (x) # 0
¢) f e ¢? az x" kornyezetében f kétszer derivalhatd
ilyenkor [X,.1 — X'| < ¢[Xn — X+?

Megj: a gyoktdl tavolabbrol inditva az iteracid divergalhat
Létezik egy lassabb, de biztosan konvergens eljaras — felezéses modszer

Lépésenként a hiba felezodik
f(a)f(b) <0 Legyen c = (atb)/2

Integral szamitas

Def: Legyen I véges vagy végtelen intervallum végpontokkal vagy anélkiil, legyen f: | — R
A F:1— R fiiggvény primitiv fliggvénye f-nek az I intervallumon, ha:
a) F folytonos
b) F' = faz I bels6 pontjaiban

Tétel: A primitiv fiiggvény konstans 0sszeadando6 erejéig egyértelmil, F(x) + c alakli az 6sszes
primitiv fiiggvény

Jelolés: [f(x) dx jelsli f barmely primitiv figgvényét



Primitiv fiiggvény kiszdmitési technikéja:

All: Ha [f(x) dx = F(x)+ ¢, akkor [f(ax+b) dx = 1/a F(ax+b)+c
f valtozojaban linearis fliggvényt adunk meg

Tétel: a) [fi(x)f(x) dx = (f*'(x))/(a+1) + ¢ ha o > 0 egész, vagy h f(x) > 0 minden x-re, és x € R
és o#£-1

b) [f(x)/f(x) dx = In [f(x)| + ¢ olyan intervallumokon, ahol f(x)-nek nincs gyoke
Léncszabaly:

Ha F' = f, akkor d/dt F (¢(t)) = F' ((1)) * ¢'(t) = f@(1))¢'(1), azaz [f(o(1))-¢'(t) dt = F(g(1)) +c

Ha itt ¢(t) szig mon, akkor invertalhato, tehat x = @(t)-bdl t = ¢™'(x) kiszamolhatd

Tétel: Helyettesitéses integralas

Ha o¢(t) szig mon és difthat6 I-n, akkor ott f(x) primitiv fiiggvénye

Jfx) dx = [fle)e'® dt  t=¢"(x)
Tétel: Parcialis integralas

Legyen f, g folytonos I-n, difthat6 I bels6 pontjaiban. Ha f'g-nek van primitiv fiiggvénye I-n,

akkor fg'-nek is van, és | f(x)g'(x) dx = f(x)g(x) - | f(x)g(x) dx

,»A derivalast atdobjuk g-rol f-re”

Alapintegralok:

[x*dx = (x*")/(at1) +c ha x>0, a # -1 valos vagy

x € Résa>0egeész

[1/x dx =In [x| +¢ X#0

fexdx =e* +c

[a* dx = (a")/(In (a)) +c haa>0,a#1

Jcos (x) dx = sin (x) +c

[sin (x) dx = -cos (x) +¢

[1/cos® (x) = tan (x) +c x# (k+12) n

[1/sin? (x)=-cot(x)+¢c  x#kn

Jcosh (x) dx = sinh (x) + ¢

[sinh (x) dx = cosh (x) + ¢

[1/cosh? (x) = tanh (x) + ¢

[1/sinh? (x) = - coth (x) + ¢

[1A(1-x?) dx = asin (x) + ¢ x| <1

=-acos (X) + ¢ x| <1
(asin (x) + acosh (x) = /2



J1A/(14x%) dx = asinh x + ¢
=In (x +V(x™+1) + ¢

[1/(1-x?) dx = acosh (x) +¢
=-acosh (-x) + ¢
=In [x + V(x>1)| + ¢

[1/(14x%) dx = atan (x) + ¢
= -acot (x) +¢

[1/(1-x?) dx = atanh (x) + ¢
= acoth (x) + ¢
=% In|(1+x)/(1-x)| + ¢

hax>1
hax <-1
ha [x| > 1

ha x| <1
ha [x| > 1
hax #+/-1



