Villamosmérnok A3 (2017 &sz) 2. vizsga ZH

Minden feladat 12 pontos, tehat Gsszesen 60 pontot lehet Osszegytjteni. Minden feladat
esetében sziikséges a vilagos indoklas, nem elég a végeredmény és/vagy a vilasz.

1. Oldjameg az ¥y} +y2 = €', y1 +yh = et differencial-egyenletrendszert!

Megoldasvazlat. A homogén altalanos megoldasa: Az egyenletrendszer matrixa A = ( 01 ‘01 )
ennek sajatértékei: 0 = | ¥k | = A2 — 1 gyokei, azaz +1. A —1-hez tartozé egy sajatvektor

(1), az 1-hez tartozo egy sajatvektor (!, ). Tehat a megoldas yp, = (e b e ) (2).
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Inhomogén partikularis megoldéasa allandok varidlasaval: elég (z_, _e;t) (2) = (:—tz)-t

megoldani c’-re, és akkor az abbol kapott c-re y;, = ( £ —et) (.
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azaz ¢; = 5(e® +1) és ¢ = L(1 — e), amib6l ¢ = 1% + £ és co = 2e7% + L. Vagyis

b (o e 3e4+% \ _ [ tet+iet+dietilet ) (3-+t) ch(t)
Yip = \ et —et e 24+L | T ie ttie~t—et—Let | T (%—t)sh(t)

Vagyis
—t4 oagt (3+t)ch(t) \ _ [ cre~t+caet+(3+t) ch(t)
Yia = Yha +Yip = (22—‘—2:‘ ) Sy ((;—t) sh(t)) W (cle“—cget+(-;-—t) sh(t)

2. [pvdr =7 hav(z,y) = (222 —y? 22 +y?) és L az {(z,y): 2 +y2 < R2,0 < y} tartomany
pozitivan irdanyitott hatara.

Megoldasvazlat. Stokes-tétellel: rotv = 2(z + y), tehat

/’udr—// 2(z +y) dV = // 2r%(cos ¢ + sin @) dcpdr
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c6r (Ly) egyenlete 7(t) =




3. Legyen H az R sugari, m magassagi, 2 tengelyi, kifelé iranyftott hengerpalast, melynek
alapja az xy sfkban van. Szamitsa ki a v(x,y,2) = (x — y, x + y, 2) vektorfiiggvény feliileti
integraljat H-n!

Megoldéasvazlat. A hengerpalast egyenlete: r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), u € [0,27], v €
[0, m]; ry X ry = (Rcosu, Rsinu,0). Igy

fyvdf = f o (R(cosu — sinu), R(cosu + sin u), v)(R cos u, Rsinwu,0) dv du

2 ' v .
= [ Jo" R? dv du = 2R*rm.

VAGY: A feliileti egységnormélis n = r/|r| = (cosu,sinu,0); v, = v:-n = (R(cosu —
sinu), R(cosu + sinu),v)(cosu, sinu,0) = R, ezért

Jyvdf = [ vn |df| = [y R |df| = R|H| = 2R?7m.

VAGY: Alkalmazhatjuk a Gauss-Osztrogradszkij tételt a lezart feliiletre (H"), csak [ [;, divo dV =
3|V| = 3R?*7m-b6l ki kell vonni v- nek az ala glapon és a fed6lapon (K') vett felule’m integraljat.

Az elébbi 0, mert az integrandus as-a'b&ﬁcbaﬁ-&, K-n pedig R*7m, mert a feliileti egységnor-
malis n = k = (0,0, 1) ezért v, = vn = m, kovetkezésképp

Jxv &f = [ vn |df| = i m |df| = m|K| = R*rm.

4. (a) A stk mely részhalmazan létezik potencialfiiggénye a v(z,y) = (z* + v, 3zy?) vektor-
fiiggvénynek? (b) Hatarozza meg v egy potencialfiiggvényét, ahol az létezik!

Megoldasvazlat. rotv = B—Bmy - 3-(:13 + %) = 3y? — 3y? = 0, tehat az egész sfkon van
potencial.

Ha u a potencial, akkor u; = 23 +3y3, u, = 3zy? tehat u = [ 23 +y3 dz = 2*/4+zy® +c(y)
azaz 3zy? = uy = 3zy? + /(y), vagyis /(y) = 0, és fgy c(y) = c € R tetszéleges. Vagyis
u(z,y) =z*/4+ zy® + ¢

5. (a) Definialja a v : R® — R3 fiiggvénynek az F : r(u,v), (u,v) € A feliileten vett felszin
szerinti integraljat!

(b) Legyen v = (vy,vq,v3) : R® — R3 derivalhat6 fiiggvény; létezik-e olyan w = (wi,ws) :
R? — R? fiiggvény, amelyre rot w = (rot v)3?

(c) Igazak-e kdvetkezs allitasok a v : R® — R® mindeniitt derivalhato vektorfiiggvényre? (c1)
Ha v konsta.ns, akkor dive = 0 (c2) Ha divv = 0, akkor v konsta.ns 2




