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1999.1X.16.
1. Gyakorlat

. A G gréf pontjai egy 8-elemii halmaz 2-elemf(i részhalmazainak felelnek meg. Két pont akkor van
Osszekotve egy éllel, ha a pontoknak megfelelé két részhalmaz diszjunkt. Van-e G-ben Euler-, ill.
Hamilton-kér?

Milyen n cs m értékekre tartalmaz

(a) Euler-kort, ill. utat,

(b) Hamilton-kort, ill. utat

az n * m méretii kockds papir (melynek dsszesen (n + 1) * (m + 1) pontja van)?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban minden pont foka paros, akkor az élei irdnyithaték gy, hogy
minden pont ki- és befoka azonos legyen!

. Egy osszefiiggd G grafban 2k (k > 1) pontnak van péaratlan foka. Bizonyitsuk be, hogy G élhalmaza
eléall k darab diszjunkt élsorozat unidjaként. ElSallithaté-e kevesebb élsorozat felhasznélasdval is?

. Egy oktaéder minden lapjara egy-egy azonos alapméretii tetraédert illesztlink. Van-e az igy keletkezett
test éleibbl 4ll6 grafban Hamilton-it?

. Egy 2n — 1 ponti graf minden pontjénak a foka legaldbb n — 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik
a grafban Hamilton-ut!

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G grafban létezik Euler-kor, akkor az élgrafjdban, L(G)-ben létezik
Hamilton-kor! Igaz-e az allitds megforditasa?
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2. Feladatsor

Bizonyitsuk be, hogy egy G = (A, B; E) péros grifban v(G) = |A| — maxxca{|X| - |[N(X)|}!

Bizonyitsuk be Frobenius eredeti tételét: egy n x n-es determinédns kifejtésében akkor és csakis
akkor lesz minden tag 0, ha létezik k % (n — k + 1)-es részmatrix valamely 1 < k < n-re!
rvga
(a) Hany teljes parositas lehet egy fdban?
(b) Adjunk meg (tovébbi) olyan grafokat, amelyekben pontosan egy teljes parositds van.
(Van-e olyan is, amelyikben minden pont foka legaldbb 27)

(a) Mutassuk meg, hogy r-reguldris pros graf biztosan teljesiti a Hall-feltételt!

(Kovetkezmény: r-reguldris paros grafnak mindig van teljes parositésa.)

(b) Mutassuk meg, hogy ha egy péros grifban minden pont foka < r, akkor pontok és élek
hozzavételével kiegészithet$ olyannd, amelyben minden csicsra pontosan r él illeszkedik!

(c) Legyen a G egyszerii, paros grifban a maximélis fokszdm k. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
pérositds G-ben, amely lefedi az Gsszes k fokd pontot!

(d) Legyen r > 2 és tekintsiink egy r-reguldris paros grafot. Hagyjunk el az ennek egyik tetszdlegesen
kivalasztott csticsabdl kiindulé r él koziil tetszdlegesen kivalasztott (r — 1)-et. Az igy megmaradé
graf legyen G. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van teljes pérosités!

. Egy iskol4dban a didkok kiilonféle bizottsagokat valasztottak (egy ember t&bb bizottsignak is tagja

lehet) és most minden bizottsag a sajit tagjai koziil egy-egy elnokot szeretne kinevezni. Béarmely
bizottsag barmely tagja alkalmas lenne elnoknek, de nem akarjdk, hogy valaki egyszerre tobb bi-
zottsdgnak is elnoke legyen. Mikor val6sithatd ez meg?

Hatérozzuk meg a fiiggetlen élek maxima4lis szdmat az alabbi grafban! Bizonyitsuk is be, hogy nem
lehet tébbet taldlni!

(a) Mutassuk meg, hogy a ;—}% hanyados lehetséges legnagyobb értéke (az Gsszes véges egyszerii G
grafot tekintve) 2-vel egyenld.

(b) Legyen A(G) egy grafban a maximalis fokszam. Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E(G)| !
(c) Bizonyitsuk be, hogy egy hurokmentes G grafban o(G)7(G) > |E(G)| !

Egy kirdnduldson n hdzaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonbdz6 csokoladét tgy,
hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden résztvevé legaldbb n fajtat szeret a 2n csokoladé
koziil, és az is teljesiil, hogy minden csokolddét szereti minden hazasparnak legaldbb az egyik tagja.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor kioszthaték tigy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.

Legyen G egy egyszer(i, Osszefliggd, paros graf, amelynek mindkét pontosztalydban n pont van. Az
egyik osztalyban minden pont foka kiilonb6z6. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van teljes parositas!

A G = (A, B,E) péros grifban az A fiiggetlen halmazba es6é X = {ai,as,...ax} részhalmaz
Osszes csucsa lefedhetd egyetlen M pdrositassal. Hasonl6képp, létezik olyan M’ parositds, amely
azY = {b1,bs...bn} C B részhalmazba es6 dsszes csiicsot fedi. Bizonyitsuk be, hogy ekkor olyan
M" pérosités is 1étezik, amely az a1, a, ... ,ak,b1,bs,. .. , by pontok mindegyikét lefedi.

Mennyi lehet legfeljebb egy 2n csiicsy, egyszeri 6sszefiiggd G graf klikkszama, ha nincs G-ben teljes
parositas?

(a) Egy 2n pontu graf minden pontjanak a foka legalabb n. Bizonyitsuk be, hogy ekkor van benne
teljes parositas.

(b) A 2n cstcsd egyszerii G grafban minden pont foka legaldbb n. Igazoljuk, hogy 7(G) > n .
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3. Feladatsor

. Legyenek G csticsai a sakktabla mezdi, és két csiics pontosan akkor legyen Gsszekotve, ha a megfeleld

mezék béstysval egy lépésben elérhet8k egymésb6l. Mennyi az igy keletkezett graf kromatikus
szdma?

. Legyenek G csicsai az Osszes természetes szamok és legyen az n és m cstics éllel 6sszekotve pontosan

akkor, ha n 4+ m pératlan. Hatirozza meg x(G)-t!

(a) Bizonyitsuk be, hogy minden grifban a(G)x(G) > [V(G)| !

(b) Bizonyitsuk be, hogy minden n pontd gréfra x(G)x(G) > n!

(c) Egy G1 = (V, Ey) és G2 = (V, E) gréf unidja a G1 UGz = (V,E, U E,) graf. Bizonyitsuk be,
hogy x(G1 U G2) < x(G1)x(G2) !

(d) Hogyan kévetkezik a (b) feladat a (c)-bdl?

(a) Legyen a G gréf pontjainak fokszdmsorozata di > dz > .- > dn. Bizonyitsuk be, hogy
x(G) € 1 + max;{min{d;,i — 1}} !

(b) Bizonyitsuk be, hogy minden grafnak sorba rendezhetSk gy a pontjai, hogy ha ebben a sor-
rendben szinezziik a grafot mohé algoritmussal, akkor x(G) szint haszndlunk!

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerii grafban x(G) < 7(G) + 1. Mutassunk példat olyan gréfra,
ahol ez egyenldséggel teljesiil.

. Igaz-e, hogy ha egy G graf x(G) kromatikus szdmdra és w(G) klikkszdmadra teljesiil, hogy x(G) >

w(G), akkor behizhaték G-be ij élek dgy, hogy a keletkezd G' gréfra x(G) = x(G') = w(G')
teljesiiljon?
Igaz-e, hogy ez mindig elérhet6 legfeljebb 100 4j €l hozziad4saval?

. Legyen a G graf pontjainak fokszdmsorozata d; > dg > --- > dy,. Bizonyitsuk be, hogy x(G) <

1 + max;{min{d;,i — 1}} !

. Legyen G olyan graf, melyre x(G) = k. Bizonyitsuk be, hogy G élei irdnyithaték gy, hogy a

leghosszabb irdnyitott it legfeljebb k pontot tartalmazzon.

. Bizonyitsuk be, hogy ha G egy n csiicsi egyszer(i regulris graf, akkor x(G) + x(G)<n+1. (Ga

G graf komplementerét jeloli.)

Egy négyzetricsban legyen egy lépés, hogy egy négyzetbdl dtmehetiink egy vele kozos éllel ren-

delkezd négyzetbe. A 100-szor 100-as racsban mi az a legkevesebb szin, amivel a négyzetek kiszinezhetSk

tigy, hogy az egymaésbél pontosan két lépéssel elérhetd négyzetek szine kiilénbdz6?
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4. Feladatsor

. Mennyi xe(K2n+1) és Xe(K2n)?

Bizonyitsuk be, hogy x.(G) > e/v(G) minden e éli egyszerli G grafra (ahol x.(G) a G graf
élkromatikus szdma, v(G) pedig a fiiggetlen élek maxim4lis szima G-ben)!

. Léssuk be, hogy egy paratlan kér komplementere nem perfekt!
. Bizonyitsuk be, hogy minden G péros graf élgrafjanak a komplementere ( L(G) ) perfekt!

Egy grafot 6sszehasonlitasi grafnak neveziink, ha élei tranzitivan irdnyithatéak, azaz ha (z,y) € E
és (y,z) € E, akkor (z,z) € E is teljesiiljon. Bizonyitsuk be, hogy az Osszehasonlitdsi grafok
perfektek!

. Egy iskolédban n didkbél k kiilonféle bizottsdgot valasztottak (egy ember tSbb bizottsignak is tagja

lehet). Ezt a helyzetet egy k x n-es mdtrixszal reprezentalhatjuk: az i. sor j. helyén 1 4ll, ha a j.
disk benne van az i. bizottsigban, és 0, ha nem. Mi a BBT métrix (i, j)-edik elemének a jelentése?

Mennyia /O A
A 0
q4 4

.

. A\ métrix deternindnsa?

4
A4
o .-

11..°0

Legyen G olyan graf, melyben az Osszes feszitett részgrifra igaz, hogy abban minden tartalmazasra
nézve maxim4lis (tehit nem b&vithetd) klikknek van kozds pontja az adott részgraf dsszes tartal-
mazdsra nézve maximalis fiiggetlen halmazival. Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

. Egy egyszerli, osszefiiggd G graf élkromatikus szdma kisebb a benne taldlhaté legnagyobb klikk

méreténél (vagyis w(G)-nél). Bizonyitsuk be, hogy G teljes graf!

Legyen G egy 10-reguléris egyszerii graf, melynek 1999 csiicsa van. Mennyi a x'(G) élkromatikus
szdm értéke?

(a) A sikot véges sok mindkét irdnyban végtelen egyenes elHélj/ézésével ,orszdgokra” bontjuk. Mu-
tassuk meg, hogy ez a ,,térkép” 2 szinnel megszinezheto!

(b) Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzothaté graf tartomanyai pontosan akkor szinezhet6k 2 szinnel,
ha minden pont foka péros!
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5. Feladatsor

. Lassuk be, hogy egy egyszerii irdnyitatlan graf akkor és csak akkor paros, ha szomszédossigi

métrixdnak minden paratlan kitev$jii hatvdnyadban minden diagonal-elem zérus!

Legyen A és B egy hurokél-mentes irdnyitott graf szomszédossigi, ill. illeszkedési matrixa. Mi
mondhaté a BBT — A métrixrél?

Az aldbbi maétrixok kozil melyek dllnak eld grafok kérmatrixaként?

1110 111 110
1101 110 1 01
1 011 1 01 011

. Hogyan ismerhet6 fel egy hurokél vagy egy elvagé él egy — valamelyik métrixdval adott — grafban?

. a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges irdnyitott grafban nincs irdnyitott kor, akkor van forrss és

nyeld!
b) Példén illusztréljuk, hogy az el6z6 4llitds végtelen grafokra nem feltétleniil igaz.
c) Ellenpélddval mutassuk meg, hogy az a) 4llitis nem fordithaté meg.

Hatdrozzuk meg az dbran lathaté graf dltal szemléltetett tevékenységekhez sziikséges id6ét! Mely
részfeladatok kritikusak?

Hatérozzuk meg z fiiggvényében az dbrdn lathaté grafok altal szemléltetett tevékenységhez sziikséges
idét. (z > 0) Mely részfeladatok kritikusak?

Maximum hény éle lehet egy n ponti, irdnyitott kort nem tartalmazé egyszerti grafnak?

Legyen egy n-elemil halmaz Gsszes (azaz hany darab?) részhalmaza egy G, irdnyitott graf ponthal-
maza, és az X,Y részhalmazinak megfelel6 z,y pontok koz6tt akkor és csak akkor vezessen él, ha
X CY és|X|+1=|Y|. Mutassuk meg, hogy G-ben nincs irdnyitott kér, majd adjuk meg mind
maximalis szdmu, mind minimdlis szimi emeletekre valé bontésat.

Legyen A az n csticsi G egyszerti, Osszefiiggé graf szomszédossagi matrixa. Mi a G graf, ha tudjuk,
hogy az A + A? métrix minden eleme azonos?

Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott graf illeszkedési métrixdnak minden négyzetes részmétrixira a
determinans 0 vagy +1!



1999.X.28.
6. Feladatsor

1. Hatirozzuk meg a maximaélis folyam értékét az 1. dbran lathaté halézati folyamon és bizonyitsuk
is be, hogy ez maxima4lis!

2. Hatdrozzuk meg a maximadlis folyam értékét a 2. dbran lathaté pont— és élkapacitdsokkal elltott
hélézati folyamon és bizonyitsuk is be, hogy ez maximailis!

3. (a) Mekkora az dbran lithaté grafba.n a két pont koz6tt az €l-, ill. pontdiszjunkt utak maximélis
szdma?

(b) Héanyszorosan (pont)dsszefiiggd, és hdnyszorosan élosszefiiggd ez a graf?

4. Az 4brén lathaté graf élei koziil frjunk hiromra 1 kapacitdst, haromra 2-t és hiromra 3-at ugy,
hogy a maximdlis folyam a lehet6 legnagyobb illetve a lehetd legkisebb legyen!

——

= {

,_.____——9
5. Mutassuk meg, hogy egy k-szorosan Gsszefiiggd n-pontu grafnak legaldbb kn/2 éle van. (Pohtcssw{“ﬁj"’ >

6. (a) Igaz-e, hogy ha minden él kapacitdsa paros szam, akkor van olyan maxim4lis folyam, aminek
minden élén a folyam értéke paros szdm?
(b) Igaz-e ugyanez paratlan szdmokkal?

7. Bizonyitsuk be, hogy 3-regularis grafokra a pont— és élosszefligg8ségi szdmok egyenlSek.

8. (a) Bizonyitsuk be a Ford-Fulkerson (maximélis folyam=minim4lis vigas) tételbl a Hall-tételt
paros grafokra!

(b) Bizonyitsuk be a(z egyik) Menger tételbdl a Konig~tételt paros grafokra (v = 7)!
%_Q) C- ‘z-{ov&é‘p — b sF
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7. Feladatsor

. a) Hany éle van a T, ; Turdn-grifnak, ha k osztéja n-nek?

b) Hény éle van Ty, o-nek?
Bizonyitsuk be, hogy a Ty, x Turdn-graf minden G részgrifjira x(G) < k.

Bizonyitsuk be, hogy ha x(G) = k, akkor elég nagy n-re G részgrifja lesz a Ty, x Turdn-grafnak.

Ha Cy jeloli a hir nélkili k hossza kort, akkor mennyi a kévetkezd hatarérték
lim ex(nanc'1999) — 9
n—oo ( 2)

. Tudjuk, hogy a 3 dimenziés térben legfeljebb 4 kiilonb6z6 pont adhaté meg gy, hogy kéziiliik

bérmely kettének ugyanakkora legyen a tdvolsiga. Bizonyitsuk be, hogy akdrhogyan is vesziink fel
70 kiilénboz6 pontot a térben, kozottiik biztosan eléfordul legalibb haromféle kiilonb6z6 tavolsag.

a) A sik pontjait kiszineztlik két szinnel. Bizonyitsuk be, hogy van olyan szabdlyos hiromszég,
amelynek minden csésa azonos szinii!
b) Igaz marad-e az &llitds, ha a sik pontjait tetszéleges, de véges sok szinnel szinezziik ki?

Adott a sikon n nem feltétleniil kiilonb6z6 pont. Legfeljebb mennyi lehet az ezek koziil kivalaszthatd
éppen egységnyi tavolsdgra levé pontparok szama?

. Minim4lisan hany éle kell, hogy legyen egy 2000 csticsi G grafnak, ha fiiggetlenségi szdmira a(G) =

5 teljesiil?

. Igazoljuk, hogy ha az n csicsi egyszerii G graf éleinek szdma 114—2- + 1, akkor G tartalmaz legaldbb

két (nem feltétleniil diszjunkt) K3 részgrifot.
Bizonyitsuk be, hogy |E(Tp k~1)| = |E(Tn-(k—1),k-1)] + (n = (k = 1))(k — 2) + (*31).

Egy legaldbb 4 f6s munkahelyen barmely két ember vagy jéban, vagy rosszban van egymassal, vagy
nem ismerik egymadst, és mindegyik eset el6 is fordul. Bizonyitsuk be, hogy van 4 olyan ember, akik
k6zo6tt mindhdrom viszony eléfordul!

a) Bizonyitsuk be, hogy Rg(k1,k2,ks...,ks) < Rs_1(R(k1,k2), ks..., ks).
b*) Bizonyitsuk be, hogy R3(k,l) < R(R3(k — 1,1), R®(k,l - 1)).
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8. Feladatsor

Ha b osztdja a-nak, mik a lehetséges értékei a d(a,a+b), és a d(2a, a—b) legnagyobb kdzos osztéknak?

. Legyen a és b paratlan. Mennyi d(a® + b?,4)?

Van-e olyan a,b par, hogy d(a,b) = 3 és a + b = 100? Es olyan, hogy d(a,b) = 5 és a + b = 1007
Ahol igen, ott hanyféle?

Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok n-re teljesiil, hogy d(n + 1) > 2d(n).
Bizonyitsuk be, hogy minden a egészre d(a) < 2v/a !
Melyek azok a p primszamok, amelyekre p + 10 és p + 14 is primszam?

a) Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ — 1 prim, akkor n prim!
b) Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ + 1 prim, akkor n kettShatvany!

Jelolje F). a k-adik Fibonacci-szdmot, azaz legyen Fy = F3 =1, és han > 2, akkor F, = F,_, +
F,_,. Talilhaté-e olyan k, hogy Fj és Fiyq is oszthaté hdrommal?

Egy 2000-ben sziiletd embernek 90 éves kordig hany olyan sziiletésnapja lesz, amikor az életkora
osztdja az aktudlis évszamnak?

Maximum hény szdm vilaszthaté ki 1-t6l 2n-ig Ggy, hogy koziiliik semelyik kett6 se legyen relativ
prim?

Legyen n pozitiv egész szdm, melynek ismerjik n = Hle P primtényezds felbontdsat.

a) Mennyi a
2 d:

d.-ln
érték, vagyis hogyan szdmithaté ki az n szdm osztéinak az Gsszege?
b) Mennyi a
F
4
d.-|n *
érték, vagyis hogyan szamithato ki az n szam oszt6i reciprokanak az Osszege?

Bizonyitsuk be, hogy minden a,b egészre d(ab) < d(a)d(b) és egyenléség pontosan akkor teljesiil,
ha a és b relativ primek!
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9. Feladatsor

. Déntsiik el, hogy megoldhat6ak-e az aldbbi kongruencidk, és a megoldhatdkat oldjuk meg:

(a) 11z = 12 (mod 18),
(b) az =3 (mod 21) ha a = 6,7 vagy 8.

Keressiik meg 7 azon pozitiv tobbszoroseit, melyek 13-mal osztva 11-et adnak maradékul!
Bizonyitsuk be, hogy 37*¢ — 1 oszthaté 5-tel!
Milyen maradékot ad 103-mal osztva 205206777

Bizonyitsuk be, hogy n” + 41n oszthat6 42-vel, ha n tetszéleges egész szdm!

3404

Hatdrozzuk meg 30 utolsé két szdmjegyét!

a) Mi lehet a, ha ' =5 (mod 21)?

b) Mi lehet a, ha a'?%® =5 (mod 21)?

Bizonyitsuk be, hogy 1998! + 111!9%8 oszthaté 1999-cel!
Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges primre (2;’) =2 (mod p)!

Legyen p egy 4 k+3 alakd prim. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan a szdm, melyre a? = —1 (mod p)
teljesiilne!

a) Milyen n-ekre teljesiil 2¢(n) = n?

b) Milyen n-ekre teljesiil ¢(7n) = 7p(n)?

c) Milyen n érték(ek)re igaz, hogy ¢(n) paratlan szdm?
d) Mely n szdmokra lesz ¢(n) primszam?

Legyen n > 1 egész szam. Mutassuk meg, hogy ha dsszeadjuk az n-nél kisebb, n-hez relativ prim
pozitiv egész szdmokat, akkor az Osszeg ﬁ%(ﬂ lesz!



1999.X1.25.
10. Feladatsor

. Bizonyitsuk be, hogy 561 Carmichael sz4m (segitségiil: primtényezés felbontésa 3 - 11-17).
. Hatérozzuk meg a dekédoléfiiggvényt a C(z) =y, y = 2% (mod 299) RSA-kédoléfiiggvényhez!

. Aliz és Béla telefonon keresztiil sakkoznak. Ha a jétszma fiiggében marad és mondjuk Aliz kévetkezik,
az utolsé 1épést ,,boritékolnia” kell. (Ha nem tennék, akkor valamelyikiiknek egy extra nap gondo-
lkodasi ideje lenne.) Hogyan lehet ,,boritékolni” telefonon keresztiil? (Egyrészt Béla nem tudhatja
mésnapig, hogy mi a lépés. Masrészt Aliz kozben rajohetne, hogy mast kellett volna lépnie, ezért
Béla mésnap egy Alizt6l kapott tjabb informaciéval mér , ki tudja nyitni” a boritékot.)

. Hatédrozzuk meg (n — 1)'..n-nel vett osztdsi maradékat minden n egész szdmra!

. Bizonyitsuk be, hogy a p = 4k + 1 alaki primszdmokra a —1 négyzetelem, azaz van olyan egész
szdm, aminek a négyzete —1 maradékot ad p-vel osztva!

. Legyenek egy gréf pontjai az n hosszlisdgti 0 — 1 sorozatok. Vezessen egy irdnyitott él a-bél b-be,
ha a-ban kevesebb 1-es van, mint b-ben, és legyen egy ilyen él kapacitdsa az egyesek szdmsnak
kiilonbsége. Legyen F,, a maximdlis folyam értéke s = (0,...,0) és t = (1,...,1) kdzétt. Mennyi
F3? Mennyi 4ltaldban F,?

. Milyen a, b szdmokra van olyan graf, ami a-szorosan pontésszefiiggd, és b-szeresen élésszefiiggs?

. Legyen p 2-hatvény, q pedig 5-hatvéany. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan k és | pozitiv egészek,
hogy ha egy p-feji sarkdny minden fejének k darab és egy ¢-fejii saérkdny minden fejének ! darab
almét adunk, akkor az egyik sirkany pontosan eggyel t6bb alméat kap, mint a m4sik!

. Milyen maradékot ad 37-tel osztva az a szdm, amelynek 10-es szdmrendszerbeli alakja 37 darab
egyesbdl all?

4 18
?0(> M’&\?w\ ovadsled X 9- el onbva 16" 2
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11.

1999.XI1.2.
11. Feladatsor

. Csoportot alkotnak-e az adott halmazok az adott miiveletekre nézve? ...

(a) (paros szdmok, +),

(b) (paros szdmok, x ),

(¢) (pozitiv szdmok, +),

(d) (egy csomag kéartya keverései, kompozicié),
(e) (mod n maradékosztélyok, +),

(f) (mod n maradékosztilyok, x).

. Hatdrozzuk meg a kdvetkezd alakzatok szimmetriacsoportjat (ill. annak miiveleti t4bl4j4t):

(a) téglalap,
(b) rombusz,
(c) négyzet,
(d) ..FFFFFF... (mindkét irdnyban végtelen sor).

. (a) Hény részcsoportja van a 12 rendi ciklikus csoportnak?

(b) Hany normélosztdja van a 12 rendii ciklikus csoportnak?

(c) Mik az egyes elemek rendjei a 12 rendii ciklikus csoportban?

(d) Hény olyan eleme van a C, ciklikus csoportnak, ami egymaga generélja a teljes Cp, csoportot?
(e) Mik a végtelen ciklikus csoport részcsoportjai, ill. elemeinek rendjei?

Egy csoportban az a elem rendje 10.
(a) Mekkora a b = a® elem rendje?
(b) Mekkora a b = a'? elem rendje?

(a) Bizonyitsuk be, hogy egy csoportban egy elem rendje megegyezik az inverzének a rendjével!
(b) Legyen a es b egy csoport két tetszOleges eleme. Bizonyitsuk be, hogy ab es ba rendje megegyezik!
(c) Bizonyitsuk be, hogy a és b~ a b rendje is megegyezik!

(d) Bizonyitsuk be, hogy egy Abel-csoportban két elem szorzatdnak a rendje nem lehet nagyobb,
mint a két elem rendjének szorzata!

Jelolje (G1, *) és (Gz,*) a (G, *) csoport két killonbozé részcsoportjat (* a miivelet).
(a) Igaz-e, hogy (G1 U Ga, %) is részcsoport?
(b) Igazoljuk, hogy (G1 N G2, *) is részcsoport.

. Legyen H a G csoport részcsoportja és g a csoport egy tetszGleges eleme. Bizonyitsuk be, hogy

g~ 1Hg is részcsoport!

. Tekintsiik az f(z) = az + b alaki line4ris fliggvényeket, ahol @ nem nulla valés, b tetszéleges valés

szdm. Legyen a o miivelet a fiiggvények osszetétele, azaz (f o g)(z) = f(g(z)). Igazoljuk, hogy erre
a miiveletre nézve az adott fiiggvények csoportot alkotnak! Mi a csoport egységeleme?

. Mutassuk meg, hogy az 6lyan kétszer kettes valés A métrixok, amelyekben a két f64tlébeli elem

1-gyel egyenlé, a bal als6 sarokban pedig 0 4ll (tehdt Ay ; = Az =1, A2 = 0 és A; 5 tetszdleges
val6s szdm) csoportot alkotnak a matrixszorzds miiveletére nézve!

Legyen G kommutativ csoport és k rogzitett pozitiv egész szdm. U jeldlje G azon elemeinek hal-
maz4t, amelyek el64llnak valamely G-beli elem k-adik hatvanyaként, vagyis

U={ueG:3g€G,g"=u).
Mutassuk meg, hogy U részcsoport G-ben!

Mutassuk meg, hogy a mod 9 redukélt maradékosztélyok a szorzasra nézve ciklikus csoportot alkot-
nak!
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12. Feladatsor

. Egy csoport rendje 81 és van olyan eleme, melynek 27. hatvinya nem az egységelem. Bizonyitsuk

be, hogy a csoport kommutativ!

. Tudjuk, hogy a G csoport rendje 100, a g elemére pedig teljesiil, hogy ¢! = e. Mit mondhatunk

g-rél?

. (a) Legyen G egy csoport, és a egy eleme. Igazoljuk, hogy a* rendje, ahol k tetszbleges egész szdm,

osztéja a rendjének!

(b) Legyen G egy legalabb kételemii véges csoport. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van olyan eleme,
melynek rendje primszém!

. Bizonyitsuk be, hogy ciklikus csoport minden részcsoportja norm4loszté!

- Jelentse |a| az a valés szdm abszolit értékét. Homomorfizmus-e az adott csoporton az a +~ |a]

leképgzés, ha

(a).a csoport:a nem nulla val6s szémok a szorzasra nézve;

(b) a csoport:a valés szdmok az Gsszeadédsra nézve?
Ha igen, mi lesz a leképezés képe és mi a magja, és mik lesznek a mag szerinti mellékoszt4lyok?

. Legyen G az egész szdmok csoportja az Osszeaddsra nézve, m pedig egy rogzitett egész szdm.

Homomorfizmus-e ezen a csoporton a ¢(n) = ‘n-nek m-mel vett osztisi maradéka’ leképezés? Ha
igen, mi lesz a leképezés képe és mi a magja, és mik lesznek a mag szerinti mellékosztalyok?

Legyen G a komplex szémok csoportja az Gsszeaddsra nézve, -H pedig a valésok csoportja az
Osszeadésra nézve.

(a) Mik G-ben a H szerinti mellékosztalyok?

(b) Melyik ismert csoporttal izomorf a G/H faktorcsoport?

(a) Szorozzuk Gssze a két permutéciét és az eredményt irjuk fel ciklikus médon:
1 23 45 6 7 8 1 2 3 456 7 8
(51842763) 52187463)'
(b) Az Sy hetedfoki szimmetrikus csoport egy eleme az (12)(356) permut4cié. Mi ennek az elemnek
a rendje?
(c) Hatérozzuk meg az (12)(345)(6789) permutécié inverzét!
(d) Irjuk fel diszjunkt ciklusok szorzataként az alébbi permutdciét: (123)(345)(567)(781)!

1 2 . n-1 n

. . cl s . ) ?
(e) Mennyi az aldbbi permutécié inverziészdma: < n n-1 .. 2 1)

. A Cayley-tétel szerint D4 milyen foki permutéciécsoporttal izomorf? Tudunk ennél jobbat mondani

(azaz kisebb fokd permutéciécsoportot, amivel Dy izomorf)?

Bizonyitsuk be, hogy a ¢ : G = G, ¢(h) = g~'hg leképezés ( g-vel valé konjugdlds) a G csoportot
onmagéra képez6 izomorfizmus (in. automorfizmus)!

Mutassuk meg, hogy egy v : G; — G2 homomorfizmusnél
(a) G, egységelemének képe G2 egységeleme;

(b) egy g € G, elem inverzének képe g képének az inverze;
(c) ¢ magja normélosztd!

(a) Igazoljuk, hogy ha egy G csoportban minden a, b elemre teljesiil, hogy (ab)~! = a~1b~1, akkor
G kommutativ!

(b) Legyen G egy csoport, a ¢ : G — G leképezés pedig (g) = g~!. Igazoljuk, hogy ha ¢
homomorfizmus, akkor G kommutativ!

Bizonyitsuk be, hogy ha Ny és N, a G csoport normélosztéi, akkor a metszetiik is az!
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13. Feladatsor

1. Irjuk fel a Zg (egészek mod 6) gylirl szorzotablajat!

2. Egy z # 0 gyiirtielem baloldali nulloszt6, ha van olyan y # 0, melyre zy = 0. Legyen z; és z,
baloldali nulloszté. Bizonyitsuk be, hogy ;2 is baloldali nulloszté, de z; + =2 nem feltétleniil az!

3. Legyen R egy nullosztémentes gyiirii. Bizonyitsuk be, hogy
(a) ha egy a elemre a? = a, akkor a = 0 vagy a = 1.
(b) ha egy a elemre a* = 0 (egy k egészre), akkor a = 0.
(c) Mutassuk meg, hogy nem nullosztémentes gyiiriiben a fentiek nem igazak!

o

4. Melyik alkot gytiriit, és melyik alkot testet? (Ha més nem szerepel, akkor a két miivelet az Ssszeadds
és a szorz4s.)
(a) {a+bv2:a,b € Q},
(b) {a+bV2:a,b € Q},
(c) azok a raciondlis szdmok, amelyek nevezdje nem oszthaté sem 2-vel, sem 5-tel,
(d) n x n-es, nem 0 determindnst métrixok,
(e) ( 5 Z ) alakii m4trixok, ahol a,b € R,
(f) egész egyiitthatés polinomok,
(g) racionélis egyiitthat6s raciondlis tortfiiggvények,
(h) a valés fiiggvények az Gsszeaddsra és a fiiggvénykompoziciéra, mint miiveletekre nézve,
(i) a kvaternidk.

5. Bizonyitsuk be, hogy minden ferdetest nullosztémentes.

6. Adjuk meg annak a véges testnek a miiveleti tablait, amelyet ugy kapunk, hogy a Z, testet bévitjiik
az 2 + z + 1 polinom gydkével.



