Villamosmérntk A2 (2017 tavasz) 1. Pt ZH

Minden feladat 10 pontos, tehat dsszesen 40 pontot lehet dsszegytijteni. Minden feladat
esetében sziikséges a vilagos indoklés, nem elég a végeredmeény és/vagy a valasz.
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Megoldas. (a) Nem létezik, mert y = = mentén lims g %’i = 1, y = 2z mentén pedig
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(b) Igen, mert limg, ) (0,0) f(Z; y) = limg, 4y 4(0.0) em+? = limy;- o€ =0= £(0,0).

2. Mi az f(z,y) = e**¥Iny higgvény (1/+/2,1/+/2) iranyn irénymenti derivaltja a (0,1)
pontban?

Megoldas. f parcialis derivaltfiiggvenyei fz(z,y) = 2e2*tvIny és fy(z.y) = eV ny +
e?2+Y [y folytonosak az {(z,y) € R? : y > 0} halmazon, ezért f derivalhato itt, és igy az
{1/\/{5, 1/+/2) ivanyt iranymenti derivéltja (0, 1)-ben (1/v/2, 1/v/2)V £(0,1) = (1/ V2,1/+/2)(0,€) =
e/v2.

3. Hatérozza meg az f(z,y) = ¢y +2¢ — In(z?y) fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit és ezek
jellegét.

Megoldas. f.(z,y) =y+2-2/z=0=2— 1/y = fy(z.y) egyetlen megoldésa P=(1/2,2),
tehat f-nek csak ebben a pontban lehet lokalis szélséertéke. A masodrendd parcialisok:
Foz(@ 1) = 2/22, Fyu(z,9) = 1/ y2, fey(z,y) =1 = fyz(2,9) folytonosak P egy kornyezetében,
& [.(P) =8 I(Plhnll) — fgy(P] — 1, mindkett§ pozitiv, ezért f-nek P-ben lokalis
minimuma van.

4. (al) Van-e olyan H C R" halmaz, amelynek minden pontja hatarpontja H-nak?

(a2) Lehet-e nyilt egy (al)-ben leirt tulajdonsagt halmaz?

(b) Mit értiink azon, hogy egy f : R® — R fiiggvény folytonosan derivalhat6 az a € R"
pontban?

(c) Van-e abszolit maximumbhelye az f(z,y, 7) = esin(zcos(y* (1 +sin =) fiiggvénynek az {(z, v, 2) :
72 4 y? + 22 < 3} halmazon?

(d) Ha A az Aés B a B R™ — R™ lineéris leképezések matrixal, mi az z — A(Bz) lineéris
leképez(% métrixa?

Megoldas. (al) Igen, pl. H = {0}, mert a 0 minden kérnyezete tartalmazza 0-t és valamilyen
z #* 0-t is.

(a2) Nem, mert nyilt halmaz minden pontja bels6 pont, tehét nem lehet hatarpont.

(b) f parcialis derivaltfiiggvényei értelmesek a egy kérnyezetében és folytonosak a-ban.

(c) Igen, a Weierstrass-tétel miatt, mert {(z,y,2) 1 2* + y? + 2% < 3} zart, korlatos halmaz,
amin f folytonos.

(d) AB.

IMSc-feladat. Tegyiik fel, hogy az f derivalhato valos fiiggveny kielégiti az f7(z) +3f(z) —
91e3® = ( egyenletet. Hatarozza meg f szélsoértékhelyeit és azok jellegét!

Megoldas. Mivel g(z,y) = 3;"'-4—33;—2333z folytonosan derivalhato, és g,(z,y) = 7y +3 sehol
sem 0, ezért minden olyan (z,y) pontra, amire g(z,y) = 0, van folytonos lokalis megoldas,

3x
és annak z-beli derivaltja ;i“{izﬁj =Z 7;31:33 ) Mivel f is egy ilyen megoldas, ezért f'(z) =

2‘33—;}5%1; ez csak —1/3-ban 0, és z < —1/3-ra negativ, > —1/3-ra, tehat f-nek —1/3-ban
lokalis minimuma van.




Villamosmérnok A2 (2017 tavasz) 1. Potpot ZH

Minden feladat 10 pontos, tehat sszesen 40 pontot lehet dsszegytjteni. Minden feladat
esetében sziikséges a vilagos indoklas, nem elég a végeredmény és/vagy a vilasz.

% 24 2 . Ry & ha & = Y Py
1. (a) limg y)—(0,0) —'?i = (b) Hol folytonos az f(x,y) = 0 bty uggveny:
Megoldas. (a) Nem létezik, mert y = 2 mentén lim,_y %El = o0, ¥y = —& mentén pedig
(b) Ha 2 # y, akkor (x,y)-nak van olyan kérnyezete, ahol f a koustans 0 fiiggvény; tehat

itt folytonos. Ha 2 = y # 0, akkor [ (z,y) minden kdrnyezetében felvesz 0-t és 0 # -
et is, tehat f itt nem folytonos. (0,0)-ban folytonos, mert annak e sugartt kornyezetében
[F(z, )] < |2| <e.

2. Legyen f(u,v) = (u®?, =) 9(z,y) =lnz+Iny. Mi f Jacobi-matrixa az (u,v) (uv # 0),
g Jacobi-métrixa az (z,y) (0 <2,y), és go f Jacobi-métrixa az (u,v) (uwv > 0) pontokban?

Megoldas. f koordinatafiiggvényeinek derivaltfiiggvényei folytonosak az {(u,v) : wv #
0} halmazon, ezért [ derivilhaté itt, és Jacobi-matrixa (221_ 25_1,:), g parcialis derivalt-
fliggvényei folytonosak az {(2,9) : 0 < z,y} halmazon, ezért g derivalhato itt, és Jacobi-
matrixa, azaz gradiense (% ). A lancszabaly miatt tehat g o f is derivalhaté az {(u,v) :
uv > 0} halmazon, és ennek minden (u,v) pontjsban a derivaltja g’ (fw,0) f!(u,v) =
1 . 2uv? 2u?y Yora

(Zzw)l =1 5 =(11).

3. Hatérozza meg az f(z,y) = 22 — Y2 — 22 +4y+6 fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit és
ezek jellegét.

Megoldas. f.(z,y) =22 -2=0= —2y+4 = fy(,y) egyetlen megoldasa P = (1,2), tehat
f-nek csak ebben a pontban lehet lokalis szélsoértéke. A masodrendi parcialisok: Jol@ Y =
2, fyy(z,y) = =2, foylz,y) = 0 = fyz(2,y) mindeniitt folytonosak, és Jzz(P) fyy(P) —
fgy(P) = —4 <0, ezért f-nek P-ben nincs lokalis szélsgértéke (nyeregpontja van).

4. (a) Igazak-e a kovetkezs allitasok?

(al) Ha a torlodasi pontja a H halmaznak, akkor a € H.

(a2) Ha minden H-beli konvergens a, sorozatra lim an € H, akkor H zéart halmaz.

(a3) 3lim 4y 0,0) f(2,y) <= Slim.g limy—o f(z,y)

(ad) 3limz 4y (0,0) f(2,y) pontosan akkor, ha f minden f; koordinatafiiggvényére igaz, hogy
3 hln{:c,y}—)(0,0) fi(z,y).

(b)Definidlja az f kétvaltozos valés fiiggvény (a1, ap) € RZ-beli, masodik valtozdja szerinti
parcialis derivaltjat!

Megoldas. (al) Nem, pl. R-ben (0, 1)-nek torlédasi pontja 0.

(a2) Igen, tétel volt, hogy ezek ekvivalensek.

(a3) Nem, a jobboldalnak nincs is értelme.

(a4) Igen, tétel volt, hogy ezek ekvivalensek.

(b) ¢'(a2), ahol g(z) = f(ay,z), beleértve, hogy akkor létezik, ha ¢ derivalhaté ag-ben,

IMSc-feladat. Tegyiik fel, hogy f, ¢ : H — R, H C R? a belsg pontja H-nak, f, ¢
derivalhat6 a-ban és g(a) # 0. Mutassuk meg a lancszabély segftségével, hogy -!E derivalhato

a.‘ba\n, éS (:g)f(a) — f!(a}g{‘;?z?({){ﬂ}g;(ﬂ}!

Megoldas. Az (z,y) — 2 :R2 5 R fiiggvény minden y # O-ra derivalhaté és Vi= (é, F);

v
mert %3 = % és 3%5 = —, tehdt a parcialis derivaltfiiggveényei folytonosak. A lancszabaly
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