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3. vizsga
Pontozasi utmutatod

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Legyenek X,Y ~ Bin(2; %) fliggetlen, binomialis eloszlast valdszintliségi valtozok. Hatarozzuk meg a
P(XY = 0) valésziniiséget.

Megoldas:

(1 pont) Mivel X és Y értékkészlete a {0,1,2} halmaz, igy XY = 0 akkor teljesiil, ha X = 0 vagy
Y =0,

(1 pont) tehat a P(X = 0 vagy Y = 0) val6sziniiséget kell meghatarozni.

(2 pont) A két eseményre vonatkozé szita-formula alapjan

P(X=0vagy Y =0)=P(X =0) +P(Y =0) ~P(X =0 és Y = 0).
(3 pont) Az X és Y fiiggetlensége miatt a {X = 0} és {Y = 0} események fiiggetlenek, és igy a fenti
kifejezés éppen P(X =0) +P(Y =0) - P(X =0)-P(Y =0).

(2 pont) A binomidlis eloszlas sulyfiiggvényének képlete szerint tehét a keresett valdsziniiség
, (2) 2 2\ 11°
0/ 22 0/ 22

2. A [0;1] x [0; 1] egységnégyzetbdl kivalasztunk egy pontot egyenletesen véletlenszeriien. Mennyi a vald-
szinlisége, hogy a valasztottt pont és a négyzet kozéppontjanak tavolsdga nagyobb, mint 0,27

Megoldas:
(1 pont) Az eseménytér az 2 = [0;1] x [0; 1] halmaz.

1 1 7
1 t)=—-——=—=04 .
(1 pont) 516~ 16 0,4375

(1 pont) Az, hogy a valasztottt pont és a négyzet kozéppontjanak tévolsiga nagyobb, mint 0,2, azt
jelenti, hogy a pont kiviil esik a (0,5;0,5) kézéppontt, 0,2 sugari K korlapon.
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(1 pont) Mivel a négyzet teljes egészében tartalmazza a K kort, a jo eseteket éppen az Q \ K halmaz
reprezentalja.
T(Q\K)

Q) -

3 pont) A geometriai valészinliségi mezére vonatkoz6 képlet szerint P(Q\ K) =

(
(1 pont) Az egységnégyzet teriilete T(Q2) = 1.

(1 pont) Mivel a K kér teriilete T(K) = 0,22 - 7, {gy
(1 pont) T(Q\ K) =1-0,2% - 7~ 0,8743.

(1 pont) Tehat P(Q\ K) = 0,8743.

3. Egy urnaban 3 piros és 7 fehér goly6 van. Véletlenszeriien kihtizunk ezekbdl 4 golyot visszatevés nélkiil,
jelolje X a kihuizott piros golyok szamat. Hatarozzuk meg az X varhato értékét és szorasat.

Megoldas:
(1 pont) A kihtzott piros golydk lehetséges szdama 0, 1, 2 vagy 3, tehat ranX = {0, 1,2, 3}.
(1 pont) Osszesen 10 goly6 van az urnaban {gy (lf) = 210-féleképp hiizhatunk ki 4 golyét.

(1 pont) Ha nem huizunk pirosat, akkor a 7 fehér golyobdl valasztunk 4-et, ezt pedig (Z) = 35-féleképp
tehetjiik meg, tehat
35 1
P(X=0)=—=-.
( ) 210 6
(1 pont) Ha egy pirosat hizunk, akkor azt 3-féleképp valaszthatjuk, ettdl fiiggetleniil pedig (g) = 35-
féleképp valaszthatjuk a maradék 3 fehér golydt, tehat

p(x —1)= 535 _ ]

210 2

(1 pont) Ha két pirosat huzunk, akkor azokat (g) = 3-féleképp valaszthatjuk, ettdl fiiggetleniil pedig
(;) = 21-féleképp valaszthatjuk a maradék 2 fehér golydt, tehat

-21
P(x —9) =22 _ 3

210 10

(1 pont) Ha harom pirosat hizunk, akkor kihtizzuk mindharom piros golydt, a fehérek koziil pedig még
egyet, ezt pedig 7-féleképp valaszthatjuk, tehat

7 1
P X = = — = —
( 3) 210 30
(1 pont) Az X varhato értéke definici6 szerint
1 1 3 1 6

(1 pont) A transzformalt varhat6 értékére tanult formula szerint

1 1
EXH =02 2+12.24+2%2. = +3%2. — =2
(X%) 6" 5t 0" 30
36 14
(1 pont) Ebb8l D?(X) = E(X?) - E(X)2 =2 — 5 = 35

14
(1 pont) igy D(X) = 1/% ~ 0,7483.

4. Legyen X ~ Exp(3) egy exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozé. Ha tudjuk, hogy X > 2 teljesiil,
akkor ezen feltétel mellett mi a valdszintisége, hogy X < 5 is teljesiil? Mennyi az Y = 3X — 8 valtozé
eloszlasfliiggvényének értéke az 1 helyen?
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Megoldas:

(1 pont) A kérdéses valoszintiség P(X < 5| X > 2).

(1 pont) Mivel a feltételes valésziniiség valosziniiségi mérték, igy a komplementerre attérve (a folyto-
nossagot is kihasznélva) P(X < 5| X >2)=1-P(X >5| X > 2).

(2 pont) Mivel az exponencialis eloszlds 6rokifju, igy

PX>5|X>2)=P(X>3+2]|X >2)=P(X >3),

(1 pont) tehat P(X < 5| X >2) =1 —P(X > 3) = P(X < 3).
(1 pont) Az utébbi valésziniiség éppen az X eloszlasfiiggvényének értéke a 3 helyen, azaz

Fx(3)=1—e3%=1-¢e"?~0,9999.

5. Egy tarsasjatékban minden egyes kor ugy zajlik, hogy a sorra keriil jatékos dob egy (hat oldali)
dobokockaval, elérelép a babujaval a tdblan annyi mez6t, amennyit dobott, majd végrehajtja annak a
mezonek az utasitasait, amelyre érkezett. Tegyiik fel, hogy az egyes dobasok egymastél fiiggetlenek,
tovdbba a jatékban nincs olyan, hogy valaki kimarad egy korben (tehat minden jatékos dob minden
korben), valamint a jatékosok babui csak a dobédsok kovetkeztében mozoghatnak a tablan (tehat a
mez8k utasitdsai vagy egyéb szabédlyok nem mozgatjak a babukat). Kozelitéleg mennyi a valdszintisége,
hogy egy adott jatékos 50 kor alatt Gsszesen legaldbb 180 mezoényit 1ép elore?

Megoldas:

(1 pont) Jelolje Xi,...,X50 egy jatékos dobasainak az értékét az elsé 50 korben. Ekkor az X;-k
egyiittesen fiiggetlen, azonos eloszlast valdszintiségi valtozok.

91
(1 pont) Eldaddson kiszamoltuk, hogy E(X;) = 3,5 és E(X?) = 5
formdalt varhato értékére tanul formulat is lehet hasznalni, vagy persze XZ-2 eloszlasanak meghataroza-
séval is kiszdmolhaté E(X?).)
(1 pont) Tgy
91 49 35
D*(X;) =E(X?) —E(X;)?=2= — = ==,
( 'L) ( 7 ) ( Z) 6 4 12
(Val6jaban az eléadédson is kiszamoltuk ezt a szérdsnégyzetet, ha valaki esetleg erre hivatkozik, akkor
is jar a fenti pont, az azt megel6z6 pontért pedig ebben az esetben elég a varhaté értéket megadni.)

(1 pont) Vagyis D(X) = /35/12 ~ 1,7078.

(1 pont) A jatékos dobésainak szama 50 kor alatt S350, X,

(1 pont) fgy a keresett valészintiség P(3220, X; > 180) = 1 — P(32°, X; < 180).

(Az el6addson a centrélis hatdreloszlas tétele olyan alakban volt kimondva, amely a komplementer
eseményre alkalmazhatd, azonban a tétel alltitasa a de Moivre—Laplace-tételnél latott altalanosabb

alakban is érvényes, igy tehat ha valaki nem tér at a komplementer eseményre, és a tételt helyesen
alkalmazza, akkor is jar minden pont.)

(1 pont) A bal oldalt sztenderdizalva

50 50
0, Xi —50-35 180 —50-3,5
P<2X¢<180> :P(Zl—l - — < : )

— 50-35 50-35
i=1 2 12

50-35 875
12 6

:P(Z?&Xi—w-&f) _ 5 )
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(1 pont) A centralis hatéreloszlas tétele alkalmazhaté a fenti szitudciéban, mert az X;-k fiiggetlenek,
azonos eloszlasiak és véges pozitiv szorasiak,

(1 pont) eszerint a fenti valdsziniileg kozelitoleg

@( > ) ~ ©(0,41)
%

(1 pont) ~ 0,6591, tehat a keresett valosziniiség kozelitéleg 1 — 0,6591 = 0,34009.

6. Egy cukorkagyarban 50 dkg-os kiszerelésben gumicukrot csomagolnak. A havi minGségellen6rzés soran
meg akartak vizsgalni, hogy a raktarbdl kikeriil6 zacskékban valéban 50 dkg gumicukor van-e, ezért
lemértek 5 darab véletleniil kivalasztott zacskét. Eredményiil a kévetkezdket kaptak: 51, 49, 54, 52,
illetve 49 dkg. Tegyiik fel, hogy az adatok normalis eloszlasi mintdbdl szarmaznak, valamint a gumi-
cukros zacskék tomegének szordsa 2 dkg. Elfogadhaté-e 95%-o0s megbizhatdsagi szinten az a hipotézis,
hogy a zacskékban levé gumicukor tomege 50 dkg?

Megoldas:
(3 pont) A varhaté értékre vonatkozé nullhipotézis eldontéséhez (mivel a hattéreloszlas normalis ismert

$ —_—
szoréssal) az u(zy,...,x5) = /n - FO statisztikat kell kiszamolni, ahol n = 5 a minta elemszama,

T a mintadtlag, c = 2 dkg a szérés, illetve pug = 50 dkg.

(1 pont) A mintaatlag:
51 +49+54+52+49

5

T = o1,

51 — 50

(1 pont) gy tehdt u(xy,...,z5) = /5 ~ 1,1180.

Ha az altaldnos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jard
pont is megadandé.

(3 pont) Az elfogadasi tartomany (—®~ (1 — 5);®~!(1 — §)), ahol ® a sztenderd normalis eloszlés
eloszlasfiiggvénye. Mivel € = 0,05, gy (1 — 5) ~ 1,96, igy a fenti intervallum (—1,96;1,96).

(2 pont) Ebbe a statisztika értéke beleesik, tehat a nullhipotézist elfogadjuk.



