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Osszefésuléses rendezés

A mult 6ran lattuk a bindaris keresést, mely azon az oszd meg és uralkodj nevi elven alapult,
hogy gy oldunk meg egy feladatot (a binéris keresés esetén az s érték megkeresését az
A[0 : n—1] témbben, hogy visszavezetjiik a feladatot egy legfeljebb fele akkora méretii, hasonld
kérdésre: egy Osszehasonlitas utan vagy a tomb els6 vagy a masodik felében folytatjuk az eljarast
(amennyiben az Gsszehasonlitdssal nem taldltuk meg s-et). Ez a stratégia azért vezet gyorsan
eredményre, mert minden lépésben vagy megtalaljuk az elemet vagy felezédik a tomb mérete
vagyis gyorsan elériink az alapesethez, amikor egy iires tombben keresiink valamit (és persze
nem talaljuk).

Ez az oszd meg és uralkodj elv fog megjelenni a most targyalando 1j rendezdalgoritmusban,
az Osszeféstiléses rendezésben.

Eddig tanult rendezdalgoritmusok osszefoglalasa

A félév soran eddig harom rendezobalgoritmust tanultunk:

e Kivélasztdsos rendezés: ennek 1épésszadmardl 1attuk, hogy O(n?) egy n méretii tombon, sét
az is igaz (ezt nem lattuk, de meggondolhat(), hogy az ismételt minimumkivélasztasok
kozben Osszesen n —1+n —24 ... +2+1 = @ > 1/4n? osszehasonlitds torténik
barmelyik n méretl inputon futtatjuk az eljarast vagyis ennek az algoritmusnak a lépés-
szdma nagysagrendileg n2-es.

e Buborékrendezés: ennek 1épésszamadrdl is belattuk, hogy O(n?) egy n méretii tombon, sét
az is igaz (ezt nem lattuk, de meggondolhatd), hogy Gsszesen n—1+n—2+...+241 =
@ > 1/4n? 6sszehasonlitds biztosan torténik barmelyik n méretii inputon is futtatjuk
az eljarast (mégha szerencsés esetben cserébdl jéval kevesebb is van) vagyis ennek az
algoritmusnak a 1épésszdma is nagysagrendileg n2-es.

e Beszirdsos rendezés: errdl is lattuk, hogy 1épésszama O(n?) és az is igaz, hogy a forditva
rendezett n,m —1,...,2,1 tombon Osszesen n —14+n—2+...+2+1 = @ > 1/4n?
csere biztosan torténik vagyis ennek az algoritmusnak a lépésszama is nagysagrendileg

nz—es.

A most targyalasra keriil6 rendezé algoritmus, az Osszefésiiléses rendezés ennél gyorsabb
lesz, azt fogjuk réla megmutatni, hogy 1épésszama O(nlogn).



Az 0Osszefésiiléses rendezés elve

Az érdekes eset az lesz, ha a rendezendd tomb legalabb 2 elemet tartalmaz. Ekkor a kovetkezot
fogjuk csindlni:

1. Rendezziik a tomb elsé felét (majd mindjart megbeszéljiik, hogy hogyan)
2. Rendezziik a tomb mésodik felét (az elsé feléhez hasonléan)

3. Az igy kapott két rendezett tombbdl el6allitunk egyetlen rendezett tombot, ami igy mar
az input Osszes elemét fogja rendezetten tartalmazni.

Eloszor foglalkozzunk a 3. 1épéssel, azaz azzal, hogy hogyan lehet két rendezett tomb ele-
meibdl egyetlen rendezett tombot 1étrehozni.

Az Osszefésiilés eljaras elve

Ennek az eljarasnak két inputja van, egy k elemi rendezett B[0 : k—1] és egy ¢ elemi rendezett
C10: £ —1] tomb, az eljaréds ezeknek az elemeibdl fog eléallitani egy k+ ¢ hosszia D[0 : k+ ¢ —1]
tombot.

Nézziik meg az eljardas miikodését elészor egy példan.

Legyenek B = [1,2,5,8] és C' = [3,4, 10, 12, 13]. Ekkor a kilenc elem{i, kezdetben iires D tombot
a kovetkezoképpen toltjik fel elolrol hatrafelé haladva:

A D tomb els6 eleme biztosan a B tomb és a C' tomb els6 elemei koziil kertil ki,mert minden
més elem ezeknél nagyobb, ezért ezeket hasonlitjuk 6ssze és mivel B]0] = 1 < C[0] = 3, igy
B[0] = 1-et rakjuk DI[0]-ba.

Mivel B-bél mér az els6 elemet kivettiikk (dgy gondolunk ra, hogy atléptiik, vele mar nem
kell foglalkozni, & mér a helyére keriilt D-ben), most a B maradék elemei koziil a kovetkezo
legkisebbet (azaz a kovetkezé elemet, azaz B]1] = 2-t) hasonlitom 6ssze C' els6 még nem atlépett
elemével, vagyis C[0] = 3-mal. Mivel B[1] =2 < C[0] = 3, igy BJ[1] = 2-t rakjuk D][1]-ba.

Mivel B-bol mér az els6 két elemet atléptiik, most a B maradék elemei koziil kovetkezo legkiseb-
bet B[2] = 5-6t hasonlitom 6ssze C' els6 még nem atlépett elemével, vagyis C0] = 3-mal. Mivel
B[2] =5 > C[0] = 3, igy C[0] = 3-at rakjuk D kovetkezé iires celldjaba, azaz D[2]-be.

Az eljaras elve tehat a kovetkezo lesz: nyilvantartom minden 1épésben, hogy kik a legkisebb,
még nem atlépett elemek a B és C' tombokben és ezen ketto koziil a kisebbet teszem be D
kovetkezd celldjaba. A fenti példan az el6z0 harom 1épés utan a D tombben méar benne van
1,2, 3 és ezutan a 5 > 4 6sszehasonlitas miatt bekeriil a 4, majd az 5 < 10 6sszehasonlitas miatt
bekeriil az 5, majd a 8 < 10 Osszehasonlitas miatt bekeriil a 8.

Ekkor az a helyzet all el6, hogy a B tomb minden elemét D-be raktuk mar, igy tovabbi
osszehasonlitdsok nélkiil C' maradék elemeit sorban D-be tessziik.



Az oOsszefésiilés eljaras pszeudokdodja

Az eljards inputjai a k elemi rendezett B[0 : k — 1] és az ¢ elemi rendezett C[0 : £ — 1] témb,
outputja pedig az ezeknek az elemeibél &ll6 k + ¢ hosszu D[0 : k4 ¢ — 1] tomb. Tegyiik fel, hogy
a két tombben szerepl6 elemek mind kiilonbozoek.

D:= (k+1) hosszd iires tomb

i: =0 // ez mutatja, hogy hol tartunk a B tombben
j: =0 // ez mutatja, hogy hol tartunk a C toémbben
t: =0 // ez mutatja, hogy hol tartunk a D tdémbben
ciklus amig (i < k és j < 1): // még van elem mindkét tombben
ha B[i] < C[j]: // B-b6l jon a kisebb érték
D[t]: = B[i]
i:=1i+1
t = t+l
egyébként: // C-b6l jon a kisebb érték
D[t] := C[j]
j o= g+t
t = t+1

elagazas vége
ciklus vége

ha i == k: // a B tomb fogyott el
ciklus amig j < 1: // amig van elem C-ben
D[t] := C[j]
j o= jH1
t = t+l
ciklus vége
egyébként: // a C toémb fogyott el
ciklus amig i < k: // amig van elem B-ben
D[t]: = B[i]
i:=1i+1
t = t+l
ciklus vége
elagazas vége

return D

Az Osszefésiilés eljaras helyessége és 1épésszama
Az eljaras helyessége abbol kovetkezik, hogy minden 1épésben igazak a kovetkezok:

e a D tomb mindig rendezetten tartalmazza az elemeket

e a D tomb minden eleme kisebb, mint barmelyik B-ben vagy C-ben lev, még nem atlépett
elem

e a még fel nem dolgozott elemek koziil a legkisebb vagy a Bli] vagy a C[j] elem lehet csak
(a B és C' tombok rendezettsége miatt), igy ezen két elem Osszehasonlitdsdval mindig a
még nem kiirt legkisebb elem kertil helyesen a D tomb kdévetkezo celldjaba.



Az eljaras végén az els6 pont miatt D rendezett lesz és ekkor mar minden elemet tartalmasz.

Az eljaras lépésszamat a pszeudokodd megvizsgalasaval tudjuk megallapitani. Az elején van
konstans sok 1épés, azutéan jon egy ciklus, majd egy eldgazas, ezeknek a lépésszamat kiilon
becsiiljiik meg.

A ciklus magja olyan, hogy minden egyes lefutaskor vagy i vagy j értéke né és biztosan leall
a ciklus, amikor ezek elérik a tomb végét, ¢ a k-t, j pedig f-et. Ez azt jelenti, hogy a ciklus
magja legfeljebb (k + ¢)-szer fut le, egy lefutds pedig konstans sok 1épésbdl &ll, vagyis a ciklus
lépésszama O(k + ().

Az ezt kovetd elagazas soran az els6 agon legfeljebb k-szor fut le a ciklus magja, vagyis legfeljebb
(k+{)-szer, a masodik agon legfeljebb (-szer fut le a ciklus magja, vagyis legfeljebb (k+ ¢)-szer,
mindkét esetben a mag egy lefutdsa konstans 1épés vagyis az egész eldgazdas O(k + () 1épés.

Vegyiik észre, hogyha (mint az Osszefésiiléses rendezésben) egy n méretii tombot két részre
szediink, a két részt rendezziik és a kapott rendezett tomboket Osszefésiiljiik, akkor (mivel a két
tomb hosszanak Osszege n) ez az Osszefésiilés O(n) 1épést hasznal.

Azaz a teljes algoritmus futdsa konstans + O(k + ¢) + O(k + (), azaz a kovetkezo feladatban
megfogalmazott szamolasi szabélyok szerint O(k + ¢).

Feladat Lassa be, hogy ha egy algoritmus lépésszama konstans + O(k+¢), akkor az algoritmus
lépésszéama O(k + £).

Feladat Lassa be, hogy ha egy algoritmus lépésszama O(k+¢) + O(k+{), akkor az algoritmus
lépésszéama O(k + £).

Az osszefésuléses rendezés

Az Osszefésiiléses rendezés egy n elemii tombon gy miikodik, hogy n = 1 esetén magat az
inputot adja vissza, hiszen az egy elemii tomb rendezett. Amennyiben n > 2, akkor pedig ugy fut
az n elemi tombon, hogy eldszor Osszefésiiléses rendezéssel (vagyis ugyanezzel az algoritmussal)
rendezi a tomb elso és masodik felét, majd ezeket a mar rendezett fél-tomboket a fenti Ossze-
féstilés eljarassal fésiili 0ssze egy rendezett tombbe.

Az ()R(A[O :n—1]) (OR az Osszefésiiléses rendezés roviditése ebben a jegyzetben) eljards
kissé pongyola pszeudokddja tehat a kovetkezo:

Ha n ==
return A
egyébként:
B: = OR(az input toémb elsé fele)

C: = OR(az input tomb masodik fele)
D: = B és C oOsszefésiilése a fenti Osszefésiil eljarassal
return D

Nézziik meg egy példan, hogyan fut le az Osszefésiiléses rendezés. Legyen az input tomb
2,7,12,3,5,1,8 és allapodjunk meg abban, hogy ha paratlan hosszii tombot kell két részre
osztani, akkor az els6 rész lesz a hosszabb.



0rR(2,7,12,3,5,1,8):

0R(2,7,12,3):
OrR(2,7):
OR(2) -> 2
OR(7) -> 7

O0sszefésiilés eljaras 2-re és 7-re -> 2,7
0R(2,7) vége, outputja 2,7

OR(12,3):

OR(12) -> 12

OR(3) -> 3

Osszefésil eljaras 12-re és 3-ra -> 3,12
OR(12,3) vége, otputja 3,12

osszefésil eljaras 2,7 és 3,12-re, outputja 2,3,7,12

0R(2,7,12,3) vége, outputja 2,3,7,12

0r(5,1,8):
OR(5,1):
OR(5) -> 5
OR(1) —> 1

O0sszefésil eljarads b-re és l-re, outputja 1,5
OR(5,1) vége

OR(8) -> 8
o0sszefésil eljaras 1,5-re és 8-ra, outputja 1,5,8
OR(5,1,8) vége, outputja 1,5,8
O0ssszefésil eljaras 2,3,7,12-re és 1,5,8-ra, outputja 1,2,3,5,7,8,12
0rR(2,7,12,3,5,1,8) vége, output 1,2,3,5,7,8,12
Ilyen részletesen nem fogjuk tobbszor végigkovetni az Osszefésiiléses rendezés algoritmusat,
hanem az aldbbi abran lathaté médon fogjuk a futast dbrazolni.

A feketével frt tombokon futtatjuk az OR eljérdst, ami a pirossal irt tomboket adja vissza,
a felfelé mutato nyilak pedig két rendezett tomb Osszeféstilését jelzik.



Az Osszefésiiléses rendezés helyessége és 1épésszama

Az Osszefésiiléses rendezés helyessége n-re vonatkozé indukciéval lathato be: Egyrészt n = 1-
re helyes, mert az input tombot adja vissza, ami rendezett. Masrészt ha n > 2, akkor a két
féltomb rendezése az indukcids feltevés miatt helyes (hiszen mindkét fél hossza kisebb, mint

n), az Osszefésiil eljardasrl meg mér lattuk, hogy két rendezett tombbdl eldéllitja az elemeiket
tartalmazé egyetlen rendezett tombot.

A 1épésszamot n = 2%, azaz 2-hatvany méretii inputra latjuk csak be, az altaldnos eset ehhez
hasonlé lenne.

A fenti dbrdn lathaté mddon &brazolva az Osszefésiiléses rendezés futdsit az n = 2F méretii
inputon latjuk, hogy az els6 szinten egy darab n = 2¥ méreti tombbel dolgozunk, a 2. szinten
ketté darab n/2 = 2! méretiivel, a 3. szinten négy darab n/4 = 282 méretiivel, stb., az
utolsén pedig 2F darab 1 méretfi témbbel. Szamoljuk o6ssze szintenként, hogy hdny lépésre
van sziikség az adott szinten talalhaté rendezett tombok eléallitasdéhoz az eggyel lejjebb levo
szinteken talalhat6 résztombok Osszefésiilése sordn (érdemi 1épések csak az Osszefésiilések soran

torténnek):

e a legfelsé szinten 2 darab féltomb Osszefésiilée O(n) 1épést igényel, mert a két féltomb
egyiittes hossza n.

e a 2. szinten 2-2 negyedtombot féstiliink ossze két fél-tombbé, az érintett tombok dsszhossza
n, igy ezen a szinten is O(n) lépésre van sziikség

e hasonléan meggondolhatd, hogy minden szinten O(n) lépésre van sziikségiink

e mivel lattuk, hogy k = logn szint van, az dsszes munka O(nlogn).

Osszehasonlitas-alapi rendez6 algoritmusok

Latva, hogy az Osszefésiiléses rendezés gyorsabb, mint a tobbi, korabban latott eljaras,
felmeriil a kérés, hogy lehetséges-e esetleg még az Osszefésiiléses rendezésnél is gyorsabban



rendezni. A vélasz attdl fligg, hogy mit engediink meg a rendezoalgoritmusnak, milyen tipusi
kérdésekkel nyerhet informéciét a rendezend6 témb elemeirol.

Definicié Egy rendezobalgoritmus akkor osszehasonlitas-alapti rendezdéalgoritmus, ha az ele-
mek rendezése soran az algoritmus az input A tomb elemeihez csak A[i] kisebb-e, mint A[j]
tipusu kérdésekkel fér hozza, azaz az algoritmus dontései csak a tomb elemeinek egymassal vald
Osszehasonlitasan alapulnak.

Ha visszagondolunk arra, hogy mi tortént az eddig tanult rendezé algoritmusokban, akkor
lathatjuk, hogy mindegyik eljaras osszahsonlitasalapi volt: a kivalasztasos rendezés soran a
minimumok megkereséséhez az elemeket egyméssal hasonlitottuk, a buborékrendezésnél a cserék
sziikségessége az Osszehasonlitasoktol fliggott, a beszirasos rendezésnél az 1j elem lefele moz-
gatasa a szomszédos elemek Osszehasonlitasatol fliggben totént meg, az Osszefésiiléses ren-
dezésben pedig az rendezett tombok Osszefésiilése soran csak Osszehasonlitasokat hasznaltunk.
Az Gsszehasonlitas-alapu algoritmusok a lehet6 legaltalanosabb rendezdalgoritmusok, mert a
tomb elemeit mindig 0ssze lehet hasonlitani, hiszen kiilonben maganak a rendezési feladatnak
sem lenne értelme. A kovetkezo tétel azt mondja, hogy ezek kozott az dltalanos, osszehasonlités-
alapti rendez6 algoritmusok kozott az Osszefésiiléses rendezés nagységrendileg az egyik leggy-
orsabb.

Tétel Ha A egy olyan Osszehasonlitdas-alapu rendezdalgoritmus, ami helyesen rendez minden
inputot, akkor biztos, hogy minden n értékre van olyan n méretii input, amin az A algoritmus
legaldbb 1/4nlogn &sszahasonlitdst kénytelen hasznélni.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk.

A fenti tétel azt mutatja, hogy egy olyan rendezdalgoritmus, mint példaul az oOsszefésiiléses
rendezés, a lehetd leggyorsabb, hiszen ennek 1épésszama O(nlogn) és a tétel értelmében minden
més eljarasnak is szitksége van 1/4nlogn lépésre.

Ladarendezés

Az el6z6 tétel azonban csak akkor igaz, ha 6sszehasolitas-alapu rendezésekrol beszéliink. Vannak
olyan rendez6 eljardasok, amik nem ilyenek, ezek specidlis inputokon hasznalhaték altalaban,
osszehasonlitason kiviill mas médon (is) nyernek informéciét a rendezendd tomb elemeirél és
igy specialis esetekben gyorsabban tudnak rendezni, mint példaul az Gsszefésiiléses rendezés.

Ladarendezés

Egy ilyen rendezési algoritmus a ladarendezés, melynek elve a kovetkezo.

A lddarendezés legegyszeriibb esetében az input egy n elemi A[0 : n— 1] tdmb, mely kiilonb6z6
egész szamokat tartalmaz. Tudjuk tovabba azt is, hogy a tomb elemei a 0,1,2,...,m — 1 egész
szamok koziil kertilnek ki.

Ekkor a kovetkez6 médon rendezhetjiik a szdmokat:

1. Létrehozunk egy m méretli B[0 : m — 1] tombot (melynek celldi éppen a lehetséges
értékekkel vannak indexelve), kezdetben minden cella értéke 0.

2. Végigmegylink az A tombon és ha A[i]-ben a j értéket latjuk, akkor B[j]-t atallitjuk 1-re.

3. Végigmegyiink a B témbon és ha B[j]-ben 1 all, akkor kifrunk az outputra j-t.



A ladarendezés helyes, mert a B tombben pontosan azokon a helyeken jelenik meg 1-es,
amely értékek szerepeltek az input tombben és mivel a B tomb indexein rendezetten megyiink
végig, az indexek pedig megegyeznek a kiirt szammal, ezért a szamok rendezetten keriilnek ki
az outputra.

Példa Legyen A = [1,8,3,7,2,6] és m = 9. Az A tomb végigjardsa utén a B tomb igy néz
ki: [0,1,1,1,0,0,1,1,1], a B tombot végigjarva pedig a C' = [1,2,3,6,7,8] téombot kapjuk
kimenetként.

A ladarendezés pszeudokddja

Az inputot jelélje A[0 : n — 1], emellé létrehozunk egy B[0 : m — 1] t6mbdt, csupa nullaval és
az output C[0 : n — 1] tdombot, melynek kezdetben minden értéke None. Ezutdn a kovetkezo
torténik:

ciklus i = 0-t61 (n-1)-ig:
B[A[i]] := 1
ciklus vége

1:=0
ciklus j=0-tél (m-1)-ig:
ha B[j] == 1:
Cl1l: =3
1:=1+1

ciklus vége

A ladarendezés lépésszama

Az els6 ciklus n-szer fut le, a ciklusmag konstans sok 1épésbél all, igy ez a kédrészlet O(n).
A masodik ciklus elott 1 1épés torténik, a ciklusmag m-szer fut le, egy lefutas konstans sok
1épésbél all, vagyis ez a rész O(m), a két rész egytitt pedig O(n + m).

Vegyiik észre, hogy ez a lépésszam jobb lehet, mint az Gsszefésiiléses rendezés O(nlogn)-es
lépésszédma, amennyiben m kicsi. Ha példaul m < 1000n, akkor O(n + m) O(n)-et jelent.

Vegyiik észre azt is, hogy ez nincs ellentmonddsban azzal a tétellel, hogy legaldbb 1/4nlogn
osszehasonlitas kell minden Osszehasonlitas-alapi rendezésnek, mert a ladarendezés nem 0Ossze-
hasonlitds-alapi, nem a témb elemeit hasonlitjuk egymashoz, hanem a tomb értékeit hasznaljuk
indirekt cimzéssel a B tomb atalakitasara.

Vegyiik még észre azt is, hogy a mddszer akkor is hasznalhatd, ha a rendezend6 szamok nem
0 és m — 1 kozottiek, mert ekkor megkeresve a legkisebb és legnagyobb értékeket, az eljarast
kicsit atalakitva (m = legnagyobb — legkisebb valasztéssal és B[A[i]] := 1 helyett

B[A[i] — legkisebb] := 1-et hasznélva, illetve a mésodik ciklust is értelemszeriien médositva)
minden ugyanigy miikodik, mint eddig. Viszont ha az m = legnagyobb — legkisebb kiillonbség
nagyon nagy (pl. IP cimeket akarunk rendezni, ahol m nagyjabdl 212%), akkor ez a mdédszer
nagyon pazarld és jobban jarunk az osszefésiiléses rendezéssel.

A ladarendezés kis moédositassal hasznalhaté akkor is, ha az input elemei nem kiilonboz6ek
(ekkor a B témbben szdmlalokat hasznalunk 0 — 1 értékek helyett), ezt a valtozatot részletesen
megtargyaltak a Programozas alapjai targy 3. eldadasan. Ez mutatja a ladarendezés egy tipikus
alkalmazasi modjat: konstans sok lehetséges érték fordulhat el6 az inputon, ekkor az eljaréds
lépésszama O(n) lesz, mivel ekkor m értéke konstans.



