Villamosmérnsk A3 (2015 8sz) 3. ZH

Minden feladat 12 pontos, tehat osszesen 69 pontot’lehet Osszegyjteni. Minden feladat egeqe
ben sziikséges a vilagos indoklas, nem elég a végeredmény és/vagy 4 valasz.
1. Oldja meg az &’ =5z +4y, ¥ =T +2Y differencidlegyenlet-rendszert!

2. [.2r df =?, ahol F azon /4 félnyflasszogl kap kifel¢ iranyitott felszine:
origéban van, szimmetriatengelye a z tengely ¢s alaplapja 0 < R-hen metszl @ 2
3. [, v dr =7, ahol v(z,y,2) = (2% + z,y + z +sinz, 2% 4 y 4 ;), L pedig 82 (1,0,0), (0,0,1),
(0,1,0) héromszogvonal (ezzel az irdnyitéssal).

?, ahol K az origd kdzéppont, 4 sugari, pozitivan iranyitott korvona,

melynek csicsg, g,
tengelyt.

4. fK;(?_—,},;mdz:

* 4 z ’ .. 2
5. (a) Van-e olyan L pozitivan iranyitott zart gorbe a komplex sfkon, melyre f L sh® 2 dy = 2757

(b) Fejezze ki a sin z fiiggvényt az exponencidlis fiiggvény segitségével!

(c) Periodikus-e a komplex exponenciélis fliggvény, és ha igen, mi az alapperiod
(d) Definidlja a komplex logaritmusfiiggvényt és mutassa meg, hogy €z pozitiv valés szamokra
megegyezik a valos logaritmusfiiggvénnyel!

usa’




Villamosmérnok A3 (2015 6sz) 3. ZH

Minden feladat 12 pontos, tehat Gsszesen 60 pontot lehet dsszegydjteni. Minden feladat
esetében sziikséges a vilagos indoklas, nem elég a végeredmény és/vagy a vélasz.

1. Oldja meg az 2’ = 5z + 4y, ¥’ = z + 2y dillerencialegyenlet-rendszert!
Megoldas. Az egyenletrendszer A = (34) matrixanak sajatértékei 0 = det (4 — Al) =

A2 — 7A + 6 gydkei: A =1, 6. Az 1-hez tartozo egyik sajatvektor (44) ~ (§4) magterének
egy eleme, pl. ( !). A 6-hoz tartozé egyik sajatvektor (7' %) ~ (§ o) magterének egy

eleme, pl. (1). Igy a megoldés alaprendszere €' ( ;). €% (), vagyis az 4ltaldnos megoldas

t 4.6t t 6t
(z) = (_:l 46%‘ )(g;) = ( i 4C2£61 )

—cie' cze

2. [p2r df =?, ahol F azon w /4 félnyilasszogi kap kifelé irdnyftott felszine, melynek csticsa
az origdbban van, szimmetriatengelye a z tengely és alaplapja 0 < R-ben metszi a z tengelyt.

Megoldas. A Gauss-Osztrogradszkij tétel miatt [ 2r df = [[[,, div(2r)dV = [[f,6dV =
6 - (a kap térfogata) = G%WR:’ = 2nR®, ahol V az F altal hatérolt térrész.

Vagy: a palaston az integral 0, mert az integrandus merdleges a feliileti normalisra. Ezért
Jr2r df = [ 2r df (ahol K az alaplap) és ezt a feliileti integral definicidja segitségével ki
lehet szamolni: K egyenlete r(u,v) = (ucosv,usinv,R) (v € [0,R], v € [0,2x]), amibél
s ER '5| = (0,0, u), tehat

—usinv ucosv 0

fK2r df = foﬂfozr 2r(u,v)(ry X 1) dv du

R r2n¢
= [ (2ucos v, 2usinv, 2R)(0,0, u) dv du
0 JO

Tu X Ty =

R r2m R
= f 2Rudvdu = f 4w Ru du = 4w R[u?/2)} = 27 R>.
o Jo 0

3. [ vdr =7 ahol v(z,y,2) = (z? + 2,y + z +sinz, %2 +y+ z), L pedig az (1,0,0), (0,0,1),
(0, 1,0) haromszdgvonal (ezzel az iranyitassal).

Megoldas. Az integral 0 az (0,0,1) (0,1,0) és a (1,0,0) (0,0, 1) szakaszokon; az elsén azért,
mert az x = 0 sikban halad és v2(0,y,2) = v3(0,y, z) miatt v(0,y, z) merleges a szakasz
(0, -1, 1) irdny4ra, a mésodikon hasonlé okbol: a szakasz az y = 0 sikban halad és v (z, 0, z) =
v3(z, 0, z) miatt v(x,0,2) merdleges a szakasz (1,0, —1) irdnysra. Tehat [, vdr = [, vdr,
ahol L3 a (0,1,0) (1,0,0) szakasz. Ennek egy egyenlete r(t) = (t,1 — ¢,0) (¢t € [0, 1]), ezért

1 1
f udr:/ v(r(t))f"(t)dt=[ (2,1 — t +sint, t? + 1 - t)(1, -1,0) dt
L3 0 0

1 2 t3 t2 1 7
=]0. t“+t—-1-sint= 3 + 2 t+cost|0=cos(1) "5
Vagy Stokes-tétellel: [, v dr = [, rotv df, ahol H az L &ltal hatérolt haromszdg gy
iranyitva, hogy a normaélisa felsl nézve L iranyitdsa pozitiv legyen. H egyenlete r(u,v) =
J
1

(v,u,1-u—v),u € [0,1], v € [0,1-u], teh&t r, xr, = 1

ijok
r]) —: = (-1, -1, —1), kdvetkezésképp

rotv = (0,1 - 2z,cos ) miatt
1 rl-u
f rotvdf=ff (0,1 - 2v,cosv)(-1, -1, 1) dv du
H 0 Jo

1 fl-u 1 1
y s 1- ‘ 4 1-u
=_/] 2v-1—cosvdvdu=/ vt — v —sine|, " du=/ uz—u—suw|n du
0 Jo 0 0

L i ; 7
= [ u? - u - sin(1 - u) du = u*/2 - u?/2 - cos(1 - '“)|:, = cos(1) - G
0



1 = . v . .
4. [x (2 =72+10) dz =?, ahol K az orig6 kozépponti, 4 sugard, pozitivan iranyitott kg
Orvonal.

Megoldas. Legyen Ko és Ko az origd ill. a 2 ko 1 ; . -

s 1 - (z-2)(z-5) 2(z-35)
ko;ﬁ;al.' Agkorlf K 2(z “Z;-IO) dlz = [k, a0 de+ [y, 5y dz=2mi(1/10 - 1/6) =
w1 a Cauchy integraliorm iatt i azé :
J y g ula miatt, ami azért alkalmazhat6, mert (2_2)1(2_5) holomorf

egy Ko-t, —4-—-2(21_5) pedig egy K-t a belsejével egyiitt tartalmaz6 egyszeresen Osszefiiggs tarto-
manyon.

5. (a) Van-e olyan L pozitivan irdnyitott zart gorbe a komplex sikon, melyre Jyshtz dz =
27y 7

(b) Fejezze ki a sinz fiiggvényt az exponencialis fliggvény segitségével!

(c) Periodikus-e & komplex exponencialis fiiggvény, és ha igen, mi az alapperi6dusa?

(d) Definialja a komplex logaritmusfiiggvényt és mutassa meg, hogy ez pozitiv valos szdmokra
megegyezik a valos logaritmusﬁiggvénnyel!

Megoldas. (a) Nincs, mert sh? holomorf C-n, és igy a Cauchy integraltétel miatt JL sh?zdz =
0- - .
(b) sinz = e e -

v i si i | peri¢ inden A € (0,1)-re 2mjA mér
(c) Igen: €*HY = " (cosy + jsiny) miatt o4 peribdusa, de minden A € ( ) )-re 2]
nem az, mert akkor specidlisan €” = gFHi0 = g HIT) = €% (cos(2Aw) + jsin(2Am )~ 1=
cos(2A7), ami ellentmondas. ’
(d) w# 0-ralnw=In |w| +jargw (argw € (—m, ), ahol az egyenldség jobboldaldn a valés

logaritmusfiiggvény all. Ha0 < w € R, akkor |w| = w és argw = 0 miatt Lnw = Inw.




