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1 Bevezetés

Barmely kommunikaciés folyamat soran az adotél a vevShoz tovibbitand6 tizenet
megsériilhet a kommunikaciés csatorna okozta torzitasok, zajok miatt. Ilyen sériilések
jelzésére illetve javitadsara alkalmaznak csatornakoédoldst vagy més néven hibajavito
kédolast. A kodolas szot més terminologidban is hasznaljak: titkositas, forrasko-
dolas, ASCII kodolas, vonali kédolas, kddolt modulacio, kodosztasos tébbszords hoz-
zaférés (CDMA). Tulajdonképpen mindegyik esetben egyfajta leképzés vagy megfelel-
tetés torténik az iizenet és az annak megfelel§ kod koézott.

Binaris iizenetek esetén, csatornakodolasnak (kodolasnak) hivjuk azt a folyamatot,

amely soran az atvitelre szant bitfolyamot modositva, extra bitekkel (redundanciéval)
kiegészitve egy olyan 4j bitfolyamot hozunk létre, amely kedvezs tulajdonsidgokkal bir
a vevl oldal szempontjabol. A kédolas célja, hogy a csatorna hatésa altal okozott
bithibakat detektélja. A vev@oldal, a kodolas ismeretében a vett bitfolyambdl meg-
prébalja jelezni, hogy tortént-e hiba az atvitel soran. Komplexebb kédolasok esetén a
vev6 nem csak a hibazas tényét tudja jelezni, hanem akar javitani is képest azt.
Miért alkalmazunk kodolast? A rendelkezésre allo eréforrasok végesek. Kommunika-
cios szempontbo6l megkdtés szamunk a rendelkezésre 4ll6 adatatviteli sdvszélesség illetve
a kibocsajthaté teljesitmény. Kommunikiciés rendszereknél altalaban kévetelmény egy
adott bithibaardny elérése (P, = 107°), vagy megbizhatosag (99.99%). Ha szdmunkra
sem a savszeélesség sem a teljesitmény nem névelhetd, kénytelenek vagyunk az adatatviteli
sebesség csokkentésével elérni a kivant bithibaarany javulast. Ezért alkalmazunk csator-
nakodolést.

Elgszor néhany fontos kodolasi alapfogalmat téargyalunk, aztdn ratériink a kiilonféle
kédolasi eljarasok targyalasara.

Az adatatvitel soran torténd kodoléds egyszertsitett folyamata lathaté az 1.1.4bréan.

Binaris forras » Kodolds »| Csaioma »| Dekodolas »| Binsdris nyald

Figure 1.1: Kédolas és dekodolas

A binaris forrastol kapott k darab informéacios bitet (iizenetet) a kodolo leképez egy
n (n < k) hossziusagn kodolt bitfolyamba (kodszoba). Ez a leképzés a q elemszami
kodabécé alapjan torténik (binaris esetben g € {0,1}). A kodszo és az iizenet hosszanak
aranyat nevezziik kodaranynak: R = k/n.



2 Hibadetektald kédok

A hibadetektalas lényege, hogy bar a hibéas bit helyét nem ismerjiik, a vevs szamara
jelezze, hogy hiba tértént az atvitel soran az adott blokkban. A hiba érzékelése utan
egy automatikus tjrakiildés keérést (ARQ - Automatic Repeat reQuest) tovabbit az ado
felé, hogy a hibas blokkot kiildje el ismételten. A kovetkezkben ilyen hibadetektalési
modszereket ismertetlink roviden.

2.1 Ismétlé kédok

A legegyszertibb hibadetektalasi modszer az un. ismétld médszer. Ennek a technikanak
egyszeril esete az el6z6 fejezetben mutatott példa. Légyege, hogy minden hasznos ada-
tot tobbszor kiildiink el az adotol a vevéhoz. Ha a tobbszor elkiildétt adatsorok nem
egyeznek meg, akkor tudhatjuk, hogy koziiliik valamelyik hibis. Nagy ismétlésszam és
kis hibavalészintiség esetén a vevSben akar statisztikai alapon is megallapithatjuk, hogy
mi a helyes adatsor. Kevés ismétlés esetén viszont nem elhanyagolhatd esélye van annak,
hogy tobbszor is ugyanott hibazzon az atvitel, s igy a tobbségi dontés elve alapjan a hibés
adatot jonak itéljiik. Nyilvanvaléan, minél tobbszor kiildiink el egy adatot, a csatorna
hasznos atviteli kapacitasa annél kisebb lesz - nagyszamu atkiildés esetén drasztikusan
lecsokken az adatsebesség - emiatt ezt a mddszert csak a legegyszertibb rendszerekben
alkalmazzak.

2.2 Paritas kédok

Az ismétls mddszernél kissé Gsszetettebb a paritasbitek modszere. Lényege, hogy az adat-
folyamot meghatéarozott hossztusagu (altalaban 1-2 bajt hosszu) részekre bontjuk, majd
ezekhez a részekhez egyenként fiiziink hozzé egy paritasbitet. A paritasbit értéke egy,
ha az adott adatrészen beliil paros szamu 1 értéki bit van, egyébként nulla. A megoldés
hatranya, hogy egy adatblokkon beliil csak paratlan szami bithibat képes detektélni,
mivel paros szamu bithiba esetén a paritasjelzé bit értéke megfelel lesz. A paritésbites
megoldas mar sokkal kevesebb redundanciat vagyis extra informéaciot ad hozza az adat-
sorhoz, az ismétléses modszerhez képest. A leggyakoribb eljaras soran minden béjthoz
rendelnek egy paritasbitet. A paritasbites modszernek 1éteznek Gsszetettebb valtozatai
is. A paritasbittel ellatott adatrészek egyszeres vagy t&bbszords atlapolasaval lehetévé
valhat a hiba helyének pontosabb behatarolédsa vagy akar javitasa is.



2.3 Ellendrz6-6sszegek

Ellen6rzé-6sszeget szamold kodolas esetén az adatot nem bontjak fel kisebb blokkokra,
hanem nagyobb adatrészeket kezelnek egységként, és ezekhez rendelnek hozza egy-egy
tobb bitbsl all6 sorozatot. Lehetséges algoritmus ilyen ellenérzé Ssszeg elkészitésére az,
ha az atvitt adatbajtokat bindrisan Osszegezziik, majd az Gsszeg néhany meghatéro-
zott szamjegyét tekintjiik ellen®rzé Osszegnek. Elénye, hogy segitségével viszonylag
nagy val6szintiséggel lehet hibat detektalni kevés hozzdadott informacié segitségével.
Hatranya, hogy a nulla-értékd bajtokban felléps, valamint egymast nullara kiegészit6
hibdk esetén ez a moédszer nem jelzi a problémat, tovabba két bajt felcseréldése sem
érzékelhets. E hatranyok kikiiszobolésére tobb modszert is kidolgoztak, amelyek nem
csak az adatok valamilyen moédon képzett Osszegét veszik figyelembe, hanem az egyes
adategységek (bajtok) sorrendjét is. Ezek koziil a legnépszertibb az an. ciklikus re-
dundancia ellenérzés (Cyclic Redundancy Check, CRC). Az ellendrzé 6sszeg szamitasé-
nak elméleti alapja az, hogy az atvitt n-bites adatfolyamot egy n-ed fokiu polinomként
kezeljiik. A polinomban adott fokszamu tag akkor szerepel, ha a neki megfelelé sorszamu
bit értéke 1. Az igy elGallitott polinomot elosztjuk egy elére meghatarozott, altalaban
sokkal kisebb fokszamu polinommal, amit generator-polinomnak neveziink. Az osztas
végeredményét eldobjuk, a maradék lesz az adat ciklikus redundanciakédja, ezt kell
a vev6hoz tovabbitani. A vevében szintén kiszamitjuk ezt a redundanciakédot, igy a
szamitott és kapott érték Gsszehasonlithaté. A CRC eljaras segitségével minden, a gen-
eratorpolinom fokszaméanal kisebb egymast kovetd (burst-jellegd) bithiba detektélhato.
Minél hosszabb a hasznalt adatsor és minél rovidebb a generatorpolinom, annal nagyobb
a valoszintisége annak, hogy az ellen6rzé osszeg két kiilonbdzs adatsor esetén megegyezik.
Az ellen6rzé 6sszeg kiszamitaséra tobbféle modszert is alkalmaznak a gyakorlatban. A
legegyszertibb, de legnagyobb szamitasigényti a bitenkénti eljaras, ennél Gsszetettebb, de
sokkal gyorsabb az tn. keres6tablas modszer.



3 Hibajavité kodok

A hibajavitas tulmutat a detektaldson, ebben az esetben nem csak azt szeretnénk tudni,
hogy tértént-e hiba, hanem azt is, hogy a vett kodsz6 melyik pozicidiban. A hibajavitéd
kédolasi modszereknek két nagy csoportja van: a linearis blokk kodok, illetve a konvola-
cids kddok. A hibajavité modszerek természetesen hibadetektalé modszerek is egyben.

3.1 Linearis Blokk kédok

A blokk kédok lényegében egy k hosszusagn iizenetblokkhoz rendelnek hozzé egy n
hossztsagi kédszot. Linedrisnak neveziink egy kédot, ha annak két kédszavat 6sszegezve
ugyancsak egy, a kodabécéhez tartozo kddszot kapunk. Abban az esetben, ha a kodszo
tartalmazza a k hossziisagt lizenetet, vagyis a kéd az iizenetet csupan kiegésziti n — k
darab bittel, akkor szisztematikus blokk kodrol beszéliink. A lineéris blokk kédoknak
sok fajtdja van, ebben a fejezetben a legfontosabb és legelterjedtebb kodokat mutatjuk
be. A 3.1 4bra mutatja a blokk kodok legfontosabb fajtait.

A linedris blokk koédoknak két alcsaladja van: a ciklikus blokk kédok illetve a nem

Blokk kodok

Nemlinedris
Blokk kaodolk

Linearis Blokk Kodok

SNoem Ciklikos
Blokk kidolk

Cliklikus Blokk kodok

Ciolay

BT

Heed-solomon

Sindris B
Kodok Binsris BCH

Hamming Fishb hibat javied
bl hindris kidolk

Figure 3.1: Blokk kédok fajtai

ciklikus blokk koédok. Kédok esetén a ciklikussig azt jelenti, hogy a kédszavak cirkularis



eltoltjai is érvényes kodszavakat eredményeznek. A ciklikus blokk kédokat ugyancsak két
csaladra lehet osztani: a BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) kodok és a Golay-kodok.
A BCH kodok két tipusat kiilénboztetjiik meg: a mar jol ismert Reed-Solomon kddokat,
amelyek nem binarisak, illetve a binaris BCH kodokat. A binaris BCH kodok tovabhb
oszthatoak két fajtara: az egy hibat javitdé Hamming kdédokra és a tébb hibédt javito
binéris kodokra. A kovetkezs fejezetekben elGszor a linearis kodok néhany alapvets tu-
lajdonsagat, a kodokkal kapcsolatos alapfogalmakat ismertetjiik, majd ratériink az egyes
kédosztalyok rovid ismertetésére.

Hamming tavolsagnak hivjuk két binéris sorozat esetén azon pozicidk szamat, ame-
lyekben eltérnek egymastol. PL. [0 0 11 1] és [0 1 0 1 1] sorozat Hamming tavolsaga
2, mivel a masodik és harmadik poziciéban térnek el egyméastol. A dekddolas folyamata
soran, a vett ¢’ bindris sorozathoz megprobaljuk megkeresni a Hamming tavolsiagban
hozzé legktzelebbi ¢ kodszoét, majd a kovetkezd 1épésesben a ¢ kddszé alapjan a kiildott
b binaris informaciésorozatot meghatirozni.

Egy adott kod kodtavolsaga (d,..,) alatt egy adott kodhoz tartoz6 M darab lehet-
séges kodszo kozotti minimélis Hamming tavolsagot értjiik. Egy adott n hosszasagi
kéd kodabécéje q elembdl all, akkor a lehetséges kddszavak szdma ennek megfelelGen
q". Egy adott kodot az n, k, dpnin, kodparaméterekkel lehet jellemezni mint (n,k,dmin)
paraméterd kéd. Egyszerd hibdzas esetén belathat6, hogy a javithaté hibak szama a
kodtavolsag dpip fliggvényében a (dp,i, — 1)/2 kifejezés egészrésze. Egy mésik hibazési
mod lehet, amikor tudjuk, hogy egy poziciéban hiba lehet, és t6bbi helyen nem tortént
hiba. Ezt nevezziik torléses hibanak. Beldthatd, hogy torléses hiba estén dp,, — 1 hiba
javithaté.

Egyes rendszerben alkalmaznak tin. atszdvést, mivel tapasztalat alapjan a bithibak sok
esetben nem egyesével, elvétve 1épnek fel, hanem csomokban, ezért kiildés el6tt a biteket
"gsszekeverik". Igy, a vev6ben a bitek tjrarendezésével (az 4tszovés visszarendezésével)
a csomoOkban fellépd bithibék eloszlanak a vett adatblokkban.

A dekddolés folyamata nem egyértelmd folyamat. Kisméretii kodszavak esetén megold-
haté tablazatos keresés alapjan, azonban nagyobb kédok esetében ez mar nem kifizet6ds
megoldés. Gyorsabb megoldéasokat, roviden, az adott kodok targyalasandl fogunk bemu-
tatni.

3.1.1 Konstrukcios szabalyok, hatarok
Javithaté és jelezhet6 hibak

Egy adott kod esetén ha ismerjiik a minimalis koédtavolsagot, akkor garantaltan képesek
lesziink d;,, — 1 hibat jelezni:
tiel = dmin — 1. (3.1)

mivel dy,;, hiba esetén mar egy masik, érvényes kodszéoba mennénk at. A javithato hibak
szdméhoz pedig az sziikséges, hogy ha hibazunk, akkor se keriiljiink kdzelebb egy mésik
kédszohoz. Ehhez pedig az sziikséges, hogy t hibazas esetén is fenn alljon a kdvetkez6



Osszefiiggés:

dmin—
tiaw = { 5 1] , (3.2)

ahol |-] az egészrész fliggvényt jelenti.

Singleton korlat

Egy adott n hossztusagi kédhossz és dpin kodtavolsdg mellett nem lehet akdrmilyen
méretd kodot generalni. A Singleton korlat szerint a lehetséges kodszavak szama

M < qn—dmm-‘rl (3_3)
Bizonyités: a k hossztsagu {izenetek szama, legfeljebb ¢* lehet

M < ¢k (3.4)

Ha az egyenl6ség fennéll akkor az Osszes kdédszot felhasznaltuk. KEgy djabb elemmel
bévitve az iizenetiinket, a kodabécé elemeinek szamét q szorésara noveljiik. k elembdl n
elemre bévités esetén ¢" F-szor t6bb elemiink lesz. A bévitett ABC Hamming tavolsaga
legfeljebb n-k értékével béviilt, az eredeti 1-hez képest. Vagyis

Qoin <1 —k+1 =k <n—dypgn + 1 (3.5)
Amit visszahelyettesitva (3.4)-be

M S qk S qn_drn'in"!‘l (36)

Egyenléség esetén a kddot maximalis tavolsagi kodnak nevezziik.

Hamming korlat

A Hamming korlat arra a kérdés ad valaszt, hogy t hiba javitdsahoz mekkora n és k
sziikséges. Adottak a kodszavaink, egy hiba esetén a kodszavaink n(q — 1) 4j kodszoba
juthatnak at, két hiba esetén () (g —1)(g — 1) 4j kodszo kell, hogy ne hibdzzunk. Vagyis
ezt Altalanositva ¢ hibara:

t

14+n(g—1)+ (Z)(q—l)(Q—l)...:Z <T;>(q—1)i (3.7)

i=0
Ha a forrds ABC nem egyezik a kod ABC elemszamaval, akkor

m’f; (:‘) (¢ — 1) < ¢ (3.8)

Azonos meéreti forras és kod ABC esetén mF

hamming korlatot:

és ¢" Osszevonhatd, igy megkapjunk a



¢
> (M- <a 3.9)
i=0

Jol lathatd, hogy ez az Gsszefiiggés nem explicit fejezi ki a paramétereket, csupan arra
ad lehet6séget, hogy a kod konstrukciés szabalyainak kitalalasa utan meghatarozzuk,
hogy elértiik-e az elvi maximumot a kédunkkal, vagy lehet-e ennél hatékonyabb kdédot
generalni. Ha a Hamming-korlat teljesiil, vagyis a fenti képletben az egyenl@ség all fenn,
akkor a kodot perfekt kodnak nevezziik. Binéris kodok (¢ = 2) esetén a kovetkezsképpen

moédosul a képlet:
¢
<’?> < onk, (3.10)
i
=0

)

3.1.2 Peéldak

1. Példa: Ismétléses kodok
Ez talan a legegyszeriibb kodolasi mddszer. Egy informéacios bitet t&bbszor ismételve
kiildiink. Kétszres ismétlésre lathaté egy példa a 3.1 tablazatban.

Table 3.1: Ismétléses ko6dok

Binéris lizenet Ko6dsz6
b — C1 C2 C3
1 — 1 1 1
— 0 0

Jol lathato, hogy a kod két kodszobol all: 111 és 000. A kod k = 1 informécids bithez
n = 3 hosszusagu kodszot rendel, vagyis a kodarany: R = 1/3. Ezen koéd Hamming
kodtavolsaga 3, mivel csak két kodszobol all és azok kozott a Hamming tavolsag 3.
A kod legfeljebb két hibat képes jelezni, mivel ilyen esetekben a vett kodszavak nem
érvényes kodszavak. Ezen felil, ez a kéd képes 1 hibat javitani is, mivel ilyenkor a
vett sz6 az elkiildott kodszotél 1 Hamming tavolsdgra van, mig a masik koédszotol 2 a
tavolsaga. Paratlan szdmu ismétlés esetén a kod (n — 1)/2 hibat képes javitani és n — 1
hibat jelezni. Lathat6 az is, hogy a kéd lineéris és ciklikus.

2. Példa: Paritas kod

Parités kéd esetén egy iizenetblokkban 1év§ binéris 1-esek szamanak megfelelGen latja
el egy extra bittel. Ha az egyesek szdma péros, akkor 0-val, ha pedig paratlan, akkor
1-essel egésziti ki a blokkot. Vegyilink egy egyszerii példat, amikor az {izenetblokk két
bitbél 4ll, ez lathato a 3.2 tablazatban. Lathato, hogy a kod linearis és ciklus, kédaranya
R = 2/3, 4 kodszot hasznal amelyek Hamming tévolsaga 2. A Hamming tévolsagbol
ad6doan, ezzel a kéddal hibat javitani nem tudunk, csupan egy hibat detektalni.



Table 3.2: Paritas kédok

Binéris lizenet Kédszo
bl b2 C1 C2 C3
0 0 — 0 0 0
0 1 — 0 1 1
1 0 — 1 0 1
1 1 — 1 1 0

3.1.3 Alapfogalmak linearis blokk kédok esetén
Ahhoz hogy a kodalkotést, kodolasi folymatot matematikailag targyalni tudjuk, néhany
matematikai fogalmat be kell vezetniink. Egy adott kod esetén az n elemd ¢ koédszéd
kifejezhets a k elemi wu {izenetvektor segitségével egy matrixszorzas formajaban:
¢ = Gu, (3.11)

ahol G a kod n x k generatormatrixa. Szisztematikus kodok esetén a generdtor métrix
egyértelmiien meghatarozhato:

G = [Iy, B], (3.12)

ahol I egy k x k méretli egységmatrix (olyan matrix, melynek f6atlojaban csupa 1-es
elem van, a tobbi helyen 0-s elemek szerepelnek), B pedig egy k X n — k méretd matrix.
Vagyis egy u iizenet esetén a kodszoé igy épiil fel:

¢ = (U0, UQy -y Uk—1, Chy Chd1y ooy Cri—1]- (3.13)

A ¢ vektor els§ k elemét lizenetszegmensnek, az utolsdé n — k elemét pedig paritasszeg-
mensnek nevezziik. Minden kédhoz, a G generatormatrixan kiviil definidlunk még egy
n — k x n méretli H méatrixot, amelyet paritasellen6rzé méatrixnak hivunk és a kovetkez§
tulajdonsaggal bir:

He =o. (3.14)
Ezen H vektor segitségével meg tudjuk allapitani, hogy a vett kédszé valéban kddszé-e.
Tovabba egy kod H és G matrixara igaz a kovetkezd tulajdonsag:

HGT =0 (3.15)
Ezen tulajdonsig konnyen bizonyithatoé a kovetkezd atalakitdsokkal, (3.11)-t behe-
lyettesitve (3.14)-be :

He' = Hw@)T = HGTuT =0, (3.16)



mivel u” nem lehet nulla, az egyeldség csak akkor allhat fenn, ha HGT = 0.
Egy kod paritasellen6rzé matrixa konnyen elallithat6 a generatormatrix ismeretében.
Legyen H matrix alakja a kovetkezo:

H = [A,I_y). (3.17)

Ezt az alakot behelyettesitve a (3.18) képletbe, illetve G méatrixot is feloldva az (3.12)
egyenlet segitségével, a kovetkezé alakot kapjuk:

HGT = [A, I,_¢)[Ix, B]Y = A+ BT =0, (3.18)

azaz A = —BT, amely binaris esetben —BT = BT

Ezen vektorok, valamint matrixok tulajdonsigai nagyban elGsegitik a dekodolés folya-
matat. A vett kodszo és a kiildott kodszo kiillonbségvektorat, mint hibavektort definialjuk
a kdvetkezSképpen:

e=v—c. (3.19)

A H matrix segitségével képesek vagyunk a dekodolasra. Ha a vett kodszot megszorozzuk
a H maétrixszal, a kovetkezs kifejezésre jutunk:

HvT = H(c+e)T = He' + He' = He™ (3.20)

Mivel korabban megmutattuk, hogy Hc! = 0, igy Hv? értéke csak a hibavektortol fiigg,
a kiildott kodszotol nem. A dekddolashoz hasznalt szindromavektort a kovetkezdképpen
definidljuk:

s=eHT. (3.21)

A dekodolési modszerek koziil a leggyakoribb a szindromadekddolés. Elss 1épésben
kiszamitjuk a vett v vektorbol a szindromat. A szindréoma alapjan becslést tudunk adni
a hibavektorra, majd ezt levonva a vett kodszobdl, a kiildétt kdédszora is.

3.1.4 Alapfogalmak linearis ciklikus blokk kédok esetén

A linearis ciklikus blokk kodok tulajdonsaga, hogy ha a kddszavaikat cirkularisan eltoljuk,
ugyancsak egy érvényes kodszot kapunk. A ciklikus k6dok targyaldsahoz elengedhetetlen
fogalom a véges test fogalma. Végest testnek, vagy Galois-térnek nevezziik azokat a ¢
elemet tartalmaz6 halmazokat, melyek elemeire igazak a kovetkezd tulajdonsigok:

e Két miiveletet definidlunk az elemek kozott: Osszeadas és szorzds. A két elem
kozotti mivelet esetén az eredmény ugyancsak eleme a véges testnek. Masképpen
fogalmazva a test a miiveletekre nézve zart (nem vezet ki a testbdl).

e Fgy test minden esetben tartalmazza az egységelemet és a nullelemet. Az
egységelem esetén, egy masik "a'" elemmel val6 szorzés esetén az "a" elemet kapjuk
eredményként. Nullelem esetén pedig, egy méasik "a" elemmel valé 6sszeadas esetén
szintén az "a" elemet kapjuk: a +0 = a.
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e Minden elem esetén létezik egy inverz elem, szorzas (a™') illetve Osszeadas
miiveletére (—a). Az elemet Osszeszorozva az inverz elemmel az egységelemet
kapjuk. Osszeadas esetén egy elemet 6sszeadva annak inverz elemével a nullelemet
kapjuk.

e A miveletekre érvényesek az asszociativitds, a kommutativitas és disztributivités
tulajdonsagai.

A q elemii véges testet GF(q)-val jeloljiikk. A véges testek elemszama primszam vagy
primszam valamely hatvanya. Matemikailag felirva:

q=7p", (3.22)

ahol p primszam. Ha ¢ primszam, akkor a véges test elemei a 0,1...q— 1 egész szamok,
és a szorzas illetve Osszeadés mivelete megegyezik a szokvanyos Osszeadés illetve szorzés
modulo ¢ miiveletekkel (modulo aritmetika eredménye a g-val valo osztas maradéka).
Peéeldaként tekintsiik a GF(5) test esetén a szorzas és Osszeadas miiveletét. A GF(5) test
elemei a 0,1,2,3,4 szamok.

Table 3.3: Szorzas GF(5)-ben

* 1 2 3 4
0{0 0 0 0 O
110 1 2 3 4
210 2 4 1 3
310 3 1 4 2
410 4 3 2 1

Table 3.4: Osszeadas GF(5)-ben

+10 1 2 3 4
0j]0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 4 0 1
313 4 0 1 2
414 0 1 2 3

Minden GF(q)-beli nem nulla elem esetén létezik egy legkisebb m természetes szam, amit
az adott elem rendjének hivunk, melyre igaz, hogy:

a™ =1 mod q. (3.23)

Azt az a elemet, amelynek rendje ¢ — 1, a GF(q) a test primitivelemének nevezziik. Ez
GF(5) esetén:
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Table 3.5: GF(5) elemeinek rendje

Flem Hatvanyai Rendje
1 1 1
2 2,4.3,1 4 (primiv elem)
3 3421 4 (primiv elem)
4 41 2

A kés6bbiekben a primitiv elem fontos szerepet fog jatszani a kddalkotésban.
Az {izenetblokk és a kédblokk eddig hasznalt vektoridlis megjelenitése helyett bevezetjiik
a polinomiélis 4brazolést:

w = [ug,u1, ..., up_1] — u(x) = up + wrx + ugz® + - - +up_1z* ! (3.24)
Ennek megfelelGen egy kodszd a kovetkezdképpen néz ki:
c(z) = [co, 1,y eno1] = c(x) = co + 12 + car® + -+ ey (3.25)
Ciklikus kodok generéldsa a g(x) generatorpolinom segitségével torténik:
c(z) = g(x)u(x). (3.26)

Minden n hossztisagu linearis, ciklikus kod esetén, annak g(x) polinomjara igaz, hogy
osztoja az " + 1 kifejezésnek. Egy g(x) generdtorpolinomhoz tartozé linearis, ciklikus
kod esetén a h(x) = ’i]n(;)l polinomot paritasellenérzé polinomnak hivjuk. A kddszavak
cikularis tulajdonsaga miatt, ha c(x) kifejezést megszorozzuk z-el, akkor ismét kodszot

kell hogy kapjunk:

ze(x) = cp_1 (2™ — 1) + zeg + cra® + cox + -+ cpox™ T Fep (3.27)
Ebbél kévetkezik, hogy
ze(r) mod(z™ — 1) = ¢p_1 + cox + c1x' + ... cp_oz™ ! (3.28)

Mivel ¢(z) = g(z)u(x) ezért,ahhoz hogy a paritasellendrzé matrixxal térténd szorzas utén
nulla maradékot kapjunk a kovetkezs egyenléségnek kell fent allnia:

g(x)h(z) =0 mod (2" —1) (3.29)

Vagyis generdtorpolinémnak az x™ — 1 kifejezés polinomalis felbontasanak valamely elem-
nét haszndlhatjuk. Peéldaul a GF(2) feletti polindmok esetén: x3 —1 = (x+1)(z2 +x+1)
vagy az’ —1 = (1+x)(1+2+23)(1+2%+23). A mésodik példa a (7,4)-es Hamming kodot
adja ha a mésodik tagot vessziik generatorpolinomnak. A ciklikus kédszavak szisztem-
atikus elgallitasa viszonylag egyszerii: El6szor vegyiik a korabbi iizenetblokk polinomialis
adbrazolasanak modositott verzidjat:

k-1 k—2

u = [ug,ug,...,up—1] = w(x) = w1 " " +ux™ “ 4+ -+ up_12 + up (3.30)
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és képezziik a c(x) kodszavakat a kovetkezdképpen:
c(x) = u(z)z" " — [u(z)z" " mod g(x)] (3.31)

Ennek kovetkeztében az eldallitott c¢(x) biztosan kodszo lesz, mert a g(x)-el valo osztas
eredménye 0, igy, a vevében az ellendrzés a vett kodszo g(x)-el valo osztésaval torténik.
Ha az eredmény 0, akkor nem tortént hiba és az lizenetblokk a kdédszo els6 k eleme. Jo6l
lathato, hogy a c(x)-et definialo egyenldség jobb oldédnak elsd tagja az iizenetszegmenst,
a méasodik tagja pedig a paritasszegmenst definalja.

3.1.5 Golay kdédok

A Golay koédok olyan specidlis linearis, ciklikus blokk kédok, amelyek egyben perfekt
kédok is. binaris golay-kéd paraméterei a kovetkezbk: n = 23,k = 12,dmin = 7. A
bévitett binaris Golay kod esetén pedig n = 24,k = 12, dyin, = 8. A bévitett Golay kod
a perfekt binaris Golay kodbol szarmaztathatd egy paritasbit hozzaadasaval. Jol 1athato,
hogy mindkét kod 3 hibat képes javitani. Ilyen kddokat a Voyager 1 és 2 Grhaj6 szines
képeinek tovabbitasanal alkalmaztiak, mivel viszonylag magas adatsebességet lehet elérni.
Generatorpolinomja:

glx) =1+z+2°+ 25+ 27 + 2% + 2. (3.32)

3.1.6 BCH kédok (Reed-Solomon, Hamming)

A BCH kodok linearis ciklikus blokk kédok, amelyeket egyszeres vagy tdbbszords hiba
javitasara hasznaljuk. A BCH kdédokon beliill nagyon fontos osztalyt képeznek a nem
bindris Reed-Solomon koédok, és a binaris kdédok, azon beliil is a kiilon targyaljuk a
Hamming kédokat.

Reed-Solomon kédok

T6bb hibat javito, nembindris, linearis, ciklikus kédok esetén tébbnyire Reed-Solomon
kodokat hasznalnak. Elénye, hogy maximalis tavolsagu kod valamint a dekddolasra ef-
fektiv modszereket dolgoztak ki. Reed-Solomon kédoknal n hosszusagn kédszoé esetén a
generatorpolinom a kévetkezéképpen irhato fel:

n—k
g(x) = H (z —a) (3.33)

ahol a a GF(q) test primitiveleme. Egy tetszdleges (n.k,q) paraméterd Reed-Solomon
kéd esetén a konstrukcid a kovetkezSképpen zajlik: egy k hosszisagi iizenetet mint
polinomot tekintve:

w = [ug,us, ..., up] = w(x) =ug+urz+ -+ up_1z" L (3.34)
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ebbdl a kddszé komponenseit a kdvetkezdképpen kapjuk:

co =u(a®),co = u(at),...,co_1 = c(a™ 1), (3.35)

ahol a a GF(q) primitiv eleme. Vagyis egy Reed-Solomon kod generatormatrixa a
kovetkezGképpen irhaté fel:

1 1 1 1
1 « a? an!
a_|1 a? o o2(n—1) (3.36)
i 1 ak—l a2(n—1) o a(k—l)(n—l) |
A paritasellendrz6 matrixa pedig:
(1 « a? - an~ ! i
1 o at .. a?(n=1)
H=|1 o o5 ... 30D (3.37)
1 o™k a2(nfk) a(nfk)(nfl)

Jol lathato, hogy az igy konstrudlt G generatorméatrix nem szisztematikus kodot hataroz
meg, vagyis a kodszé nem tartalmazza az iizenetvektort. RS kdédok esetén a G genera-
tormatrixbol Gn. Gauss-eliminéacio segitségével konnyen generalhatunk szisztematikus
kédot. FErre lassunk most egy példat. Legyen egy Reed-Solomon kéd a kdvetkezs
paraméterekkel £ = 2)n = 4,¢ = 5. Mint méar kordbban belattuk, GF(5) esetén a = 2
primitivelem. A kéd generdtormatrixa a kovetkezéképpen adhatoé meg:

1111
G_[l 5 4 3} (3.38)

Gauss-eliminacioval (sorokat egymasbol kivonva) atalakitva:

1111 10 -2 -1 10 3 4
G,:[0132}:[01 3 2]:[ } (3:39)

A kod paritasellenérz6-méatrixa kifejezhetd:

1 2 4 3
ne[r 2] o)
Legyen az {izenetvektor:
u=1[12] (3.41)

Ekkor a kiildétt ¢ kodszo kifejezhetd

c=uG=1[1243]. (3.42)
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Lathato, hogy a koédszo eleje tartalmazza az {izenetet, az utolsé két érték pedig par-
itasellendrzésre szolgal. A kod, a paramétereibdl adodoan 2 térléses hibat, és egy egysz-
eri hibat képes javitani. Nézziik meg egy egyszertd hiba javitdsinak menetét. A hiba
torténjen az els6 helyen, vagyis az 1-es érték helyett a vevGbe érkezzen egy 4-es érték.
Matrixszorzas segitségével kiszamolva a szindrémavektort:

T
T 1 24 3| |3
s=vH —[4243][1 41141 =13 (3.43)
Természetesen a szindromavektor elemeit kiszdmolhatjuk polinomidlisan is:
s1 =v(a) = c(a) +e(a) =0+ e(a) = eal (3.44)
59 = v(a?) = c(a?) +e(a?®) =0 +e(a®) = ea® (3.45)

Ha nem lenne hiba, akkor a szindrémavektor mindkét értéke nulla lenne. Ebbél a
kévetkezs egyenletrendszer adédik:

3=eal= €2 (3.46)
3=ea? = 2% (3.47)

ahol 7 a hiba helye és e a hiba értéke. A hiba helyét megkaphatjuk, ha a két egyenletet

elosztjuk egymassal: ‘
1=2"—-i=0 (3.48)

vagyis az els6 helyen tortént a hiba, mivel az a polinom 0 kitevivel rendelkezd tagja. A
hiba értéke visszahelyettesitéssel szamolhato:

3=e2"—e=3 (3.49)

Ezt kell levonnunk a kapott értékbdl, vagyis a valés érték a 4 helyett az 1 lesz, ami
megfelel a kiildétt tizenetnek.

Hamming kédok

A Hamming kodolés viszonylag egyszeri kodolasi mod. Ez egy olyan perfekt binéaris,
linearis, ciklikus blokk kod, amely pontosan egy hibat képes javitani és kett6t észlelni. A
Hamming kédok kédparaméterei a kévetkez6k: n = 2" — 1,k = 2™ —m — 1, ahol m egy
egész szam valamint d,;, = 3. Példaként nézziik meg a (7,4)-es paraméterti Hamming
koédot. A blokk hossza n = 7, ehhez megnézziik a 27 4+ 1 polinom felbontésat:

' +1=(1+2)1+22+23(1+2+2°) mod 2 (3.50)

Valasszuk ki a g(x) = 1+ 2 + 23 generatorpolindmot. A generatormétrix felirhaté a g(x)
és annak cirkularis eltoltjai segitségével.

1101000
lo11]0100
G=1loo01 1010 (3.51)
000 ] 1101
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Gauss eliminaciéval adtalakithatéd szisztematikussé a generatormatrix:

1101000
01 1 01 0O

Gszisztematikus: 11 1 { 0010 (352)
1010001

A (3.18) egyenletet alkamazva, a kod H paritésellendrzé matrixa kifejezhets a generator
métrix segitségével:
|

100 ] 1011
H=|010 1110 (3.53)
0010111

A kodhoz tartozo szindroma dekodolasi tdblazat az alabbiak tablazatban lathato.

Table 3.6: (7,4) paramétertd Hamming kod szindroma dekodolasi tablazata

Szindréma, | Hiba helye

000 0000000
100 1000000
010 0100000
001 0010000
110 0001000
011 0000100
111 0000010
101 0000001

3.1.7 Egyéb kéd csaladok

Reed-Miiller k6dok és a Hadamard kédok

A Reed-Miiller kédok talan az egyik legrégebbi binéris, linearis koédcsalad. 1972-ben a
Mariner 9-es tirszonda Marsrol kiildott fekete-fehér képeinek tovabbitasanal hasznaltak.
Reed Miiller kédok elénye, hogy egyszer a dekédolésa és az els6 rendti Reed-Miiller ko-
dok kifejezetten effektivek. Egy r-ed rendd Reed-Miiller kéd, amely kédszavanak hossza
n = 2™ mint RM (r,m) defindljuk. A kovetkezd egyeztetések édllnak fent az RM kodok
esetén:

e RM(0,m) kodok egyenértékiiek az ismétls kodokkal (2™, 1,2™)

e RM(1,m) kodok a Hadamard kédok (2™, m + 1), amelyek konstrukcidjanal a
Hadamard maéatrix jatszik fontos szerepet. Nagyméretd m-ek esetén alacsony
adatatviteli sebességiik van, de sok hibat képesek javitani.

e RM(m — 1,m) kodok a paritas bitet hasznalé kodok (2,2 — 1)
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Maximimalis hosszisaga kédok

A maximadlis hosszusagi kodok a Hamming kodok komplementer kodjai. Vagyis ha z™ —
1 = g(x)h(x) esetén a valasztott g(z) generatorpoliném helyett a h(z) paritasellenérzs
polinémot valasztjuk generatorpolinomnak. Az igy kapott kod egy (2™, m) paramétert
kod lesz.

17



3.2 Konvoliciés kédok

3.2.1 Bevezetés

A blokk kodok mellett gyakran alkalmazunk konvoluciés kodokat, hibajavito képességiik
miatt. A blokk kodokkal ellentétben, a konvoliacioés kodolok "végtelen hosszin" adat-
folyamot képesek kddolni. A pillanatnyi kimenet a kodold bemenetének aktudlis értékétsl
és annak korabbi értékeitdl fiigg. Egy egyszerd konvolacios kodold lathato a 3.2. abran.

v ¥ 9
> L >
Figure 3.2: Konvoliciés kodolo

Jol lathato, hogy ez az egyszerd konvoliciés kodold, egy bementi bit hatdséra két
kimeneti bitet (kodbitet) general. A generdlds soran az OsszegzGk binaris Osszegzdk,
vagyis modulo 2 fiiggvényt valositanak meg. Az is lathat6, hogy a kodols két tarold
elemet tartalmaz (T1, T2), vagyis az aktuélis kimenet a bemenettsl és annak két ko-
rabbi értékeétsl fiigg. A kodold miikddését egy tablazatban dssze lehet foglalni, amelyben
feltiintetjiik a bejovs bit értékét, a tarolok értékét és a kimeneti biteket.

Table 3.7: A konvoluciés kédot leird tablazat

Bemeneti bit | Tarolé értéke Kimeneti bitek
0 0 0 0 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 1
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1

A kodolod allapotat a kdédoloban 1évs tarolok tartalma irja le. A kodoloé allapot-
atmenetét agynevezett allapot-atmeneti graffal irjuk le, ezt hivjuk trellisnek (Trellis je-
lentése rozsakerités, mivel az éallapot-atmeneti graf hasonlit erre). A fent leirt kodolo
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trellis diagrammja aldbb lathatd. Az dllapotok kozotti nyilakon a bemeneti bit és az

lapnt  TIT2 rim2 rim2 riT rir:
(NI ..-W-..\- M} @ TR =__--I-.__ 1M __.--I;_..._

., "!.\f..--""-

Bejivo bit {k): 1 1l 1 ]
Kimeni I-u'-illrilvku'lr_h;u: 1 1 i 1}

Figure 3.3: A konvolucids kodolé trellise

ennek hatésara generéalt kimeneti kodbitek vannak feltiintetve. A kodolas kezdetekor a
tarolok tartalma 0. A trellisen vastagitva egy lehetséges allapot-atmeneti ut lathato az
1011 bemeneti bitsorozat hatasara.

Egy konvoluciés kodold kényszerhosszéat a tarolék szdmanal eggyel nagyobb szam adja.
Ez azt hatarozza meg, hogy az aktudlis kimenet hany bittél fiigg. A szabad uthossz
(dfree) ad valaszt a kodolé hibajavito képességére, csaktgy, mint a blokk kodok esetén a
minimélis Hamming-tavolsag a generalt kédszavak kdzott.

Természetesen az ilyen kod is szisztematikussa tehetd, ha a kimend koédbitek kozott
szerepel a bejové bit is.

3.2.2 Viterbi dekodolas

A konvoluciés dekdédoldé nem blokkonként dént, akdrmilyen hosszi kodszot képes dekod-
dolni. Hamming-tavolsadg alapjan, megprobalja a trellis segitségével a lehetd leg-
valészintibb (legkisebb) Hamming-tavolsagt utat megtalalni. A Viterbi algoritmus
elénye, hogy egy egyszerti felismerés segitségével nem kell az 6sszes lehetséges utat kisza-
molni, hanem lesztkitjiik azon utak szamat, amelyekhez a vett kédszé tavolsagat ki kell
szamolnunk. Lényegében elindulunk az elsg allapotbol, kiszamoljuk a kdvetkez6 allapotba
torténs atmenet esetén a Hamming-tavolsiagot, majd ha egy allapotba mar kétfélekép-
pen juthatunk el, akkor a kisebb Hamming-tavolsagn utat vessziik figyelembe, a masik
utat eldobjuk. Végiil az utak koziil azt valasztjuk, amelynek a legkisebb a Hamming-
tavolséga, és ezen 1t alapjan dontiink a vett vektorbdél az eredeti iizenetbitekre.

Vegyiik a fenti példankat, am a kiildott kodszo (11-10-00-01) hibazzon a harmadik
bitkettésben egy helyen, és legyen a vett kodsz6 a 11-10-01-01. Az alabbi dbran lathato
a kiilénbo6z6 utak Hamming-tavolsaga a vett kodszotol, allapotrol allapotra haladva.

A trellisen val6 haladas lépései a kovetkez6k. A trellis allapotaiban, az allapotbitek
helyett most az addigi ut Hamming-tavolsaga van feltiintetve. Az allapot-aAtmenetek
nyilain pedig a vett kodszo-részlet és az allapot-dtmenethez tartoz6 koédszo kozotti
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Figure 3.4: Trellis alapjan térténé dekodolas

Hamming-tavolsag lathatd. A dekddolas folyaman a 0-s dllapotbdl indulunk. Vessziik
a kodszo els6 két értékét (11). Ahhoz, hogy a nullas allapotban maradjunk, 2 hibanak
kellett térténnie mivel a kimeng kodsz6 ebben az esetben 00 lett volna. Ahhoz viszont,
hogy a 2-es &llapotba menjiink &t, nem kellett hibdnak torténnie. Beirjuk mindkét al-
lapotba az addigi hibak osszegét, majd nézziik a vett kodszo kovetkezs szavat (10), megint
megnézziik a hibdk szamat és beirjuk az adott allapothoz az ut addigi hibadsszegét. A
kovetkezd vett kodrészlet (01) esetén mar egy allapotba tobb modon is eljuthatunk,
ilyenkor a kisebb hibadsszegii utat vessziik figyelembe, a masikat eldobjuk. Azt az utat,
amit eldobunk, szaggatott vonallal jelsljitk. A teljes kodszo feldolgozasa utan vastag von-
allal van jelezve a legkisebb Hamming-tavolsaggal rendelkezs it. Ezt az utat figyelembe
véve javitottuk a kodsz6 hibas bitjét. Természetesen hosszabb kédszavak, hosszabb utak
esetén a Viterbi-algoritmus tobb hibat is képes javitani.

3.2.3 Pontozas

Altalanos esetekben a konvoltcios kodolok kédaranya: 1/n, vagyis egy bitbsl a kodold
egy n hosszt kbédszot generdl. Pontozas segitségével elallithatok més kédaranyok is.
A pontozas lényege, hogy a kodszd bizonyos bitjeit szisztematikusan elhagyjuk, majd a
dekodoloban az elhagyott bitek helyeit feltoltjiik ismeretlen értékekkel ("don’t care"), és
igy hajtjuk végre a dekddolast. Az el6z6ekben bemutatott esetben, ha a kodszd minden
negyedik bitjét elhagyjuk, akkor 2 bemeneti bitre 3 kimeneti bit keletkezik, igy a kédarany
2/3.

3.2.4 Lagy és kemény dontés

A bemutatott dek6dolé bit szinten kemény doéntésekkel dolgozik. Fontos megjegyezni,
hogy manapsig a szamitési kapacitas novekedése miatt, sokkal effektivebb modszer a
kemény dontések helyett a lagy déntéseken alapulé médszer hasznalata, amely bitértékek
helyett valészintiségekkel dolgozik, figyelembe véve a csatorna zaj-karakterisztikidjat. Az
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ilyen elven mtikodé dekédolok hatranya a komplexitas, elényiik viszont, hogy sokkal jobb
hibaarany érheté el veliikk, mint kemény dontések hasznélata esetén.

3.3 Turbo kédok

A Turbo kdédolas modszerét 1993-ban fedezték fel. Ekkor publikalta Berrou, Glavieux, és
Thitimajshima a "Near Shannon Limit Error-correcting Coding and Decoding: Turbo-
codes" cimid cikkét. Ezen koédolasi technika sokkal kozelebb keriilt a Shannon kor-
lathoz (lasd késobbi fejezet), mint eddig bérmely mdas kodolasi modszer. A kodolo
maga ket kodolobol all (lehet linearis blokk kodolé vagy konvoluciés kodolo is), amelyek
parhuzamosan vannak kapcsolva. A Turbo kédold és dekodolo blokkvéazlata az alabbi
adbran lathato.
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Figure 3.5: Turbo kodolé és dekddold

Tobbnyire a két kodold azonos paraméterekkel rendelkezik, a véletlenszertsit fokozat
azért sziikséges, hogy co és c3 kimenetek egymastol fiiggetlen, kiilonbozd kodsorozatok
legyenek. Mindkét dekodold 1lagy dontésekkel dolgozik, vagyis valdszintiségekkel, ame-
lyekhez elengedhetetlen a csatorna jel/zaj viszonyanak ismerete. A két dekodold meg-
probal a vett kodszo egyes elemeire egy becslést adni a kédolatlan c¢1, a neki megfelels
kédolt ¢ kédszo, valamint a masik kédolétol kapott valészintiségek alapjan. Ez egy itera-
ciés folyamat: a dekédoléban a két dekddold egymésnak adogatva a b iizenetvektorra tett
valoszintiségi becsléseiket (agynevezett dekodolasi nyereséget), megprobéal "megegyezni",
és iteraciorol iteraciora egyre biztosabb és biztosabb dontést hozni a b iizenetszora. Ezzel
a lagy dontésekre alapul6 iteracios folyamattal alacsony hibaaranyok érhetéek el. Ez az
iteracids folyamat mindig konvergdl, vagyis egy adott szamu iteracié utan mar nem érhets
el tovabbi nyereség.

Az iteracios folyamat kénnyebb kezelhetdsége érdekében dolgozték ki az EXIT-Chart-
ot (Extrinsic Information Transfer Chart - Kiils6 informaciocsere-tablazat). Ezen
tablazat segitségével a két dekddold kozotti iteracios folyamat egyszertien nyomonkove-
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thets. A tablazat a két dekodold kozotti kélesonds informaciocserét kdveti nyomon itera-
ciorol iteraciora. A kolesénds informacid értéke 0 és 1 kozott lehet, ami tulajdonképpen
azt mutatja meg, hogy a valos és becsiilt lizenet "mekkora biztonsiggal hasonlit" - az 1
érték az jelenti, hogy teljesen biztos, a 0 érték pedig, hogy teljesen bizonytalan. Minden
dekodolénak van egy EXIT-fiiggvénye, amely megmutatja, hogy a kdédolasi paraméterek,
a csatorna jel/zaj viszonya és a masik dekodolotol kapott valoszintiség alapjan, mekkora
kimeneti kdlcsonds informéaciot képes produkalni a bemeneti kélesonds informécio fiig-
gvényében. A mérnokok ilyen tablazat alapjan tervezhetik a jel/zaj viszony fiiggvényében
a két kodolo felépitését, hogy az iterdcids folyamat minél jobban konvergéljon az 1 értékid
kélesonos informacio felé. Egy ilyen konvergencia folyamat lathaté az alabbi abran.
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Figure 3.6: Exit tablazat

A maésodik dek6dold EXIT-fiiggvénye felcserélt x-y tengelyekkel van rarajzolva az els6
dekodolo EXIT-fliggvényére. A két dekodold kozotti iteracios trajektoriat (iteracios folya-
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mat lépései) megvizsgalva jol 1athato, hogy 10 1épés utan konvergal az 1 értéki kolesonds
informécidhoz. Ez a Turbo kéd lassan konvergdl, 10 iteracio sziikséges a konvergencia
eléréséhez. A Turbo elven miikddik a sorosan kapcsolt kédoldk &ltal létrehozott kddolési
modszer. Ilyen kodolo rendszer lathaté az alabbi abran. A binéris iizenetet kédolja az
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Figure 3.7: Sorosan kapcsolt kodold és dekodold

els6 kodold, majd a kodolt bitfolyamot véletlenszertsitik, és ismét kodoljak. Jol 1athato,
hogy a dekédolas hasonlé, iterativ médon térténik, mint a parhuzamos Turbo kédoknal.
Természetesen tobb, 3-4 kdédold is Osszekapcsolhatd, de 1ényeges nyereséget 2 kodold
parhuzamos/soros kapcsolasaval lehet elérni. Az utobbi id6ben egyre tobb rendszerben
terjedtek el a Turbo kédok. Alkalmazasuk hatranya a komplexitasban rejlik, valamint sok
dekodoldsi algoritmust szabadalom véd. Ezt a kodolasi eljarast 3G mobil telefonos szab-
vanyban, illetve trszondék adat-tovabbitédsandl alkalmazzik, valamint a NASA 1997-es
Mars expedicidja sordn is ezt hasznéltak képtovabbitasra.
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3.4 LDPC kédok

Az LDPC (Low-Density Parity-Check - alacsony-stirtiségii paritasellendrzs) kodok ko-
moly konkurensei a Turbo kédoknak a Shannon-hatar elérésében. Mar 1960-ban
felfedezte Sket Robert Gallagher, de sokdig feledésbe meriiltek, f6leg nagy szamitasi
komplexitasuk miatt, csak a legutobbi id6ben keriiltek ismét elétérbe. Az LDPC ko-
dok nagymeéreti blokk kodok, amelyek nagy kodtavolsaggal (dinin) rendelkeznek. A kod
G generatormatrixa nagymeéretd akar tébb ezer sorbdl és oszlopbdl is allhat. A generé-
torméatrixban joval kevesebb 1l-es mint 0-s taldlhatd, erre utal az "alacsony stirtségd"
kifejezés. Egy k hosszisagi {izenetszohoz rendel hozzé paritdsbiteket. A paritasbitek
elgallitasa véletlenszertien torténik, a k hossztsagn iizenetszobol 1 darab bit kivalasztasa-
val. Az LDPC kédokat két paraméter hatdrozza meg: egy bit az iizenetblokkbol hany
paritasbit meghatarozasaban vesz részt, illetve egy paritédsbit meghatérozasiahoz hany bit
sziikséges az iizenetblokkbol. A paritashitek generdlasa az alabbi dbran jol lathato. Az
ilyen grafot nevezik Tanner grafnak is. Ennél a kodnal 4 iizenetbit hataroz meg egy par-

Uzenetbitek

Paritasbitek

Figure 3.8: Egy LDPC kéd &sszerendelési diagrammja

itasbitet, valamint egy tizenetbit 3 paritasbit kialakitasaban vesz részt. Egy LDPC kod
paraméterei nem hatarozzak meg a konkrét Gsszerendelési szabalyt. Az Osszerendelési
szabdly a paraméterek alapjan tobbnyire véletlenszertien lesz generalva. Szabalytalan
LDPC kédoknak nevezziik azokat a kodokat, amelyek esetén a paraméterek nem &l-
landdak, példaul némely paritasbitet 4 {izenet bit hatdroz meg, a masikat pedig 3. A
szabdalytalan LDPC kédok elénye, hogy jobb bithibaardny érhets el mint a szabéalyos
LDPC koédokkal.

Az LDPC kdédok dekodolésa linearis komplexitasi a kodhossz a kodhossz fiiggvényében,
mig a kodolasi folyamat négyzetes komplexitasi. A dekoédolas, hasonléan a turbo koé-
dokhoz, iterativ moédszerekkel torténik, lagy dontések alapjan. Hatranyuk a méar korab-
ban is emlitett komplex dek6dolasi algoritmusok. Az LDPC kédok dekddolasi médszerét
"feltételezés tovabbterjedés algoritmus"-nak (belief propagation algorithm) hivjak.

Lassunk egy példat az algoritmusra, amely bar kemény dontéssekkel lesz bemutatva,
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a lépések lagy dontésekkel is hasonloak. A tovabbiakban térgyalt LDPC kod Gsszeren-

dezési diagramja lathato a 3.9 abran.
Legyen a kiild6tt kodszo: ¢ = [10010101]. A csatorna hatasara a k6dsz6 masodik elemén
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Figure 3.9: A példa LDPC kod Osszerendezési diagrammja

torténjen hibazas, igy a vett kodszo: ¢ = [11010101].
A dekoddolési algoritmus 1épései a 3.9 dbran lathatod graf alapjan a kovetkezdek:

1. Az els6 lépésben a grafban a paritasbit csomopontok kiilldenek egy "iizenetet" az
lizenetbit csomopontok felé, hogy milyen bit, amit 6k tartalmaznak. Jelen esetben
co killd egy 1 értékii "iizenetet" by és b3 felé.

2. A masodik lépésben minden koédbit csomépont elkiildi az Osszes paritasbit
csomoépontnak az altala kapott biteket. Az 1. és 2. lépés lathato az alabbi tablazat-
ban.

Az algoritmus leéll, ha minden paritasbit stimmel az lizenetbitek alapjan.

3. Minden ko6dbit csomépont megkapja a hozza rendelt paritésbit csomépontoktol a
paritasbiteket. A binaris dontés "tobbségi" alapon zajlik. A kapott paritasbitek
és az érkezett iizenet alapjan dontés sziiletik az adott kodbitre. Jelen esetben az
alabbi tablazatban lathato, ahogy a hibés ¢; bit javitva lesz, mivel a cg és ¢ 0 bitet
javasolt az adott kodbitre.

4. Az algoritmus folyatasa a 2. 1épéstdl.

Jelen esetben az algoritmus egy iteracié esetén ledllna, mivel kijavitotta a hibas bitet, és
az lzenetbitek alapjan minden paritasbit megfelel a kédszoban.
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Table 3.8: 1. és 2. 1épést leird tablazat

Uzenetbit csomoépont Kiildstt /Kapott "iizenet"
bo Kapott: ci;—1ecg—1cg—0cr—1
Kildott: 0—c1 O0—c3 1+—¢4 0> 7
b1 Kapott: cgr—1ci—1ca—0c5—1
Kiildott: 0 —cyg O—c1 11— co 01— c5
by Kapott: co—0cs—1cgr—0cr— 1

Kiildott: 0 —co 1—c¢5 00— cg 1+— c7

b3 Kapott: cgr—1cg—1c4—0cg— 0
Kildott: 1+—cg 1—c30—¢q4 01— cq4

Table 3.9: Dontési tablazat

Kodbit | Erkezett {izenetérték | "iizenet" a paritasbitektsl | dontés
co 1 b= 0 by — 1 1
C1 1 bo — 0 bl — 0 0
C2 0 bl — 1 b2 — 0 0
c3 1 bp—1b3—0 1
cy4 0 bo—0b3—1 0
Cy 0 bl — 0 bg — 1 1
Cg 0 bg — 0 bg — 0 0
cr 1 bo = 1 by +— 1 1

Tényleges rendszerekben a dekoddolasi algoritmus valoszintiségek (lagy dontések)
alapjan torténik. Az algoritmus pedig specialis, a valoszintségek tulajdonséganak
megfelels miiveleteket hasznal. Igy a bithibaarany iteraciorol iteraciora javul. Ilyen
kédokat hasznélnak példaul a DVB-S2 miiholdas rendszerekben.

3.5 Shannon-korlat

A Shannon-korlat egy elméleti als6é korlatot hatdroz meg Gaussi fehér zajjal terhelt
csatorndk esetén a hibajavitasra. Adott zajszint és adatsebesség mellett elérheté min-
imalis bithibaardnyra ad korlatot. Arra vonatkozoan azonban, hogy hogyan kell ilyen
kédokat generdlni, amelyek segitségével ez az als6 korlat elérhetd, nem ad vélaszt.
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