Bevezetés a szamitaselméletbe 1.
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato
2011. november 24.

Altalanos alapelvek.

A pontozéasi atmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatod
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékd megoldasédnak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetsk.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy
példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér
pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez jut). An-
nak mérlegelése, hogy az itmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak
(részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az utmutatoéban szerepld részpont-
szamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az utmutatoban leirttol eltérd jo megoldas természetesen
maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatéra 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszéma szamit
bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Dontsiik el, hogy létezik-e inverze az alabbi A matrixnak; ha igen, akkor szamitsuk ki A inverzét!
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A~ et Gauss-eliminacioval szamolva:
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Igy A~1 létezik és nem mas, mint a fenti, a vonaltol jobbra esé matrix. (3 pont)

Minden szamolasi hiba 1 pont levonast jelentsen. Amennyiben a megold6 visszaszorzassal ellendrizve
észreveszi, hogy szamolési hibat vétett (de azt nem taldlja meg), a szamolési hibakért jaré pontlevonas
1-gyel csokkenthets, ha az Osszpontszam igy sem éri el a 10-et. Ha valaki csak annyit allapit meg, hogy
det A =1 # 0, ezért az inverz létezik, de nem szamolja ki, az 2 pontot érjen. (Nem jar pontlevonas azért,
ha valaki a fenti szamolés utdn nem tér ki arra, hogy az inverz miért létezik — hiszen ez a modszer helyes
miikodésébdl implicite kovetkezik.) Ha latszik, hogy a megold6 a modszert elvileg ismeri, de nem tudja
kivitelezni, az legfoljebb 1-2 pontot érhet.

2. Legyen A tetszOleges matrix és legyen B az a métrix, amelyet A-boél nyeriink tgy, hogy annak minden
elemét 1-gyel megnoveljitk. Mutassuk meg, hogy r(B) < 1r(A) 4 1 (ahol r-rel a matrixok rangjat jeloltiik).
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A ¢&s B esetében is vonjuk le az els6 oszlopot az 6sszes tobbibdl; a kapott matrixokat jelolje A’ és B'.(2 pont)
Ekkor B’ és A’ csak az elsé oszlopukban kiilonbozhetnek, a tobbi oszlopuk mar azonos. (2 pont)
Tovabba r(A") = 1(A) és 1(B’) = 1(B), mert a Gauss-eliminaci6 (akar oszlopokon, akar sorokon végzett)
lépései a rangot nem valtoztatjak meg. (2 pont)
Ha a bizonyitando allitassal szemben 1(B) > 1(A)+2, vagyis r(B’) > 1(A’) +2 teljesiilne, akkor B oszlopai
koziil ki lehetne valasztani r(A’) + 2 linearisan fiiggetlent az oszloprang definicidja szerint. (2 pont)
Azonban ezek koziil az els6t elhagyva (ha az egyaltalan a kivalasztottak kozott szerepel) azt kapnank, hogy
A’ oszlopai koziil kivalaszthato r(A’) + 1 linearisan fliggetlen. Ez nyilvanvaloan ellentmond az oszloprang
definicidjanak, igy r(B) < r(A) + 1 valéban igaz. (2 pont)

3. Legyen A : R® — R? linearis leképezés. Tegyiik fel, hogy A matrixa a B és C béazisok szerint az
alabbi A matrix, ahol B = {(1;1;1),(0;1;1),(0;0;1)} és C = {(2;1),(2; —1)}. Mit rendel A a (3;2;1)
vektorhoz? (A feladat megoldésdhoz nem sziikséges megindokolni, hogy B és C' valoban bazisok R3 ben,

illetve R%-ben.)
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(3:2:1) =3-(LL1)+(=1)- (0 ;1) + (=1) - (0;0; 1), igy [(3: 2]z = -1 |. (2 pont)
—1
A tanult tétel szerint [A((3;2;1))]c = [As.c] - [(3;2;1)]5. (2 pont)
3
) s s _ (3 5 1\ B _ 3 on
Elvégezve a szorzast: [A((3;2;1))]¢c = ( 5 3 o ) _} ( 1 ) (3 pont)
Ezért A((3;2;1)) =3-(2;1)+1-(2;—-1) = (8;2). (3 pont)

4. a) Mutassuk meg, hogy A = 2 sajatértéke az alabbi A matrixnak!
b) Adjuk meg A egy sajatvektorat!
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a) A tanult tétel szerint A = 2 pontosan akkor sajatérték, ha det(A — 2E) = 0, vagyis ha

1 2 0
g (; g g =0. (2 pont)
0 0 3 6
A fenti determinans negyedik sorabol a masodik sor mésfélszeresét levonva csupa 0 sort kapunk, igy
det(A — 2F) = 0 valoban igaz, ezért A\ = 2 sajatérték. (2 pont)
b) Mivel A = 2-r6l tudjuk, hogy sajatérték, ezért kereshetiink ehhez tartozo v sajatvektort. Vagyis
olyan v-t keresiink, amelyre A-v =2 -v. (1 pont)
x 3r + 2y 2z
Ha v = :Z , akkor A-v = éii?;igz és2-v = 3Z , (1 pont)
U 3z 4+ 8u 2u
vagyis az A-v = 2 - v egyenlet a 3v + 2y = 2x, 2y + 22 +4u = 2y, 3x + Ty + 22 = 22, 32 + 8u = 2u
egyenletrendszerre vezet. (1 pont)
Rendezés utan az els6 és a harmadik egyenletbdl x = y = 0, a méasik két egyenletbdl egyarant a z+2u =0
Osszefiiggés kovetkezik. (1 pont)
0 0
Vagyis sajatvektor minden v # O-raav= | o0 vektor (példaul tehat a v = _(2) ). (2 pont)
U 1



Megjegyezziik, hogy a b) feladat megoldasabol az a) feladat allitasa is kovetkezik: valoban, mivel a talalt
v # 0 vektorra A-v = 2- v teljesiil, ezért A = 2 definici6 szerint sajatértéke A-nak. Az a) feladatért jaro 4
pont természetesen ezzel az indoklassal is megszerezhetd. (Megjegyezziik még, hogy A-nak harom tovabbi
(irracionalis) sajatértéke is van, igy ezekhez is tartoznak sajatvektorok. Igy a b) feladatnak elvileg tovabbi
megoldasai is vannak, ezeknek a meghatéarozasa azonban szamologép nélkiil nagyon kériilményes volna.)

5. Adjuk meg algebrai alakban az alabbi egyenletnek az Osszes olyan komplex megoldasat, amelynek a
valos része negativ és a képzetes része pozitiv!
2° N T+3V3i
512 4—+/3i
* * * * *
T+3V3i  (T+3V3)(4+3i) 19+ 19V/3i .
4 —+/3i (4 — V/30)(4 + V/3i0) 19
Ezt behelyettesitve, 512-vel szorozva és atrendezve: z° = —512 — 5121/31. (
z tehat \5/ —512 — 512+/3i valamelyik értéke lehet csak. (1 pont
(
(

512 = 512v/3i = 1024 (4 — %3i) = 21° (cos 240° + i sin 240°).

Ebb6l v/ =512 — 512v/3i = 22 (cos (48° + k - 72°) + isin (48° + k - 72°)), 0 < k < 4. 1 pont
Ha a valos rész negativ és a képzetes rész pozitiv, akkor a szog 90° és 180° kozott van. Ez csak a k =

esetben, a 120°-ra teljesiil. (1 pont
Igy az egyetlen megoldas: z = 4 (cos 120° + isin 120°) = —2 + 2v/3i. (2 pont

6. Hanyféleképp valaszthato ki 15 hazaspar tagjai (tehéat dsszesen 30 ember) koziil 10 ember gy, hogy a
kivalasztott emberek k6zott pontosan 3 hazaspar legyen?

(A végeredmeény szamszert értékét megadni nem kell; azonban a megoldasbol ki kell dertiljon, hogy hogyan
lehetne azt kiszamolni egy olyan szamologéppel, ami csak a négy alapmiiveletet ismeri!)
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El6szor valasszuk ki a 15 hazaspar koziil azt a harmat, amelyeknek mindkét tagja bekeriil a kivalasztando
5

10 ember kozé. A lehetéségek szama (az ismétlés nélkili kombinéacional tanultak szerint) ( 3 ) =(1 pont)

15-14-13

=% (1 pont)

A maradék hazaspéarok tagjai koziil most tgy kell valasztani 4 embert, hogy minden hazasparbol legfoljebb

csak egy tag valaszthato (kiilonben 3-nal tobb hazaspart tartalmazna a kivalasztott emberek halmaza).
Ezért valasszuk ki a maradék 12 hézaspar koziil azt a 4-et, amelyeknek egy-egy tagjat még bevessziik a
12
kivalasztand6 emberek kozé. A lehetGségek szama most (4) = (3 pont)
12-11-10-9
=— (1 pont)
Végiil az utobb kivalasztott 4 hazaspar mindegyikérdl el kell donteniink, hogy annak a férfi vagy a ng tagjat
vessziik be a kivalasztand6 emberek kozé. Mind a 4 esetben kétféle dontésiink van, igy a lehetGségek szama
(példaul az ismétléses variacional tanultak miatt) 2 = 16. (2 pont)
Mivel az el6szor mondott (135) valasztési lehetGség mindegyike (142) féeleképp folytathaté a masodiknak
mondott valasztéssal, majd az igy kapott 0sszesen (135) . (142) lehetség mindegyike 2* féleképpen fejezhetd
15 12 24_15-14-13-12-11-10-9-16
3 4 B 624 '
Bar a feladat szovege szerint az eredmény megadésahoz csak a négy alapmitvelet hasznalhatd, nem jéar
pontlevonas azért, ha valaki 2% értékét nem szamitja ki.

be, ezért az osszes lehetGségek szama ( (2 pont)



