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Keresztfélév - 2. vizsga
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az Gtmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasdnak részletes leirdsa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. a) Mikor neveziink egy valdszintiségi valtozét abszolut folytonosnak?

b) Hogyan definidljuk két valészintiségi valtozé kovarianciajat? (Az allitdson elhangzott definicié és a
kovariancia kiszdmitasara tipikusan alkalmazott (szintén el6addson szerepelt) formula is elfogadhaté.)

Megoldas:

a)

Az X valészintiségi valtozét abszolut folytonosnak nevezziik, ha
(1 pont) létezik olyan fx : R — [0; 00) nemnegativ fiiggény,

(0 pont) amelyre az [ fx(y) dy Riemann-integrél létezik,

(4 pont) és minden ¢t € R esetén

Fx(t)= [ Ix)dy

ahol Fx az X eloszlasfiiggvénye.

Ha a megoldé csak annyit ir, hogy abszlat folytonos egy valtozd, amennyibel 1étezik stirtiségfiiggvénye,
akkor 2 pont jar.

b)
(5 pont) Legyenek X,Y : Q — R ugyanazon a val6sziniiségi mezén értelmezett valszintiségi valtozok.
Ekkor X és Y kovariancidja a

cov(X,Y) =E ((X - E(X))(Y —E(Y)))

varhato érték, amennyiben létezik.

A fenti definici6 helyet a
cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(®Y),

formula is megfelel.
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2. Egy urnaban 2 fehér és 2 piros goly6 van. Addig htizunk egyesével és visszatvés nélkiil az urnabol, amig
piros golyot nem kapunk. Jelolje X a sziikséges hizasok szamat. Adjuk meg az X eloszlasat, varhaté
értékét és szorasat.

Megoldas:

(1 pont) Mivel 6sszesen két fehér goly6 van az urdnban, igy legkésébb a harmadik hiizdsnél mér biztosan
pirosat hizunk, tehat az X értékkészlete: ranX = {1,2,3}.

(1 pont) Ha X =1 akkor az azt jelenti, hogy egybdl pirosat htuztunk, tehat P(X =1) = —.

(1 pont) Ha X = 2, akkor elsére fehéret hiiztunk, majd a fennmaradé 2 piros és 1 fehér goly6bol pirosat

12 1
hiztunk, azaz P(X = 2) = =

237 3
(1 pont) Végill X = 3 esetén az els6 ketté hizds fehér (harmadikra ekkor mar biztosan, azaz 1
1 1 1

valészinliséggel pirosat hizunk), igy P(X = 3) = 33§ Ezzel megadtuk az X eloszldsat.
(1 pont) Az X vélrhaté értéke E(X) =1-P(X =1)+2-P(X =2)+3-P(X = 3)

1 2 3 5
(Lpont) =5 +5+5 =3
(1 pont) A transzformélt varhaté értékére vonatkozo tétel szerint

1 4 9 10

(1 pont) E(X?) =12 - P(X =1)+22-P(X =2) + 3% . P(X = 3) =5t3t5=3

Az utébbi két pont ugy is megkaphaté ha valaki meghatédrozza az X? eloszlasat (1 pont), és a varhat6

s s 2

10 25 5
(1 pont) A szérasnégyzetre tanult képlet szerint D?(X) = E(X?) — E(X)? = 3799

) )
(1 pont) amibdl a szérds D(X) = \/; = \3f ~ 0, 7454.

3. Egy telefonfiilkébdl szeretnénk hivast inditani, és varjuk, hogy az el6ttiink beszélé befejezze a beszél-
getést. Tegyiik fel, hogy az illet6 telefonbeszélgetésének idOtartama percben mérve folytonos, 6rokifji
eloszlast 3 varhato értékkel. Hatadrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a beszélgetés 3 percnél
tovabb tart. Mennyi annak a valészinlisége, hogy a beszélgetés tovabbi 3 percnél tovabb tart, feltéve,
hogy 3 percnél tovabb tartott?

Megoldas:

(1 pont) Legyen X a telfonbeszélgetés idStartama. Mivel X folytonos és orokifja, igy X ~ Exp())
valamilyen A > 0 paraméterrel.

(1 pont) Tudjuk, hogy E(X) = + =3, igy A = %

(1 pont) Az elsé kérdéses Valoszmuseg P(X > 3)

(1 pont) =1—-P(X < 3)

(2 pont) =1 — Fx(3), ahol Fx (t) =1 —e /3 az X eloszlasfiiggvénye.
(1 pont) Tehat P(X > 3) = ~ 0,3679.

(1 pont) A maésodik kérdéses valésziniiség P(X >3+ 3| X > 3),

(2 pont)

ami az orokifju tulajdonsag miatt éppen P(X > 3) = 0,3679.

4. Az X és 'Y valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasat tartalmazza az aldbbi tablazat.
a) Figgetlenek-e az {X = 2} és {Y = 2} események?
b) Flggetlenek-e az {X < 2} és {Y < 2} események?
c) Fliggetlenek-e az X és Y valtozok?
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X
v 0 1 2
0 1/10 | 1/10 | 1/10
1 1/10 | 1/10 | 3/10
2 1/20 | 1/20 | 1/10
Megoldas:
a)
1 3 1 1
(Ipont) P(X =2)=P(X =2Y =0)+P(X =2Y=1)+PX=2Y =2)= —+ — + — = _,
10 10 10 2
1 1 1 1
1 P(Y=2)= - + - — =~
(Lpont) PO =2) =36+ 36 " 10~ 5
1 1 1
(1 pont) igyIP’(XzQ,YzQ):1—0zi-g:IP’(X:2)]P’(Y:2),azazakét esemény fliggetlen.
b)
1 1 1
3 5 4
1 P(Y <2)=PY = PY =1)= — 4+ — = —
(1 pont) B(Y < 2) = B(Y = 0) + B(y = 1) = = + = =%
(1 pont)
IP(X<2,Y<2):P(X:O,Y:O)HP(X:1,Y:0)+IP(X:0,Y:1)+IP>(X:1,Y:1):g
2 1 4
(1 pont) IP’(X<2,Y<2):g:5-5:P(X<2)P(Y<2),tehétakét esemény fliggetlen.
c)
Példaul:
3 1
(1 pont) B(Y = 0) = = B(X =2)=
(1 pont) P(YzO)IP’(X:Q):%
1
(I pont) #P(X =2,Y =0) = 10’ tehat a valtozok nem filiggetlenek.

5. Legyenek X és Y valdszintiségi valtozok. Tegytiik fel, hogy az X-nek az Y-ra vett linearis regresszidja
%Y + 2, mig az Y-nak az X-re vett linearis regresszidja %X —1.

a) Hatdrozzuk meg az X és Y valtozok varhato értékét.

b) Hatérozzuk meg Y szérasnégyzetét, ha tudjuk, hogy X szérasnégyzete 6.

Megoldas:
(2 pont) Az X-nek az Y-ra vett linedris regresszidja $1Y + aq, ahol
cov(X,Y) 3 3
=t = =EX)-H/EY)=EX)--EY)=2
b= =y @ =E(X) - AEY) =E(X) - JB(Y)=2

(2 pont) mig az Y-nak az X-re vett linedris regresszidja S2X + ao

cov(X,Y) 1 1
=S o —E(Y) - BEX)=EY) - -EX) =1
a)
(1 pont) A kévetkezb egyenletrendszert kell megoldani:
E(X) — %E(Y) _9,
1

E(Y) - FE(X) = —1.
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(1 pont) Az elsé egyenlet felét a masodikhoz hozzdadva 1 E(Y) = 0, azaz E(Y) = 0 adédik.
(1 pont) Igy az elsd egyenlethsl E(X) — $E(Y) = E(X) = 2.
b)
(1 pont) A Bo-re adott formulabél cov(X,Y) = £ D*(X) = 3.
(1 pont) A Bi-re adott formulabél 3 D*(Y) = cov(X,Y) = 3,
(1 pont) azaz D*(Y) = 2.
6. Egy vizsgédn 60 kérdésre kell valaszolni, minden kérdés esetén négy lehetséges valasz koziil lehet va-
lasztani, melyekbdl pontosan egy helyes. Tegyiik fel, hogy egy vizsgazé minden elézetes tudas nélkiil
tolti ki a sort, és minden egyes kérdésnél fliggetleniil és véletlenszertien tippeli meg a valaszt. Adjuk

meg az altala adott helyes vilaszok eloszlasat. Kozelitéleg mennyi a valdszintisége, hogy t6bb, mint 20
helyes valaszt ad igy?

Megoldas:
(3 pont) A vélaszok vélasztésa hatvan fliggetlen kisérlet, ahol a siker bekovetkezésének valdsziniisége

1 1
T igy az helyes valaszok X szaménak eloszladsa binomialis 60 és 1 paraméterekkel: X ~ B (60; 4>

1
(1 pont) Az X varhaté értéke 60 - 1= 15,

T 3 35
(1 pont) és szérésa /60 - 11 ‘2[ ~ 3,3541.

(0 pont) A kérdéses valoszintiség P(X > 20),
(2 pont) az X valtozot sztenderdizélva az ekvivalens

X—15>27\/5 _p(X-15
3v/5/2 3 )] \3/5/2

IP’(X_15 > 20_15) =P >1,4907>
3v5/2 ~ 3v/5/2

valoszintiséget kapjuk.

(1 pont) A de Moivre-Laplace-tétel szerint

(1 pont) ez kozelitéleg 1 — ®(1,4907), ahol ® a sztenderd normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye,
(1 pont) ennek értéke pedig 1 — 0,9319 = 0,0681.



