Valészinliségszamitas B

1. eldoadas

Téth Dévid (BME SZIT)

2023. februar 27.



Bevezeto

Miért tanulunk valészinliségszamitast?

- Vvéletlen jelenségek a hétkoznapokban: a legkézenfekvobb
példak a szerencsejatékok

- fontos szerep olyan szituacidékban, ahol valamely esemény
kimenetelét nem tudjuk pontosan meghatarozni vagy
megbecsiilni, példaul mert azt attekinthetetlenul sok tényezd
befolydsolja, vagy pedig ezeket a tényezdket nem ismerjiik
pontosan



Bevezeto

Alkalmazasi teriiletek (a szerencsejatékokon tul):
- statisztika

- a statisztikdn keresztiil szinte minden tudomdny (fizika,
informatika, kdzgazdasagtan, biztositdsi matematika, stb.)

- alkalmazasok a matematikan beliil (pl. véletlent hasznalé
algoritmusok elmélete)



A véletlen matematikai modellje

Kisérlet — (véletlen) kimenetel

Szempontok a modellalkotasnal:
e az oOsszes lehetséges kimenetelt egyszerre szeretnénk kezelni

e maga a kisérlet nem lényeges: véletlen események nem csak
klasszikus értelemben vett kisérletek eredményeként
figyelhet6k meg

e pl.: egy varosban az egy napon tortént kozlekedési balesetek
osszessége véletlen esemény, de nem mondhatd, hogy azért
kozlekediink, hogy megfigyeljiik a baleseteket, és a
korilmények ebben az esetben nem reprodukalhaték



A véletlen matematikai modellje

Modell: lehetséges kimenetelek — matematikai objektumok

Példak:
e kockadobds: az 1,2,...,6 szdmokat rendeljuk a
kimenetelekhez
o feldobunk egy érmét Otszor: 5 hosszi F — | sorozatokat

rendeliink a kimenetelekhez, pl. FIFFI egy lehetséges
kimenetel



Eseménytér

e a modell tehdt egy nemiires halmaz, melynek elemei a
lehetséges kimeneteleknek felelnek meg

e ezt eseménytérnek nevezziik, és (tipikusan) Q-val jeloljik
e az eseménytér elemeit kimeneteleknek vagy elemi
eseményeknek nevezziik, és (tipikusan) w-val jeldljik Sket



Eseménytér

A definicié nagy szabadsigot ad, de
e a konkrét példakban gyakran természetesen adddik az
eseménytér
e eldfordul, hogy tobb kézenfekvo lehetség koziil
vélaszthatunk, de nem mindegyik egyforman praktikus

e a klasszikus példdkban tipikusan mindig ugyanazzal a
vélasztassal fogunk élni



Eseménytér
Példak:
e Dobjunk egy érmével, ekkor a lehetséges kimenetelek a fej ill.
az irds, ennek megfeleléen az eseménytér
Q={F,I}.
e Tekintsiink egy hat oldalt dobdkockat, ezzel dobva az

Q=1{1,2,3,4,5,6}

eseménytér egy elemét kapjuk.

e Az otoslotton véletlenszeriien hiiznak 5 kilonbozo szamot az
1,2,...,90 szdmok kozil. A lehetséges kimenetelek olyan
szamotosok, ahol minden szam 1 és 90 kozt van.

Azaz ha A={1,2,...,90}, akkor Q2 az A halmaz 5 elemd
részhalmazaibdl all, vagyis

Q={BCA:|B =5}

(|B] jeldli a B halmaz elemszamit)



Eseménytér

A véletlen jelenségekkel kapcsolatban nem csak a kimenetel
érdekelhet benniinket, szamos egyéb kérdést feltehetiink:

e pl. kockadobas: nagyobbat dobtunk-e haromnal?
e lottéhizas: mekkora eséllyel hizzdk ki a kedvenc szamunkat?

A fentiek is véletlen események, de nem célszerii kiilon
eseményteret definidlni, ha a kérdés egy mar egyszer modellezett
eseményre vonatkozik.

Azt példaul, hogy 3-ndl nagyobbat dobtunk, kifejezhetjiik tgy is,
hogy 4-et, 5-6t vagy 6-ot dobtunk, azaz az eseménytér {4,5,6}
részhalmazaval.



Eseménytér

Definicié. Legyen Q2 egy eseménytér, ekkor az €2 részhalmazait
eseményeknek nevezziik. Azt mondjuk, hogy az A C Q esemény
egy adott konkrét w € Q kimenetel esetén bekovetkezik, ha w € A.
Példa. Kockadobas, Q = {1,2,3,4,5,6},

e legyen E az az esemény, hogy parosat dobunk, ekkor

E={2,4,6};
e legyen P az, hogy a dobds értéke primszam, ekkor
P ={2,3,5};

e azt az eseményt, hogy egész szamot dobunk, maga az
halmaz irja le;

e az, hogy irraciondlis szamot dobunk, egyik lehetséges
kimenetel esetén sem teljesul, igy ezt az eseményt az lres
halmaz adja meg (jele: ().



Eseménytér

Q, 0 minden eseménytér esetén részhalmazok:
e  minden egyes kimenetel esetén bekovetkezik, ezért ezt
biztos eseménynek nevezziik,
o tetszbleges w € Q) esetén w ¢ (), ezért az iires halmaz neve
lehetetlen esemény



Eseménytér

Példa. Tekintsiik a lottéhlzas példéjat, és legyen H az az esemény,
hogy kihtizzdk a hdrmas szdmot. Ekkor H az A = {1,2,...,90}

halmaz azon 5 elemii részhalmazaibdl fog &lIni (tehat azon 5 elemd
részhalmazok halmaza), amelyek tartalmazzdk a harmas szdmot is.



Miveletek eseményekkel

o Az eseményeket gyakran gy adjuk meg, hogy lesziikitjlik a
kimenetelek halmazat valamilyen tulajdonsag alapjan.

e Ezen tulajdonsdgokat logikai miiveletek segitségével
osszekapcsolhatjuk, ezzel djabb eseményeket definidlva.

o Az ezek altal eredményezett események pedig halmazelméleti
miiveletek végeredményeiként kaphatdk meg.



Miveletek eseményekkel

Példa. Kockadobds, E az az esemény, hogy pédrosat dobunk, P az,
hogy primet. Tekintsiik azt az eseményt, hogy

a dobott szdm pdros és prim.

Ez tehdt azon w kimenetelek esetén teljesiil, amikre mindkét
tulajdonsdg igaz, azaz benne vannak az E és a P
eseményhalmazban is, vagyis ez az esemény

EnpP=1{2}.



Miveletek eseményekkel

logikai és — halmazok metszete

Ha A, B C Q tetszbleges események, akkor AN B azon
kimenetelekbdl all, melyek mind A-ban, mind B-ben benne vannak.

~

(0

abra: AN B



Miveletek eseményekkel

logikai vagy — halmazok unidja

AU B éppen azon kimenetelek halmaza, amelyek az A és B
események legaldbb egyikében benne vannak. A példdban: a
dobott szdm paros vagy prim, EU P = {2,3,4,5,6}.

~

(o

dbra: AUB



Miveletek eseményekkel

Két esemény kiilonbsége: A\ B azon kimenetelekbél 4ll, amelyek
benne vannak A-ban, de nincsenek benne B-ben. A fenti példdban:
a dobott szam paros, de nem prim, E'\ P = {4,6}.

[

¢

abra: A\ B




Miveletek eseményekkel

negdcié — halmaz komplementere

A=0Q \ A azon Q-beli kimenetelek halmaza, amik_nincsenek
A-ban. A példankban: a dobott szdm nem paros, E = {1,3,5}.

abra: A



Miveletek eseményekkel

Tulajdonsagok:

1. Az unié- illetve a metszetképzés is asszociativ és kommutativ:

(AUB)UC=AU(BUC) (ANB)NC=An(BNC),
AUB=BUA ANB=BNA.

2. Ervényes a kovetkezd disztributiv szabdly:
AN(BUC)=(AnB)U(ANCQ).
3. A kiilonbségképzés felirhatdé a metszet és a komplementer
segitségével a kovetkezéképp: A\ B=ANB.

4. Egy esemény komplementerének komplementere az eredeti
esemény: A= A.



Miveletek eseményekkel

Allitas. (de Morgan-azonossagok) Ha A, B C Q események, akkor

AUB=ANB, ANB=AUB.

A fenti allitasok tobb eseményre vonatkozd analogonja is érvényes:

n n

AU UA=JA=NA=4nnA, A
i=1 i=1 i=1 i=1

I
-
>

itt n esemény helyett végtelen sok esemény unidjnak ill.
metszetének komplementerét is vehetnénk.



Miveletek eseményekkel

Definicié. Legyenek A, B C Q események. Azt mondjuk, hogy A
és B egymdst kizardak (vagy diszjunktak), ha metszetiik a
lehetetlen esemény, azaz ha AN B = () teljesiil.

Példa. A és A egymast kizaréak minden A C Q eseményre,
tovabbd Q = AU A is teljesiil.



Miveletek eseményekkel

Megjegyzés.
e Az esemény fogalmanak defincicidjanal valéjaban nem voltunk
egészen precizek. Mas forrdsokban a fentieknél komplikaltabb
definiciékkal taldlkozhatunk.

e Ha teljes altalanossagban szeretnénk felépiteni a
valészinliségszamitdst, akkor az események definiciéjaban nem
engedhetiink meg tetszbleges részhalmazokat.

e Szamos esetben nem kell korlatozasokkal élniink: ha az
eseménytér véges vagy megszamldlhatéan végtelen elemi
eseménybdl all, akkor egy tetszéleges részhalmaz eseménynek
tekinthetd.

e Altaldban is igaz, hogy az eseményeken végzett miiveletek
nem vezetnek ki az események korébdl.



Klasszikus valdsziniiség

véletlen esmény — valdszinliség

e A valdsziniiség egyszeriien egy szam: skalazzuk az esélyeket a
lehetetlentdl a biztosig.

e Megadhatnénk a skélat a [0; 100] intervallumon is (ezt is
tessziik, amikor szazalékban fejeziink ki esélyeket), de a
matematika szemszogébdl nézve célszeriibb a [0; 1]
intervallum.



Klasszikus valdsziniiség

A definiciéhoz kiilonféle megfontoldsok vezethetnek.

Példa. Tapasztalati érvelés.

o Megismételhetd véletlen kisérletet sokszor elvégezve: a
kiilonbozoé kimenetelek és a kisérletek szamanak ardnya a
kimenetelek Un. relativ gyakorisaga.

e Gondolhatunk lgy egy valdsziniiségre, mint egy olyan szamra,
amely koril ez a relativ gyakorisdg ingadozik.

e Pl. ha sokszor dobunk egy szabdlyos kockaval, akkor azt
tapasztalhatjuk, hogy mind a hat lehetséges eredmény
nagyjabdl az esetek 1/6 részében adddik.

o A kiilonbozé kimenetelek szamdnak Osszege az osszes kisérlet
szamat adja = a relativ gyakorisagok osszege mindig 1 lesz.
Hasonléképp az egyes kimenetelek valdszinliségének
osszegétdl is elvarjuk a fenti tulajdonsagot.



Klasszikus valdsziniiség

Példa.

e A kockadobds esetén mas megfontoldsok is elvezethetnek a
valdszinliség definiciéjahoz.

e Ha egy kocka szabdlyos, az azt jelenti, hogy homogén
anyageloszlasu és szimmetrikus, igy semmilyen fizikai ok nincs
arra, hogy valamely oldaldra tobbszor essen, mint egy masikra.

= ldeélis esetben minden kimenetel egyforman valdszinii kell
legyen.

e 6 lehetséges kimenetel van, igy minden kimenetel
valésziniisége 1/6.

o Idedlis eset a valdsdgban sosem fordul el6: nincs teljesen
szimmetrikus dobdkocka, az anyageloszlas sem lehet
tokéletesen homogén. De ha elég kozel vagyunk az idedlhoz,
akkor az apré eltérések elhanyagolasdval vétett hiba
jelentéktelenil kicsi.



Klasszikus valdsziniiség

Ezen az el6adason csak olyan példdkat tekintiink, ahol minden
kimenetel egyforman valészinii.

Példak.
e Pénzérme feldobdsa, itt (hacsak mast nem mondunk) a
tovébbiakban mindig feltessziik, hogy 1/2 valdsziniiséggel
kaphatunk fejet ill. irast.

e Lottdhizas, pl. ototslottd: a lehetséges szamotosok szama

(%), fgy tehat egy adott szamétossel a nyerési esélyiink ﬁ

5



Klasszikus valdsziniiség

Altalaban:

e Ha n lehetséges kimenetel van, azaz |Q2| = n, és minden egyes
kimenetel egyformdn valdszinii, akkor ezek valdszintisége 1/n.

o Nem csak az egyes kimenetelek valészinliségérol szeretnénk
beszélni, hanem egy tetszdleges A C 2 eseményérdl is.

e Egy A C Q esemény nem mds, mint néhany kimenetel
halmaza, és minden egyes eleme 1/n-nel noveli az esélyét
annak, hogy A bekovetkezik, igy A valészinliségére az
|A|- L = |A|/|Q| definicié logikusan adédik.



Klasszikus valdsziniiség

Definicié. Legyen 2 egy véges eseménytér, és legyen A C Q.
Definidljuk az A esemény P(A) valdsziniiségét a

Al
P(A) = ——
(A) Q
formuldval. Ekkor azt mondjuk, hogy az Q eseménytér, a rajta
megadott események (tehat Q részhalmazai) és a fenti formulaval
definidlt valdszinliségiik egylittesen egy klasszikus valdsziniiségi
mez6t alkotnak.



Klasszikus valdsziniiség

A klasszikus valdészinliség tulajdonsagai:
1. Mivel A C Q esetén 0 < |A| < [Q| mindig teljesiil, igy

P(A) = "é: e [0;1].

2. A biztos esemény, azaz 2 mindig bekovetkezik, és ezzel

osszhangban
€|
P(Q)= = =1.
jol
3. A lehetetlen eseményre
0 0
P(0) = u =—=0



Klasszikus valdsziniiség

A klasszikus valésziniiség tulajdonsagai:

4. Ha A, B C Q egymast kizaré események, tehdt AN B = 0),
akkor |AU B| = |A| + |B|, mert az utébbi 6sszegben minden
egyes elemet, ami A-ban vagy B-ben van, pontosan egyszer
szamolunk. Ekkor tehat

_[AuB| _ A+ B
2] 2]

P(AU B) = P(A) + P(B).

Kovetkezmény. Barmely A esemény esetén A és A egymast
kizardak, tovabbd AU A = Q, tehat

1=P(Q) =P(AUA) = P(A) + P(A)

érévényes, ezt atrendezve

P(A) = 1 — P(A).




Klasszikus valdsziniiség

A 4. tulajdonsdggal kapcsolatban: mit mondhatunk akkor, ha az A
és B események nem (vagy nem feltétleniil) egymast kizdréak?

e Az AU B elemszdmat ekkor nem az |A| 4 |B| Gsszeg adja,
mert ebben kétszer is megszamoltuk azokat az elemeket,
amelyek A-ban és B-ben is benne vannak, tehat az AN B
esemény elemeit.

e Ezen elemek szdmat tehdt még le kell vonnunk az osszegbdl,
vagyis a helyes 0sszefiiggés a kovetkezo:

|JAUB| =|A|+ |B| — |ANBJ.

o Az eseménytér elemszamaval leosztva adddik az dn.
szita-formula (vagy Poincaré-formula) a klasszikus
valdszintiségekre:

[P(AUB) =P(A) + P(B) — P(AN B).|




Klasszikus valdsziniiség
Példa. Kockadobds, E: parosat dobunk, P: a dobott szam
primszam. Az eseménytér Q = {1,2,3,4,5,6}, és

E] 3 1 Pl 3 1
(E) 1 6 2’ (P) 1 6 2
Szamoljuk ki most a P(E U P) valdsziniiséget.
1. Meghatarozzuk az E U P esemény elemeit. Ezek azon
kimenetelek, amelyek pdrosak vagy primszamok, azaz
EUP=1{2,3,4,56}, igy

|[EUP| 5

Q6
2. Haszndlhatjuk ehelyett a szita-formulat is:
P(EUP)=P(E)+P(P)—-P(ENP).

Az E N P azon kimenetelekbdl all, amik parosak és primek is,
ez csak a 2-re teljesiil, tehat a keresett valdsziniiség

P(EUP) =



Klasszikus valdsziniiség

Példa. Szamoljuk ki a P(E U P) valésziniiséget. Ismét a
szita-formuldt hasznalva

P(E U P)=P(E)+P(P) —P(ENP)

=P(E)+1—-P(P)-P(ENP)
) 2 6 3’

hiszen E N P azon kimeneteleket tartalmazza, amelyek parosak és
nem primek, tehdt a 4-et és a 6-ot.



Descartes-szorzat

Példa. Két szabalyos kockaval dobunk. Mi lehet ez esetben az
eseménytér?

e Egy kimenetelt megadhatunk tgy, ha megadjuk, hogy melyik
szdmbdl mennyit dobtunk.

e Ez a modell nem feltételniil praktikus: a két kockat nem
tudjuk megkiilonboztetni.

e Tovabba: ha sokszor elvégezziik ezt a kisérletet,
megfigyelhetjiik, hogy az egyes-hatos kombinacié nagyjabdl
kétszer olyan gyakran jon ki, mint mondjuk a két darab hatos.
(Miért?)

= Nem egyforman valdsziniiek az egyes kimenetelek, nem
klasszikus valdszinliségi mez6t kapunk.



Descartes-szorzat

Példa. Két szabdlyos kockdval dobunk. Mi lehet ez esetben az
eseménytér?

e Sokszor atlathatdobba vélik a helyzet, ha klasszikus
valészinliségi mezovel dolgozunk.

e Ebben a példiaban ezt egyszerlien elérhetjiik azzal, ha a két
kockat megkiilonboztetjiik, és a kimeneteleink (/; ) rendezett
szamparok lesznek, ahol az elsé szam az els6 kocka, a
masodik szdm pedig a masodik kocka eredményét adja meg.

o Feltételezhetjiik, hogy a két dobas eredménye nem
befolydsolja egymast, tehat az elsé kockdval az esetek kb. 1/6
részében adddik barmelyik lehetséges eredmény, és ettol
fuggetlenil a masodik kockara is ugyanez igaz.

= Egy adott (i;j) part az esetek nagyjabdl § - & = 3¢ részében

kapunk. Vagyis tekinthetjik Ggy, hogy minden lehetséges
kimenetel egyforman valdszinii.



Descartes-szorzat

Az utébbi eseménytérben a kimenetelek rendezett parok, ezek az
Q x Q in. Descart-szorzat elemei, ahol Q = {1,2,3,4,5,6}. Ez a
konstrukcié konnyen altalanosithaté:

Definicid. Legyenek Q1,...,Q, tetszbleges nem iires halmazok.
Ekkor ezen halmazok Descartes-szorzata az

Q]_XQ2X"'><Q,7 ::{(wl,...,wn):w,-EQ,-}

halmaz, azaz azon rendezett n-esek halmaza, melyeknek az j-edik
eleme az ; halmaz eleme minden 1 < j < n esetén.



Descartes-szorzat

A fenti definiciéban nem koveteljiik meg, hogy a halmazaink
végesek legyenek, azonban a félév elsé felében tobbnyire ilyen
példdkkal fogunk taldlkozni.

Amennyiben ez teljesil, akkor a Descartes-szorzat elemszama
‘Ql XQQ Xoeee XQ,,‘ = ‘91’|Qz“ﬂn‘,

mert egy rendezett n-es j-edik elemére |Q;| lehetséges valasztasunk
van minden 1 </ < n esetén egymastdl fuggetlenil, igy az egyes
lehet6ségek szdma Osszeszorzédik.

Specidlisan, ha |Q;| = |Q2| = -+ = |Q,| = k, akkor a
Descartes-szorzatuk elemszama k”".

A fenti példaban |Q| = 6 teljesiil, igy |Q x Q| = 62 = 36.



Descartes-szorzat

Ez a konstrukcid jél haszndlhaté olyan esetekben, amikor
egymastol fuggetlen véletlen eseményeket szeretnénk egyiitt
kezelni, azaz egyetlen valdszinliségi mezdvel leirni:

Példa. Feldobunk egy érmét otszor egymds utdn. Jelolje A azt az
eseményt, hogy fej és iras is szerepel a dobasok kozott.

e Egy dobds eredménye nem befolydsolja azt kdvetd dobasokat,
igy tehat (hosszi tavon) egymdstdl fiiggetleniil mindegyik
(nagyjabdl) az esetek felében ad fejet vagy irdst.

= Egy adott fej-iras sorozat az esetek (nagyjabdl) (1/2)° =1/32
részében adddik.



Descartes-szorzat

Példa. Feldobunk egy érmét otszor egymas utdn. Jelolje A azt az
eseményt, hogy fej és irds is szerepel a dobdsok kozott.

e Legyen Q = {F,/}. Egy dobdssorozatot egy &t hosszi F — /
sorozat ir le, azaz éppen az

QA =0xOxQAxQxQ

szorzathalmaz.

e A fentiek szerint pedig ennek minden eleme éppen
(1/2)° = 1/32 valésziniiséggel kell adédjon kimenetelként.

e Mivel 32 =25 = |Q|5 éppen e szorzathalmaz elemszama, igy
tehat egy klasszikus valdszinliségi mez6rol beszéliink.



Descartes-szorzat

Példa. Hatszor dobunk egy (hat oldalt) dobdkockaval. A
kimeneteleink ekkor 6 hossz( sorozatok, melyek minden tagja egy
1 és 6 kozti szam.
o Az el6z6 példdhoz hasonldéan az eseménytér az
Q ={1,2,3,4,5,6} halmaz 6nmagaval vett 6-szoros szorzata.
e Legyen K az az esemény, hogy a mind a hat dobasunk
kilonbozé. Egy K-ban Iévd sorozat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok
mindegyikét pontosan egyszer tartalmazza, ez tehat ezen
szdmok egy sorbarendezése, mas széval permutdcidja.



Descartes-szorzat

Definiicié. Egy n elemi halmaz elemeinek egy sorbarendezését az
elemek egy permutdciéjanak nevezziik.



Descartes-szorzat

Meghatarozzuk a K esemény elemszamat. Hanyféle sorrendje
létezik 6 elemeknek?

e Az elsé helyre 6-féle szdmot valaszthatunk.
e Ha az els6 elemet fixaljuk, akkor a masodik helyre mar csak

5-féle szdm keriilhet, ezutdn a harmadik helyre 4-féle, és igy
tovabb.

o Ez Osszesen 6-5-4-3-2-1=720 = 6! (6 faktoridlis)
lehetdség, vagyis

720 5
P(K) = — = — =~ 0,0154
(K) 60 324 ’ ’
tehat annak az esélye, hogy hat kiilonboz6 szamot dobunk,
csupdn 1,54%.



Descartes-szorzat

A fenti gondolatmenetet 3ltaldnositva adddik, hogy n elem
kilonboz6 sorrendjeinek, vagyis permutdcidinak szdma az els6 n
pozitiv egész szorzata:

n-(n—1)---2-1=nl (n faktoriélis).



Urnamodellek

e Szamos olyan szitudcidval taldlkozhatunk, amikor egy véletlen
esemény néhany elemnek egy adott halmazbdl vald
véletlenszerll kivdlasztdsaként irhatd le.

e Példaul: kihGzunk néhdny lapot egy megkevert kdrtyapaklibdl,
lottéhdizas.

e Ezek az események tipikusan leirhaték egy tn. urnamodellel:
adott egy urna, benne n golyé 1-t6l n-ig szimozva, melyeket
osszekeveriink, majd véletlenszerlien hizunk belélik (vakon) k
darabot.

e Feltessziik, hogy egyforma méretil, alakl és azonos
tomegeloszlasu golydkkal dolgozunk, vagyis a golydk kozt a
hizas soran nem tudunk kiilonbséget tenni.



Urnamodellek

Huazas visszatevéssel és a sorrend figyelembevételével

e Ebben az esetben az egyes hilizdsok utdn visszatessziik a
kihtzott golydt az urndba (a kovetkezd hizads elétt ismét
Gsszekeverve a golydkat), és figyelembe vessziik, hogy milyen
sorrendben hiztuk ki az egyes golydkat.

e A kimeneteleink k hossz( sorozatok, melyeknek minden tagja
egy 1 és n kozti szam, ezek szdma pedig n*.

o Az eseménytér tehdt az {1,2,...,n} halmaz nmagaval
k-szor vett Descartes-szorzata.

o Azt feltételezziik, hogy minden egyes hiizasnal egyforma
valészinliséggel hizzuk ki mindegyik golyét (hiszen a golydkat
ajrakeverjiik minden huizds utdn), igy pedig minden lehetséges
kimenetel 1/n* valésziniiséggel adédik.



Urnamodellek

Huazas visszatevéssel és a sorrend figyelembevételével
e Ez a kordbbi példainkkal analég szituicid.

e Egy érme feldobdsa megfeleltethetd egy olyan kisérletnek,
amikor két golyd koziil vélasztunk vakon. Azaz egy érme
k-szor valé feldobdsa megfeleltetheté k darab hizasnak 2
egyforma golyd koziil visszatevéssel.

e Egy kockdval val6é dobas megfeleltethetd egy hiizdsnak, ahol 6
egyforma golyd kozil védlasztunk vakon, a tobbszori dobds
pedig egy tobbszori hizasnak.

o Az eseménytér az iménti példakban nem ugyanaz, mint
kordbban, de annak elemszama és a parba allitott események
valdszinliségei megegyeznek, igy a valdszinliségszamitas
szempontjabdl az egymasnak megfeleltetett példak lényegében
azonosak.



Urnamodellek

Huzas visszatevés nélkiil és a sorrend figyelembevételével

e n golydbdl gy hizunk ki k darabot, hogy a hizott golydkat
nem tessziik vissza, de szdmon tartjuk a hlzdsok sorrendjét.

e A kimeneteleinket olyan k hosszu sorozatokkal irhatjuk le,
melyeknek minden tagja egy 1 és n kozotti egész szam, és
ezek a tagok kiilonbozdk (feltessziik, hogy 1 < k < n).

o Az egyes sorozatok egyforman valdsziniiek, ha valamelyik
sorozat valdszinlibb volna a tobbinél, akkor dtszdmozva a
golydkat ugyanezt kapnank minden sorozatra. Tehat ebben az
esetben is egy klasszikus valdszinliségi mezot kapunk.



Urnamodellek

Huazas visszatevés nélkiil és a sorrend figyelembevételével

Kimenetelek szama: az els6 hiizasnal n kiilonbozé golydbdl
vélaszthatunk, ha az elsé hizott golyd fix, akkor a masodiknal mar
csak (n — 1)-bél, és igy folytatva, a k-adik hizdsra mar csak

n — k + 1 lehet6ségiink marad, igy osszesen

n-(n—l)"‘(”_k+1):m

lehetséges kimenetel van, és mindegyikiik valdszinlisége

(n=k)! k)!



Urnamodellek

Definicié. Egy n elemii halmazbdl k kiilonbozd elem (k < n) egy
adott sorrendben valé kivadlasztasat az n elem egy k-adosztalyu

------

Megjegyzés. A k = n esetben az el6z6 definicié éppen az n elem
egy permutacidjat adja. A fenti képlet szerint a permutacidk
szama n!/(n — n)! = n!/0! volna.

Hogy ez (és sok mas) formula érvényes maradjon, a 0! értékét
1-nek definialjuk.



Urnamodellek

Az ismétlés nélkiili jelz6 a fenti definiciéban arra utal, hogy a sorba
rendezett k elem kiilonbozd.

Az els6 urnamodelliinkben olyan sorozatokrdl beszéltiink, ahol
megengedtiik az ismétlédést, a fentiek mintajara tehat ezeket
ismétléses varacidknak fogjuk nevezni.

Definicié. Egy n elemii halmazbdl k (nem feltétleniil kiilonbozd)
elem egy adott sorrendben valé kivélasztdsat az n elem egy
k-adosztalyt ismétléses varidcidjanak nevezziik. Ezek szdma nk



Urnamodellek

Huazas visszatevés és a sorrend figyelembevétele nélkiil

e n golyébdl k darabot hdzunk, a golydkat nem tessziik vissza a
hizas utan, és a hizds eredményénél nem vessziik figyelembe
azt, hogy milyen sorrendben hiztuk ki a golydkat, csak azt,
hogy melyik k golydt hdztuk ki.

e Példa: lottéhiizas.

e Minden kimenetelt egyformdn valdsziniinek tekinthetiink,
hiszen ha barmelyik k golyé hizasa valdsziniibb lenne a
tobbinél, akkor dtszdmozva a golydkat barmelyik k-asra
ugyanez addédna. Tehat klasszikus valdsziniiségi mez6t
kapunk.



Urnamodellek

Lehetséges kimenetelek szama: Az {1,...,n} halmaz k elemii
részhalmazainak szamat keressuk. Ezekre a kombinatorikaban
kulon elnevezést hasznalnak:

Definicié. Egy n elemii halmaz k elemii részhalmazait az n elem
k-adoszalyd ismétlés nélkiili kombindcicinak nevezziik.



Urnamodellek

Egy adott részhalmazbdl tobbféle sorrendben kihtzhatjuk a
golydkat, éppen ezért célszerli el0szor szamitasba venni a
sorrendet.

n!/(n — k)! darab kiilonb6z6 k hosszi sorozatot képezhetiink
az n kilonbozo elembdl a sorrend figyelembevételével.

Szamoljuk meg, hogy hany esetben szerepel ugyanaz a k elem
kiilonbozo sorozatokban.

k kilonbozo elembdl k! kiilonboz6 sorozatot képezhetiink,
tehat minden k-ast ennyiszer szdmoltunk meg az Osszes k
hosszli sorozat osszeszdmoldsandl = azok szamat még k!-sal
kell osztanunk.

Vagyis a kulonbozé k-asok szdma

n n! 2 ”
(k) —m ( n alatt a k ),

azaz minden k-as 1/(}) valésziniiséggel adédik.



Urnamodellek

e A fenti szdamot binomiilis egyiitthaténak is nevezik.

e Az elnevezést az Un. binomialis tételben jatszott szerepiik
indokolja:

n __ n n n n—1 n n—2 72
(x+y) —(O>X +<1>X y—|—<2>x e
_ <Z>Xnkyk,
k=0

ahol x és y tetszlleges valés szdmok és n egy pozitiv egész.
e Egyszerii tulajdonsdgai (0 < k < n):

-G 6 -2 (0= =



Urnamodellek

Példa. Mi a valdszinlisége, hogy az otoslottéon minden kihdzott
szam paros?
e Az otoslottén 90 szambdl hiznak ki 5-6t, tehat az ossze
lehet6ség szama, azaz az ) eseménytér elemszama (950).

e Legyen A az az esemény, hogy az osszes kihlizott szam paros.

e Szamoljuk meg, hogy hany ilyen kimenetel van. Ha minden
kihtzott szdm paros, akkor az Osszes szamot az 1 és 90 kozti
paros szamok halmazabdl hiztik. Ezekbdl 45 darab van,
tehat (455) féleképp tudunk 5 paros szdmot huzni.

e Azaz (45)
B ﬂ _s) 287 N
P(A) = Q) = (950) = 10302 ~ 0,0278.



Urnamodellek

Melyik modellt valasszuk?
e Sok esetben a vélasz logikusan kovetkezik a szituaciébdl.
e Pl.: a lottéhdzasnal nem kell figyelembe venni a sorrendet.

e Vannak azoban olyan esetek, amikor a modell nem ilyen
egyértelmii.



Urnamodellek

Példa. Egy urnaban van két sarga és két piros golyd. Visszatevés
nélkil hdzva két golyét milyen a valdszinliséggel hidzunk kiilonbozd
szinli golydkat?

1. megoldas: nem vessziik figyelembe a hizdsok sorrendjét.
o Két golydt a négybdl (g) = 6-féleképp hizhatunk, ez az
eseménytér elemszama.
e Két kiilonboz6 szinit ugy kaphatunk, ha egyet vélasztunk a
sargakbdl, egyet pedig ettdl fliggetleniil a pirosakbdl. Ez
(f) . (f) = 2.2 =4 lehetOség.
o Tehdt a keresett valdsziniiség 4/6 = 2/3.



Urnamodellek

Példa. Egy urnaban van két sarga és két piros golyd. Visszatevés
nélkil hdzva két golydt milyen a valdszinliséggel hdzunk kiilonbozé
szinli golydkat?

2. megoldas: szamit a hizdsok sorrendje.

e Ekkor 4 -3 = 12-féle kimenetel lehetséges, ez az eseménytér
elemszama.

e Kulonbozé szinti golydkat gy hdzhatunk, ha vagy el6szor egy
sargdt és masodszor egy pirosat hlzunk, vagy pedig el6szor
egy pirosat és masodszor egy sargat. Mindkét eset
2 -2 = 4-féleképp kovetkezhet be, ez tehat Osszesen 8
lehetdség.

e Vagyis a keresett valdsziniiség 8/12 = 2/3.



Urnamodellek

A fenti példaban nem adtuk meg, hogy a hiizds eredményénél
figyelembe vessziik-e a sorrendet vagy sem, és mindkét modell
ugyanazt a megoldast adta.

e Altalsban: amennyiben a kérdéses esemény a lehetséges
kimenetelek segitségével leirhatd, Ugy a fenti két modell
barmelyike ugyanazt a valdsziniiséget fogja adni. (Miért?)

e Vannak olyan esetek, amikor nem hasznalhaté mindkét
modell, mivel nem tudjuk mindkettében magat a vizsgalt
eseményt leirni.

e Példaul azt az eseményt, hogy elsére sargat, masodikra pedig

pirosat hlzunk, csak abban a modellben kezelhetjiik, ahol a
hizas sorrendjét is figyelembe vessziik.



