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Alairaspo6tlo vizsga
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozéasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdnak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az Gitmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az itmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az GUtmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Két szabalyos dobdkockaval dobunk. Jelélje S; azt az eseményt, hogy a dobott szamok 6sszege legaldbb i
(t=2,3,...,12). Legyen tovabba M AX az az esemény, hogy a dobott szamok maximumanak értéke j
(j =1,2...,6). Fejezziik ki a fenti események és a halmazmiiveletek segitségével az aldbbi eseményeket.
A kifejezések helyességének indoklasa is sziikséges.

A = {a dobott szamok &sszege T}, B = {két darab 2-est dobunk},
C = {a dobott szdmok mindegyike 1-es vagy 6-os}.

(A C eseménybe azon eseteket is beleértjiik, mikor nem fordul el mindkét szam.)

Megoldas:

(3 pont) S7 azt jelenti, hogy legalabb 7 az Gsszeg, Sg pedig azt, hogy legaldbb 8. Az A esemény tehat
pontosan akkor teljesiil, ha S7 teljesiil, de Sg nem, tehat A = S; N Ss.

(3 pont) A M AX, esemény azt jelenti, hogy a dobott szdmok legnagyobbika 2-es, azaz hogy két darab
2-est vagy egy darab 1-est és egy darab 2-est dobunk. Ez utébbi esetet kizarhatjuk, ha biztositjuk,
hogy ne lehessen 3 az 6sszeg, de 4 viszont igen. Tehat B = M AX, N Sy megfeleld lesz.

(4 pont) Az az eset, amikor mindkét szam 6-os, gy is kifejezhetd, hogy a szdmok Gsszege (legalabb)
12, azaz ezt az esetet Sio irja le. Az az eset, amikor mindkét szam 1-es, gy is kifejezhetd, hogy
a dobott szadmok maximuma 1, azaz ez pont a M AX; esemény. Végiil az, hogy egy darab l-est és
egy darab 6-ost dobunk, tgy fejezhet6 ki, hogy a szdmok Osszege 7, tovabbd a maximumuk 6. Tehét
C=5UMAX U (57 ﬂ?gﬂMAX(;).

2. Megkeveriink egy pakli magyar kartyat, majd egymas utan visszatevés nélkiil kihtizunk beléle 4 lapot.
a) Mi a valészinilisége, hogy pontosan egy aszt htizunk?

b) Mi a val6szintisége, hogy pontosan két aszt htzunk?

¢) Mi a val6sziniisége, hogy legalabb egy szt hizunk?
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(Egy pakli magyar kartya 32 kilonboz6 lapbdl &ll, és 4 darab &szt tartalmaz.)

Megoldas:

(1 pont) Osszesen (342)—féleképp valaszthatunk ki 4 lapot a 32-bél, ez tehdt az eseménytér elemszama.
a)

(1 pont) Ha pontosan egy dszt hizunk, az gy lehetséges, hogy a 4 hizott lapbdl egyet az dszok koziil
valasztunk, mig a maradék 3 lapot ettdl fiiggetleniil a 28 mésik lapbdl,

(1 pont) ezt (‘11) . (238)—féleképp tehetjiik meg,
(1 pont) tehat
() () _ 1638

(342) 4495

P(pontosan 1 szt hizunk) = ~ 0,3644.

b)

(1 pont) Ha pontosan két szt hizunk, az ugy lehetséges, hogy a 4 htzott lapbdl kett6t a 4 dsz koziil
valasztunk, mig a maradék 2 lapot ettél fiiggetleniil a 28 mésik lapbdl,

(1 pont) ezt (;1) . (228)—féleképp tehetjiik meg,

(1 pont) tehat

4y (28

(2) ) ( 2) 567

®) 8990

P(pontosan 2 dszt hizunk) = ~ 0,0631.

c)
(1 pont) Egyszeriibb a komplementer esemény valésziniliségét kiszdmolni, ez pedig az, hogy egy szt
sem htizunk.

(1 pont) Ez pedig tgy lehetséges, hogy a 4 htzott lapot a 28 dsztdl kiilonbo6zé lapbdl valasztjuk. Ezt
(248)—féleképp tehetjiik meg,

(1 pont) tehat

(*) 3097
P(legaldbb 1 &szt hizunk) = 1 — P(nem hdzunk &szt) =1 — ﬁ =703 ~ 0,4306.
4

3. Az A, B és C események mindegyike % valbszintiséggel kovetkezik be, tovabbd az A és B, valamint
a B és C események egymast kizdrdak. Szamoljuk ki a P(A N C) valésziniiséget, ha tudjuk, hogy %
annak a valdsziniisége, hogy az A, B és C' események egyike sem kovetkezik be. Fiiggetlenek-e az A és
C események?

Megoldas:
(1 pont) A feladat szovege alapjan P (AU BUC) = é,
(1 pont) ezért
P(AUBUC)=1-P(AUBUC) = %
(1 pont) Mésrészt a szita-formula alapjan
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)-P(ANC)+P(ANBNCQC).
(Akkor is jar a pont, ha a formula neve nincs kiirva, de maga a formula j6.)
(1 pont) Itt P(A) =P(B) =P(C) = 3
(1 pont) és mivel A és B ill. B és C egymaést kizar6 események, igy

P(ANB) =P(BNC)=P®) = 0.
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(1 pont) Ebb8l AN BN C C AN B miatt az is kovetkezik, hogy
P(ANBNC)=P0) =0.

(1 pont) Behelyettesitve a szita-formulaba

g:3%-0—0—P<Am0)+0:1_P(Am0),

(1 pont) azaz P(ANC) =

Ol

_ 1

(1 pont) Mivel P(A)P(C) = =1

W
W=

(1 pont) igy tehat P(A)P(C) = P(ANC), azaz az A és C események fliggetlenek.

4. Egy varosban ugyanannyi férfi van, mint né, és ott minden 100 férfi ko6ziil 5, ill. minden 10000 nd
koziil 25 szinvak. Mennyi a valészintisége, hogy a szinvakokrél vezetett nyilvantartasbol egy taldlomra
valasztott karton egy férfi adatait tartalmazza?

Megoldas:

(0 pont) Jelolje F', N ill. S azt az eseményt, hogy egy véletlenszeriien valasztott varoslaké férfi, né ill.
szinvak.

(1 pont) A kérdéses valészintiség: P(F' | S) =7
(1 pont) A(z egyszerii) Bayes-tétel szerint
(1 pont)
P(F|S)=—F—+7~2—".

(1 pont) Mivel F' és N teljes eseményrendszert alkot,

(1 pont) igy a teljes valésziniiség tétele szerint

P(S) = P(S | F)P(F) +P(S | N)P(N).

. . o 1
(1 pont) A feladat szovege alapjan P(F) = P(N) = 3,
5 1
1 t) tovabba P F)=—=—=
(1 pont) tovabba P(S | F') 100 = 20 0,05
(1 pont) és P(S | N) = —> L _ 0025
ont) és =——=—= :
P 10000 400
(1 pont) Azaz
1 1 1 1 21
PS)=— -+— == = 0,02625
(%) 20 2 + 400 2 800 ’ ’
(1 pont) tehat
L
B(F | §) = 22 = T ~0,9524.
800

5. Egy falusi buicsiiban az egyik satorban célbalovéssel lehet pliissjatékokat nyerni. Egy 1 m atmérdji
kor alaki céltablara kell 16ni légpuskaval, nyereményt pedig akkor lehet vilasztani, ha valaki beleta-
14l a tabla kozéppontja koriili 10 cm sugard korbe. Gréta nagyon szeretne egy pliiss pingvint, ezért
elhatérozza, hogy addig préobélkozik, amig el nem taldlja a kozépsd kis kort (utébbi esetben persze
egy tetszbleges jatékot valaszthat magénak). Egy probalkozésért 200 forintot kell fizetnie (és mindig
csak a soron kovetkezé 1 db probélkozasért fizet). Viszont a légpuska nem éppen optimalis beéllitasai-
nak, valamit Gréta 16vészetben valé jaratlansaganak koszonhetéen feltehetd, hogy taldlatai egymastél
fiiggetlentil, egyenletesen véletlenszeriien oszlanak el az egész céltablan (Gréta elszantsdgabdl adéddéan
azért azt is feltehetjiik, hogy minden 16vés eltaldlja a céltdblat). Mennyi Gréta probalkozdsai szamanak
a varhato értéke? Mi a valdszintisége annak, hogy Gréta tobb mint 1000 forintot kolt el a céllévoldében?
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Megoldas:
(1 pont) Jelolje X Gréta lovéseinek a szamat, ekkor X egy val6sziniiségi valtozo.

(1 pont) Gréta egy 16vése megfelel egy pont véletlen valasztdsdnak egy 1 m atméréjii K koron, ez tehat
az eseménytér.

(1 pont) A K kér sugara 0,5 m, azaz 50 cm, igy teriilete T'(K) = 5027 ~ 7853,9816 cm?

(1 pont) Egy adott 16vésnél annak a p valdsziniisége, hogy Gréta beletaldl a k6zéps6 k 10 cm sugard

kis korbe
Tk) 107 1

T T(K)  502n 25

(1 pont) Mivel a 16vések egymastdl fiiggetlenek, és a siker bekovetkezésének esélye mindig p, igy
X ~ Geo(p).

(1 pont) A geometriai eloszlast valtozok varhaté értékének képlete szerint E(X) = % = 25, tehét
varhatéan ennyi 16vésre lesz sziiksége Grétanak.

(1 pont) Az, hogy Gréta tobb mint 1000 forintot kolt, éppen azt jelenti, hogy 5-nél tébbszor 16, vagyis
a P(X > 5) valoszintiséget keressiik.

(1 pont) A komplementer eseményre attérve

P(X>5)=1-P(X <5 =1—(B(X=1)+P(X =2)+P(X =3) + P(X = 4) + P(X = 5)),
(1 pont) behelyettesitve

1-pl+(1-p)+1-p°+1-p’+(1-ph)=1-p

24\ °
(1 pont) Tehat a keresett valésziniiség (25)) = 0,8154.

6. Az X folytonos valdsziniiségi valtozé silirliségfiiggvénye:

o
—, hate(0;1),
fx(t)=4 Vit
0, kiilonben,

ahol a € R egy paraméter. Hatarozzuk meg « értékét, valamint az X eloszlasfiiggvényét ill. varhatd
értékét.

Megoldas:

(1 pont) Mivel fx stlirliségfiiggvény, igy

/_O:Ofx(s)ds =1

kell teljestiljon.

(1 pont) Azaz a Newton—Leibniz-formula szerint
1 / 'O s —afayill =2
g —as = S = a,
0 Vs 0

: _1
(1 pont) ezért o = 5.

(1 pont) Az X eloszlasfiiggvénye (definicié szerint)
t
Fxt)= [ fx()ds.
—00

(1 pont) Ha ¢t < 0, akkor ez az integral 0,
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(1 pont) illetve ha ¢ > 1, akkor (mivel 1-nél nagyobb szdmokra fx(s) = 0)
t e8]
Pt = [ fx()ds= [~ fx(e)ds =1.

(1 pont) Ha pedig 0 < ¢ < 1, akkor

oo 0 2\/5

(0 pont) Osszefoglalva
0 ha t <0,
Fx(t)=4 vt ha0<t<1,
1 hat>1.

(1 pont) A varhaté érték definicidja alapjan
o

E(X) = / sfx(s)ds

—0o0

(1 pont)

1
:/\/gds
0o 2

(1 pont)



