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Informaciofeldolgozas zarthelyi megoldasok

1. Az 6cean vizszintjét egy uszo bdjanak a tengerfenéktdl vald tavolsagat érzékelve mérik.
A hulldmzas erés, kb. 4 = 2-3 m magassagu hullamok haladnak kb. v = 4-5 m/s
sebességgel a part felé, egymastdl kb. S = 6 m tavolsagban. A hulldmzas kozel szinuszos.
Mit tud mondani, egyenletes, szinkronizalatlan mintavétel esetén milyen gyakran kell a
boja helyzetét mintavételezni ahhoz, hogy ne kdvessen el nagy hibat az atlagos tengerszint
mérésénél? Hany mintat kell venni ahhoz, hogy a szint cm-es nagysagrendi megvaltozasat
is érzékelje? Irja le, ha plusz feltételt hasznal!

A leiras alapjan a jel szinuszos, frekvencidja legfeljebb f; = viax/S = 0,833 Hz. Erre be kell
tartani a mintavételi tételt: f,, > 2f; =1,66 Hz, kiilonben a hiba nagyon nagy és utdlag
kikdszobolhetetlen lehet 2f; = kfy, esetén (ahol k természetes szam).

A tengerszint mérése a mintakbol atlagolassal torténhet. Két lehetdség van (mindegyik jo):

e koherens mintavételezés, és atlagolas: a szinusz kiesik, marad a DC (ez elég is
megfelelo valasznak. Min. 3 minta kell)

e nem koherens mintavételezes, és annyi minta eldobasa, hogy a maradék kb. koherens
legyen.

A hiba fligg a mintavételi frekvenciatol és a koherencia hibéjatol (ennek pontos
kiszamitasat nem kivanom meg egy zarthelyiben)

Az azonban megtehetd, hogy a rekordot ugy vessziik, hogy az atlagérték kdzelében
legyen a széle: ilyenkor az 4tlag csak picit tér el az idealistol (ez is megfelelo vailasz)

e nem koherens mintavétel, ablakolas €s atlagolas: ehhez annyi minta kell, hogy a
szinusz elég messze legyen a DC-t6l: mondjuk legalabb 3-4 periddust mériink (ez is
helyes valasz)

Bonusz elemzés: a szinuszos hulldimforma durva kozelités. Jobb, ha feltételezziik, hogy

néhany felharmonikus is van, és ezekkel a hullamforma kelléen pontosan leirhat6. Ha a 10.

harmonikusig kell figyelembe venni ezeket, akkor erre kell betartani a mintavételi tételt.

fm>10-2f;=16,6 Hz. Koherens mintavétellel a hatarhelyzetben mintavételezve

minimalisan 21 minta kell. Ablakolashoz, 4 periddussal szamolva 80.

2. Egy tranziens jelet f,, = 10 kHz mintavételi frekvenciaval mintavételeziink. N = 1024
mintat vesziink, majd DFT-t hajtunk végre.
a)Milyen messze vannak egymastol az egyes kiszamolt spektrumértékek megfeleldi
Hz-ben?
b)Megfigyelhetd-e valamilyen szimmetria a DFT-ben? Hany olyan pont van, amely
biztosan valés értékii?

Af=f/N =10 Hz
Komplex konjugalt szimmetria: a £ és N-k indexi tagok kozott. A 0 indexti tag és paros
N esetén az N/2 indexii tag biztosan valos.
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3. Egy sztochasztikus folyamat autokorrelacids fiiggvénye
R(7)= 4(1 - |r|/ T )ha |Z'| <T,egyébként0. Adja meg a kovetkezdket:

a) szoras
b) autokovariancia-fiiggvény
c) varhato érték

a)?2
b) C(r)=4(1-|¢|/T)ha || < T, egyébkent 0.
c)0

4. Egy fo =5 kHz-es szinuszjelet a mintavételi tételt betartva, koherensen mintavételeziink.
A mintavételezett sorozat DFT-je N=4096 pontbol 4ll (1.,2.,...4096. pont), és a
transzformalt sorozat 11. elemében van egy nagyobb csucs.

a) Mennyi lehetett a mintavételi frekvencia? Csak egy megoldéas képzelhetd-e el?

b) Van-e a DFT eredményében még egy csucs? Ha igen, hanyadik pontban?

A 11. pont a 10-es indexnek felel meg. fm =fo/10-N =2 MHz
Ha betartottuk a mintavételi tételt, akkor csak egy.
ky = N-ki = 4086, vagyis a 4087. pontban

5. Mekkora a Hamming-ablak (a tengelyhez simuld koszinuszos ablak kissé megemelve)
oldalhullamainak csokkenési sebessége dB/dekad-ban? Miért hasznaljuk?

20 dB/dekad. Elsésorban azért, mert az els6 oldalhullam aranylag kicsi, mindenesetre
kisebb, mint a Hann-ablak esetében.

6. Miért szerepel a kalkuldtorokon altalaban a korrigalt tapasztalati szordsnégyzetet:
1 I

—>'(x,—¥) kiszamité gomb?

N _1 n=l1

Mert fliggetlen normalis eloszlasu mintdkbol ez a torzitatlan varianciabecslo.

7. Elképzelheto-e, hogy atlagolassal akarjuk a jel/zaj viszont ndvelni, és 100 minta
atlagolasa utan a jel/zaj viszony 25 dB-lel n6? Miért?

Nem: 100 minta esetén a maximalis javulas 10-log;o (V) =20 dB

8. Honnan lehet latni egy DFT eredményében, hogy az idéfiiggvény periodikus?

A DFT eredményében kiemelked6 csticsok vannak.

9. Mekkora a véletlen fazisu, 4 = 3 V csucsértékil, 5 kHz-es szinuszjel pillanatértékének
varianciaja?

Megegyezik a teljesitménnyel: 4,5 V2.
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10. Két valdszinliségi valtozo korrelalatlan. Fliggetlenek-e ennek kovetkeztében?
Egvaltalan, lehetnek-e fliggetlenek?

Csak ha egyiittesen normalis eloszlasuak (kétdimenzids normalis eloszlas). Igen, akar
lehetnek fliggetlenek.

11. Ekvivalens mintavételezéskor betartjuk-e a mintavételi tételt? Ha nem, miért latjuk
mégis a helyes jelalakot?

Nem tartjuk be. f; valamivel kisebb, mint az alapharmonikus frekvencidja.
Azért mert
e aziddétartomdnyban a mintdk egymas utani fazishelyzetben vannak a periéduson beliil
e a frekvenciatartomanyban az atlapolodas specidlis: az egyes spektrumvonalak az
eredetivel megegyezd sorrendben keriilnek egymas mellé.
(mind a két valaszt elfogadtam)
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Egybeeshet-e a legkisebb négyzetes hibaju becslé a maximum likelihood becslovel?
Milyen feltétellel?
Igen, additiv, fiiggetlen, azonos szorast Gauss-zaj esetén.

2. Mondja ki precizen a frekvenciatartomanybeli mintavételi tételt.
Ha egy jel id6korlatozott egy 7 hosszisagu iddintervallumban, akkor Fourier-
transzformaltjat Af <1/T tavolsagokban mintavételezve nem veszitiink informaciot

(vagyis az eredeti Fourier-transzformalt a mintakbol helyreallithato).

3. lrja fel a A paraméterti exponenciélis eloszlas eloszlasfiigevényét. Mekkora a véarhatd
érték?
l1-e ™, hax>0, 0 egyébként. E{x}=1/A.

4. 1rja fel a [+A] kdzott egyenletes eloszlas karakterisztikus fiiggvényét!
D) = sin( Au)

5. Melyek a Hamming-ablak (0,54-re emelt szinusz) legfontosabb jellemz4i? Mi az a
tulajdonsaga, ami miatt eldszeretettel hasznaljuk?

Egyetlen emelt szinuszbol all, ezek koziil a legkisebb a maximalis oldalhullama. Emiatt

hasznaljak.

Ugyanakkor az id6filiggvény szélein ugrasa van, ezért az oldalhullamok aszimptotikus

csokkenése csak -20 dB/dekad.

6. Hogvan lehet kiszamitani a koherensen mintavételezett szinuszjel amplitaddjat a
DFT-b61?

o 2x
A maximalis értéknél 4=——-—

7. Mi a léckerités-hatas (picket fence hatds)?
Nem koherens mintavétel esetén szinuszjelre a DFT abszolut értéke kisebb, mint az

elvileg vart AN/2. A minimalis érték: A%z
V4
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8. Egy staciondrius sztochasztikus folyamat mintafiiggvényét megmérjiik a [0,T]
intervallumban. A diszkrét mintadkbol visszaéllithato-e a [0, T]-beli folytonos
idéfiiggvény? Ha nem, miért, ha igen, akkor milyen feltétellel?

Altalaban nem, kiilondsen a széleken nem. Tobbféleképpen is lehet érvelni.

e A sztochasztikus folyamatokra vonatkoz6 mintavételi tétel nem teljesithetd, mert a
mintdk szdmaval nem tudunk egyik iranyban sem végtelenhez tartani.

e Egyetlen mintafiiggvény nem mas, mint egy tranziens. Ez stacionarius folyamat
esetében folytatodna a hatarokon tul, de azok a mintak nincsenek meg: vagyis az
interpolacids formulanak egyes tagjait el kell hagynunk. Ezért a visszaallitas hibas
lesz, kiilondsen a széleknél.

Egyetlen ilyen esett képzelhetd el: a folyamat véletlen id6ézitésti periodikus, és a

mintavétel koherens. Ilyenkor a széle folytathatd a minta masik szélérol.

9. Mi az a Sheppard-korrekci6? irja fel az elsé momentumra!
A kvantalt mintdk momentumaibol megadja a kvantalatlan mintdk momentumat.

E{x}= Elx, |

10. Hogyan definialjuk a savkorlatozott fehér zajt?
Olyan sztochasztikus folyamat, melynek [-B,B] kozott a teljesitménystriisége konstans,
mashol nulla.

11. Mi a kiilonbség az atlagos négyzetes érték és a szorasnégyzet kozott?
w2 = glit b= E{x— ER) [+ B2 )= 02 + B2 )
Barmelyik egyenldség megfelel megoldasnak.

12. Normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozo esetén mi az az egyszeru 60kolszabaly,

melynek teljesiilése esetén arra szamithatunk, hogy a Sheppard-korrekcidk pontosak?

c>q
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Egy A/D konverterrel szinuszos jel mintait gytijtjiik, majd a mintasorozatra legkisebb
négyzetes modszerrel szinuszt illesztiink. Becslék-e valamilyen értelemben a
kiszamitott szinusz-parameéterek?

Determinisztikus szinuszjel esetén a kvantalasi hiba szigortian véve nem véletlen. Ilyen

értelemben tehat ez legkisebb négyzetes jelillesztés, és nem becslés. Ilyen értelemben tehat

nem.

Ha viszont a szinuszt véletlen fazistinak tekintjiik, akkor paramétereinek a legkisebb

négyzetes becslojét hatarozzuk meg. Ilyen értelemben tehat igen.

Mindkét vélasz j6 megfeleld indoklassal.

2. Mondja ki precizen az iddtartomanybeli mintavételi tételt.
Ha egy jel savkorlatozott, azaz Fourier transzformaltjara igaz az, hogy X(f) =0 ha

| f | > B, akkor f > 2B frekvencidval mintavételezve nem veszitiink informaciot, (vagyis

az eredeti idofliggvény a mintakbol helyreallithato).

3. Rajzolja fel a [0,A] kozott egyenletes eloszlas eloszlasfiigegvényét. Mekkora a varhatd
érték? Mekkora a szorasnégyzet?

1k
08
06
o4

02

]

A2
Elxl=4/2, 0 =
{x} > O-A 12

4. Adja meg, hogy az exponencialis eloszlas alabbi karakterisztikus fliggvényében
mekkora a K konstans!

f(x)=e™, x=20_®u)=

K
1+ ju/A

Mivel ®(0)=1,K=1.

5. Melyek a Hann-ablak (0.5-re emelt szinusz) legfontosabb jellemz6i? Mi az a
tulajdonsaga, ami miatt eldszeretettel hasznaljuk?

Egyetlen megemelt szinuszbdl all, a széleken odasimul az id6tengelyhez, ezért az

oldalhullamok csokkenése 60 dB/dekad. A frekvenciatartomanyban [-0,25, 0,5, -0,25]

sulyokkal eléallithatd a DFT-bol. A két utobbi miatt kedvelik.
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6.

Hogvan lehet kiszdmitani a koherensen mintavételezett szinuszjel amplitaddjat a

diszkrét periodogrambol?

A maximumnadl A=.,4P, /N

7.

Mi a szivargas?

Nem koherens mintavétel esetén a szinusz teljesitménye megjelenik mas frekvenciakon is.

8.

Egy stacionarius sztochasztikus folyamat mintafiiggvényét megmérjik a [0.T]
intervallumban. A diszkrét mintakbol visszaallithatd-e a [0.T]-beli folytonos
id6figgvény? Ha nem, miért, ha igen, akkor milyen feltétellel?

Altalaban nem, kiilondsen a széleken nem. Tobbféleképpen is lehet érvelni.

A sztochasztikus folyamatokra vonatkoz6 mintavételi tétel nem teljesithetd, mert a
mintdk szdmaval nem tudunk egyik iranyban sem végtelenhez tartani.

Egyetlen mintafiiggvény nem mas, mint egy tranziens. Ez stacionarius folyamat
esetében folytatddna a hatarokon tul, de azok a minték nincsenek meg: vagyis az
interpoléacids formuldnak egyes tagjait el kell hagynunk. Ezért a visszaallitas hibas lesz,
kiilonosen a széleknél.

Egyetlen ilyen esett képzelhetd el: a folyamat véletlen idozitésti periodikus, és a mintavétel
koherens. Ilyenkor a széle folytathaté a minta mésik szélérdl.

9. Mi az a Sheppard-korrekcié? irja fel a masodik momentumra!
A kvantalt mintdk momentumaibdl megadja a kvantalatlan mintdk momentumat.

s} e}

10. Hogyan definialjuk a savkorlatozott fehér zajt?
Olyan sztochasztikus folyamat, melynek [-B, B] kozott a teljesitménystirtisége konstans,
mashol nulla.

11. Mi a kulonbség a korrelacid és a kovariancia kozott?

, = Euyt= El(x— By - Ely i+ EW}EL = C,, + EWxJE{y}

R)C

Barmelyik egyenloség megfelel megoldasnak.

12. A [+qg/2] kozott egyenletes eloszlasu dither esetén mely Sheppard-korrekciok

teljestiilnek (teljesiil-e barmelyik?)

Az elso teljesiil, a tobbi nem.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Egy ismeretlen konstans értéket [-A.A] kozott egvenletes eloszlasu, nem fiiggetlen
mintakbdl 4116 zaj terhel. Hasznalhato-e a legkisebb négyzetes becsld a konstans
becslésére? Lehetséges-e, hogy van ennél jobb becsld?

Igen, az LS becslo altalaban hasznalhato, de a ML becsld variancigja altalaban kisebb.
Ebben az esetben is, mert a ML becsld nem LS.

2. Mondja ki a kozelitd mintavételi tételt.

Ha egy jel egyszerre sav- és idokorlatozott, akkor N = 2BT megfelelden vett mintaval
leirhat6, vagyis ezekbdl a kdzbenso értékek kiszamithatok.

3. Rajzolja fel a [-A.A] kozotti hdromszog alakl eloszlas (-A-nal nulla, nullanal 1/A,
A-nal nulla) eloszlasfiiggvényét. Mekkora a varhatd érték? Mekkora a szorasnégyzet?

E{x}=0, var{x}=q"/6

4. ®(u) = sinc(4u)— 0,5 karakterisztikus fliggvény-e? Ha igen, mennyi a varhato érték?

Nem, mert u=0-nal nem 1 az értéke.

5. Mire hasznaljuk a lapostetejl (flat top) ablakot?

A spektrumbdl a maximalis értéket leolvasva kis hibaval meghatarozhat6 a szinusz
nagysaga (az amplitudo kozel pontos, a szivargas kicsi).

6. Haegy N=512-pontos DFT-eredményben k=8-nal és k=504-nél is az érték 5/, mit
mondhatunk az id6fiiggvényr6l?

Komplex exponencialisok dsszege — nem valos,. mert a fenti két értéknek komplex
konjugaltaknak kellene lenniiik.

7. Mi a szivargas?

A teljesitmény inkoherencs mintavételnél a DFT-ben mashol is megjelenik mint az igazi
teljesitmény helye lenne.
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8. Léckeritésen keresztil megfigyeljik egy haz tetejét. Mit lehet mondani a legmagasabb
pontrél, ha azt nem latjuk, csak a réseken at megfigyelhetd mintakat?

Az értékét csak azzal a feltételezéssel tudjuk megmondani, hogy a tetd sziluettje két
egyenes vonalbdl all. A mintavételi torvény be nem tartdsa miatt az interpolacio erre
nemigen hasznalhato.

9. Mi az a Sheppard-korrekcid? Irja fel a masodik momentumra!

A kvantalt mintdk momentumaibdl megadja a kvantalatlan mintdk momentumat.

N

10. Hogvan definidljuk a fehér zajt? Mekkora a varianciaja, és ezt a gvakorlatban hogyan
kezeljiik?

Olyan sztochasztikus folyamat, melynek spektruma minden frekvenciara konstans.
Varianciaja elvben végtelen. Modellként hasznaljuk, a valds rendszerek atvitele véges
savszélességl, és ezért az azon kiviil esd rész mindegy, hogy konstans-e vagy véges
sz€lességli: tehat szdmunkra a rendszer sdvszélességeig konstans spektrumu zaj tekinthetd
fehér zajnak is.

11. Miért korrigaljuk a tapasztalati szorasnégyzetet, és hogyan?

Mert normalis eloszlasu fliggetlen mintdkra a varhat6 értéke torzitott. N/(N-1)-gyel
szorozzuk.

12. Milven feltételekkel lehet és érdemes szinuszos dithert hasznalni?

Ha a szinusz amplituddja q-hoz képest nagy, és a szinusz teljesitményétdl utdlag valahogy
meg tudunk szabadulni.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Milven feltételek esetén azonos a nem nulla kozépértékil ismeretlen valosziniiségi
valtozd kozépértékének Bayes-becsldje a maximum likelihood becsldvel?

a) az a priori variancia nagyon nagy (—eo)
b) a koltségfiiggvény megegyezik a likelihood (vagy log-likelihood) fliggvénnyel.

2. Mondja ki precizen az idétartomanybeli mintavételi tételt.

Ha egy jel savkorlatozott, azaz Fourier transzformaltjara igaz az, hogy X(f) =0 ha
| f | > B, akkor f_=2B frekvencidaval mintavételezve nem veszitiink informaciot, (vagyis

az eredeti idofiiggvény a mintakbdl helyreallithato).

3. Ergodikus-e a véletlen idozitést szinuszjel, melynek periddusideje T, és a nulla helyen
felvett fazisanak valdsziniiség-stiriiségfiigevénye szimmetrikus haromszog-eloszlasu a
[0.47] intervallumban? Miért?

A szimmetrikus haromszog-eloszlas a [0,2x] intervallumba transzformalva egyenletes
eloszlas lesz. Ez tehat a szokasos véletlenfazisu szinuszjel.
Igen, ergodikus.

4. Egviel x(t) = 3sin (mt+@)+2 alaka, egy véletlen fazisu folyamat mintafiiggvénye.
Irjuk fel az autokovariancia-fliggvényét és teljesitmény-struségfiigevényét.

C(z)=4,5cos(m), S(f)=2,255(f-0.5)+2,255(f +0.5)+45(f)

5. Miben jobb a Hamming-ablak a Hann-ablakndl, és miben rosszabb?

Az oldalhulldmok maximuma kisebb.
Nagy f-ekre lassabban tiinik el (1/f helyett 1/f)

6. Hogyan lehet kiszamitani a koherensen mintavételezett szinuszjel amplitadojat az
1id6figgvény DFT-1éb61? (algoritmus 1épései)

Vessziik az abszolut érték csucsat, és elosztjuk N/2-vel.

7. Mi az a léckerités-hatas (picket fence)?

A DFT-bdl (illetve a periodogrambol) leolvasott csucsérték kisebb, mint A*N/2 (illetve
N*A%/2).
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8. Mit okoz a korrelacid indirekt elvii becslésében, ha nem tartjuk be mintavételezésnél a
mintavételi tételt? Ki lehet-e kiiszobolni a cirkularis korrelacids torzitast?

A cirkularis korrelacio torzitasanak kikiiszobolése (kiegészités nullakkal, osztas a Bartlett-
ablakkal) ugyantgy hasznalhat6. A korrelacio-becslok torzitatlanok lesznek, csak éppen a
korreléacids fliggvény becslo értékeibdl a folytonos korrelacids fliggvény nem allithatd
helyre.

9. Miért hasznalunk dither-t?

A kvantalasi torzitas csokkentése céljabol. Vagy: hogy a Sheppard-korrekciok teljesiilését
biztositsuk a bemeneti jeltdl fliggetlendil..

10. Milyen a DFT eredményének eloszlasa koherensen mintavételezett véletlen fazist
szinuszjel esetén a kilonboz0 frekvencidkon?

A szinusznak megfeleld frekvenciakon a komplex sikon 1évd N/2*A sugara nulla
kozépponta kor folott egyenletes eloszlast. A tobbi frekvencian azonosan nulla.

11. Mekkora két korrelalatlan valdsziniiségi valtozo korrelacidja?

R(x1,x2) = E{x, }E{x,}

12. Egy egyenletes kvantald kimenetén a kvantalt jel kétféle értéket vesz fel: az "1" és "3"
értékek kozott valtakozik. Mit mondhatunk a bemeneti jelr6l? Négyszogiel-e?

A bemeneti érték az adott kimeneti szinthez tartozo savban van. Ennél tobbet nem tudunk
réla. Lehet négyszogjel, de egyaltalan nem biztos.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Milyen informacidkat haszndl fel a Bayes-becslés a mérési eredményeken kiviil?
A csatornakarakterisztikat (a megfigyelések feltételes stirliségfiiggvényét), a kivant
mennyiség a priori stirliségfiiggvényét, és a koltségfiiggvényt.

2. Mondja ki precizen a frekvenciatartomanybeli mintavételi tételt.
Ha egy jel idékorlatozott egy T hosszusagu iddintervallumban, akkor Fourier-
transzformaltjat Af <1/T tavolsagokban mintavételezve nem veszitiink informaciot

(vagyis az eredeti Fourier-transzformalt a mintakbol helyreallithato).

3. Ergodikus-¢ a véletlen id6zitésii haromszdgjel, melynek periddusideje 7, és az egyik
nullatmenete a [T/4,T/2] intervallumban van? Miért?

Nem, mert nem staciondrius (az egyik nulldtmenet helye a periddusid6 Ya-ébe van

rogzitve).

4. Egyiel x(1) = -2cos(5t+¢) alaki, egy véletlen fazisi folyamat mintafiigevénye. Irjuk
fel a teljesitmény-suriséefiiggvényét.

S(f)=0(f-5/2n)+o(f +5/2n))

5. Egy olyan periddikus jelet definialunk, melynek darabjai egymashoz siman illeszkedd
masodfoku paraboladarabokbdl allnak. Milyen gyorsan csokkennek a felharmonikusai
a rendszam fiiggvényében?

A sima illeszkedés miatt az elsd derivalt folytonos. A méasodfok miatt a masodik

derivaltban ugras van. Ezen szerint a csdkkenés //n°-nal aranyos.

6. Hogyan lehet kiszamitani a koherensen mintavételezett szinuszjel amplitadojat
periodogramjanak maximalis értékébdl?

4o [4S,
N

7. Mi az a spektrum-szivargas?

Nem koherens mintavétel esetén a DFT-ben (és a periodogramban is) nemcsak a szinusz

frekvenciajahoz legkdzelebb esd bin-ben, hanem a tobbiben is megjelenik nullatol
kiilonbozo érték.

8. Irja fel a kovetkezd két sorozat cirkuléris korrelacidjat: [-1,0.1], [5.6,-7].

[-4 -0.33 4,33]

(Matlab:

x1=[-1,0,1]; x2=[5,6,-7]; Rcirc=1/3*ifft (conj (fft(x1l)).*fft(x2))

)

9. Miért hasznalunk dither-t?
A kvantalasi torzitas csokkentése céljabol.
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10. Milyen a DFT eredményének eloszldsa véletlen fazisu szinuszjel esetén?
Az atlapolodast elhanyagolva nulla kdzépértékii korszimmetrikus egyenletes eloszlas a
komplex sikon.

2 pont

11. Két valosziniiségi valtozé korrelalatlan. Filiggetlenek-e ennek kdvetkeztében?
2 pont Egyéltalan, lehetnek-e fliggetlenek?
Nem feltétleniil (csak normadlis eloszlas esetén kovetkezik beldle). Igen, lehetnek.

12. Egy egyenletes kvantalo kimenetén a kvantalt jel azonosan nulla. Mit mondhatunk a
2 pont bemeneti jelrdél, ha g =0.1?
A [-q/2,q/2] intervallumban van.

2 24 pont

Megfelelt:
13 ponttol

Elovizsga:
20 ponttol
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Kell-e ismerni a csatornakarakterisztikat a maximum likelihood becsléshez? Es a
becslendd paraméter a piori eloszldsat?

Igen, a becslot a csatornakarakterisztikabol hatarozzuk meg. Az a priori eloszlast nem

hasznaljuk, akkor sem, ha megvan.

2. Saztochasztikus folyamatokra hogyan sz6l a mintavételi tétel?
Ha egy sztochasztikus folyamat savkorlatozott, azaz teljesitmény-stiriségfiiggvényére igaz

az, hogy S(f)=0 ha | f | > B, akkor f_>2B frekvencidval mintavételezve nem veszitiink

informéciot, (vagyis az idéfliggvény a mintakbdl helyreallithato:

(t—i ’
N/2 sm( T ﬂ'j
imE| | x(t)— Y, x,——=—2| |=0).
N =N /2 t_lTﬂ-
T

3. Ergodikus-e egy olyan négyszdgjel, melynek értékei £1, a = 0 idépontban értéke 1, és
allapotvaltozasai ettdl kezdve egymastdl exponencialis eloszlasu idépontokban
vannak?

Nem, mert nem stacionarius (a 0 kornyékén nagy valosziniiséggel 1 az értéke).

4. Eegyiel x(1) = -2cos(5¢) alaki, egy véletlen fizisu folyamat mintafiiggvénye. Irjuk fel
az autokovariancia-figevényét.
C(7) =2cos(57)

5. A szimmetrikus négyszogielnek milyen gyorsan csokkennek a felharmonikusai a
rendszam fiiggvényében?
Ugrasokat tartalmaz, ezért 1/n-nel aranyosan.

6. Hogyan lehet kiszamitani a koherensen mintavételezett szinuszjel amplitudéjat a DFT
eredményének maximalis abszolut értékii pontjabol? Es a kezd6fazist?
A= 2|Xk |
N
A sz0g a szinusz definiciojatol fiigg:
Ha x(t) = Acos(2nfit+o), ¢ = arg(X).
Ha x(t) = Asin(2nfit+9), ¢ = arg(Xi/j).

7. Mi az a picket fence (1éckerités)-hatas?
A DFT csak mintadkat mutat. A maximalis abszolat érték(i minta abszolut értéke nem
koherens mintavétel esetén kisebb, mint az elvi NA/2 érték.

8. Irja fel a kovetkezd két sorozat cirkularis konvoltcioiat: [-1,0,1], [5.6.-7].
[1,-13,12]

(Matlab:

x1=[-1,0,1]; x2=[5,6,-7]; Cconv=ifft (fft(x1l).*fft(x2))

)
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2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 24 pont

Megfelelt:
13 ponttol

Eldvizsga:

20 ponttol

9. Csokkenti-e a kvantalasi torzitdst, ha a bemeneti jelhez kvantélés eldtt négyszogjelet
adunk? Ha nem, miért, ha igen, mennyivel?

Legfeljebb kismértékben. A kvantalasi tételeket nem teljesiti.

Ha csucstol-csticsig amplitadoja ¢g/2, akkor a varhato érték maximalis torzitasat g/2-rol g/4-

re csokkenti. Ha a cstcstol-csucsig amplitido ¢, akkor nem csokkenti.

10. Miért folytonosnak 1atszo (és nem szakadasos vagy fehér zajjal terhelt) fligevény a
korrelécios fuiggvény becsldie?
Mert a szomszédos becsld pontok erdsen korrelaltak.

11. Két valdszintiségi valtozo fiiggetlen. Korrelalatlanok-e ennek kovetkeztében? Milyen
mennyiségek egyenldk ilyenkor nullaval?
Igen. A kovariancia és a korrelaciés egytitthatd nulla.

12. A £1 V kozotti tartomanyt 10-bites A/D konverterrel kvantaljuk. Mekkora a kvantalasi
zaj teljesitménye?
q=210". P=q’/12.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Milyen eloszlast megfigyelések esetén biztos, hogy a kozépérték becslésére legjobb a
megfigyelések szadmtani kdozepét hasznalni?

Fiiggetlen, azonos normalis eloszlast megfigyelések esetén.

2. Milyen értelemben reprezentaljak a mintak a sztochasztikus folyamat regisztratumat,
ha a mintavételi tétel feltételét betartjuk?

. (t—iT j ’
N/2 Sin T T
fim B x(0= 2, x| =0

i=—N/2 T

T

3. Egv sztochasztikus folyamat minden mintafliggvénye konstans. Stacionarius-e? Milyen
feltétel(ek) mellett ergodikus?

Stacionarius, hiszen tulajdonsagai idéfiiggetlenek.
Nem ergodikus, hiszen kiilonb6z6 idéfiiggvényeinek atlaga eltér. Kivétel: ha minden
1d6fliggvény azonos (nagyon precizen: 1 valosziniiséggel azonos).

4. Egy [0 s,12 s] kozott konstans, egyébként 0 értékil tranziens jelet 0.2 Hz frekvencidval
mintavételeziink. Helyreallithato-e a mintakbol hibatlanul a jel az interpolacids
formulaval?

Nem, hiszen az id6fiiggvény Fourier-transzformaltja (sinc) nem savkorlatozott.

5. A firészjelnek (haromszodg, melyen minden masodik éle fliigebleges) milyen gyorsan
csokkennek a felharmonikusai a rendszam fiigevényében?

A jelben ugrasok vannak, ezért a harmonikusok 20 dB / dekaddal (1/n-nel ardnyosan)
csokkennek.

6. Egv szinuszos jelbdl 5 kHz-es mintavételezési frekvenciaval 1000 mintat veszink. Az
FFT utan a /=110 index{i pontban van egy csucsérték. Melyek a szinusz
frekvenciajanak lehetséges értékei?

A szinusz vonala a kfy/N frekvencianal jelenik meg. Eredeti helye kf,/N+nfy, ahol n egész
szam. A szinusz eredeti frekvencidja tehat |kf,/N-+nfn| lehet.

7. Mi az a spektrum-szivargas?

Egy jel véges regisztratumanak diszkrét Fourier-transzformaltjaban nemcsak a spektrum
tényleges helyén, hanem a tobbi helyen is megjelenik nullatél kiilonbozo érték.
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Megfelelt:
13 ponttol

El6vizsga:

20 ponttol
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8. Az alabbi, £1 kHz kozott fél-ellipszis alaku teljesitmény-siiriségfiigegvénynek mekkora

az ekvivalens savszélessége?
1 ‘

0.5+

0 L L L
-1 -0.5 0 0.5 1

A gorbe alatti terlilet /2 (félkorlap...), vagyis az ekvivalens savszélesség
B.=mn/4 kHz= 0,79 kHz.

9. Az el6z06 kérdésben lathatd spektrumu jelbdl 3 kHz mintavételi frekvenciaval 100
mintat veszink, és atlagoljuk 6ket. Hanvadrészére csokken a variancia?

2 2
O

2BT 53

A mintavételi tételt talteljesitjiik, vagyis az atlag varianciaja

10. A periodogram varianciaja 100%-0s. Mi minek a 100%-a?

A variancia a varhat6 érték négyzetének 100%-a (vagyis egyenld vele).

11. Két valoszinuségi valtozo korrelalatlan. Fiiggetlenek-e ennek kovetkeztében?
Egvaltalan, lehetnek-e figgetlenek?

Nem feltétleniil. De lehet, hogy azok. (Egylittes normalis eloszlas esetén a
korrelalatlansagbol kovetkezik a fliggetlenség).

12. Milyen a véletlen zaj FFT-je abszolit érték-négyzetének eloszldsa azokon a
frekvenciakon, ahol a teljesitmény-sturuségfiigevény értéke nem nulla?

Exponencialis eloszlast (vagy masképp: kétszabadsagfoku y*-eloszlast). A varhaté értéke

% ~TS(f) (ezt nem voltkotelezé megadni)
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Mikor esik egybe a legkisebb négyzetes (LS) becslés és a maximum likelihood (ML)
becslés?

Normalis, fliggetlen, azonos eloszlast mintak kozépértékének mérésekor.

2. Sztochasztikus folyamatokra hogyan szol a mintavételi tétel?

Ha egy sztochasztikus folyamat sdvkorlatozott, azaz teljesitmény-siiriiségfiiggvényére igaz
az, hogy S(f)=0 ha | f | > B, akkor f_ > 2B frekvenciaval mintavételezve nem veszitiink

informaciot, (vagyis az idéfliggvény a mintakbol helyreallithato:

(=T )Y
N/2 s1n( T 7[)
lim P, x(z)—§ x,————=| |=0).
N=e i=—N/2 t_lTﬂ.

T

3. Staciondarius-e egy véletlen 1d6zitésii négyszogijel, melynek felfutdsi idépontja
egyenletes eloszlasu [-0.4T.1.6T] kozott, ahol T a periddusidé? Ergodikus-e a jel?

Stacionarius ¢€s ergodikus. Az 1d6zités a periddusido kétszeresét kitevd intervallumban
egyenletes.

4. Egvy 5 kHz-es koszinuszjel Fourier-transzformaltjat szeretnénk hibatlanul
mintavételezni. Mekkora stiriséggel kell mintakat venniink?

Az id6fliggvény végteleniil széles (mas érv: a Fourier-transzformalt Dirac-deltat
tartalmaz). Nem lehet hibatlanul mintavételezni.

5. A szimmetrikus haromszogjelnek milyen gyorsan csokkennek a felharmonikusai a
rendszam fiiggvényében?

A jelben nincs ugras, de toréspontok vannak. Ezért a harmonikusok 40 dB / dekaddal
(1/n’-tel ardnyosan) csokkennek.

6. Koherens mintavételezés esetén mekkora az X amplitidoju szinuszjel (Xsin(27nfit))
DFT-jének maximalis amplitudoji komponense abszolut értékben? Mekkora a fazis?

X-N/2. A fazis a pozitiv frekvencidkra -90°, negativakra +90°.

7. Mi az a picket fence (léckerités)-hatas?

Ha nem koherens a mintavételezés, akkor a szinuszjel diszkrét Fourier-transzformaltjanak
maximalis abszolut értéke kisebb, mint 4-N/2.
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Megfelelt:
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20 ponttol

8. Az alabbi, £1 kHz kozott hdromszog alak( spektrumnak mekkora az ekvivalens

sévszélessége?
1 ‘

0.5}

0 L L L
-1 -0.5 0 0.5 1

0,5 kHz

9. Az el6z06 kérdésben lathatd spektrumu jelbdl 4 kHz mintavételi frekvenciaval 100
mintat veszink, és atlagoljuk 6ket. Hanvadrészére csdkken a variancia?

Tul van mintavételezve, 25-6d részére.

10. Nagy 7 értékekre altalaban mekkora az autokovariancia fliggvény relativ varianciaja?

Az autokovariancia értéke nulla, varianciaja véges, tehat a relativ variancia végtelen.

11. Két valoszintiségi valtozd fuggetlen. Korreldlatlanok-e ennek kovetkeztében? Milyen
mennyiségek egyenldk ilyenkor nullaval?

Igen. Nulla a kovariancia, €s a korrelacios egyiitthato. A korrelacié maga csak akkor nulla,
ha a varhat6 értékek egyike nulla.

12. Milyen a véletlen zaj FFT-iének eloszlasa azokon a frekvenciakon,. ahol a
teljesitmény-siiriiségfiiggvény értéke nem nulla?

Korszimmetrikus, nulla varhato értékii kétdimenzids normalis eloszlas a komplex sik
folott.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Hasznalhato-e a legkisebb négyzetes (LS) becsld korrelalt egyenletes eloszlast
megfioyelések esetén a kozépérték becslésére? Ilyen megfigyelésekre jobb-e a Gauss-
Markov becsld, mint az LS becsld, ha igen, miért?

Természetesen hasznalhatd, csak nem maximum likelihood, tehat nem optimalis. Korrelalt
megtigyelésekre jobb a G_M becslo, hiszen figyelembe veszi a korrelaltsagot, az LS
becslo viszont nem.

2. Mondja ki precizen a II. (frekvenciatartomanybeli) mintavételi tételt.

Ha egy jel id6korlatozott egy 7 hosszusagu iddintervallumban, akkor Fourier-
transzformaltjat Af <1/T tavolsagokban mintavételezve nem veszitiink informaciot

(vagyis az eredeti Fourier-transzformalt a mintdkbol helyreallithato).

3. Hogyan definidljuk a majdnem periodikus jeleket? Igaz-e ezek Fourier-
transzformaltjara, hogy pozitiv frekvencianal az értékik a megfeleld negativ
frekvenciandl vett értékiik komplex konjugéltja?

Szinuszos Osszetevokbol allo, de nem periodikus jel. Igen, hiszen a jel valds, és a komplex
konjugaltsag ebbdl kovetkezik.

4. Milyen siirtin kell mintavételezni egy sinc”(27Bt) alaku jelet a mintavételi tétel

értelmében?

A Fourier-transzformalt +£2 B kozott kiilonbozik nullatol, tehat legfeljebb 1/4B
tavolsagokban.

5. Miben jobb a Hamming-ablak a Hann-ablaknal? Miben rosszabb?

A maximalis oldalhullam kisebb. Az oldalhullamok cso6kkenési sebessége a Hann-nél
nagyobb (60 dB/dekad), a Hamming-nal kisebb (20 dB/dekad).

6. Egy szinuszos jelbdl f;,, mintavételi frekvencidval N mintat vesziink, és DFT-nek vetjiik
ala. Milyen szinuszfrekvencidkra tartalmaz a DFT eredménye minddssze kettd nullatol
kiilonbo6z0 értéket?

k&, k # nﬁ, k,n egész
N 2

7. Mi az a léckerités-hatds, és hogyan csokkentjik (legalabb 2 eljaras)?

A DFT-bdl leolvasott maximalis szinusz-csucs kisebb, mint koherens mintavételnél.
Csokkentés: Ablakfiiggvény (flat top), interpolalt FFT, szinuszillesztés.
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2 24 pont

Megfelelt:
13 ponttol

Eldvizsga:

20 ponttol

8. Elképzelheto-e, hogy az autokorrelacids fligevény 7 — o esetén az R(0) értéknél
nagvobb értékhez tart? Tarthat-e negativ értékhez?

Nem, mert az R(0) az R maximalis értéke.
Nem, mert a hatarérték a ,uz, ami nem lehet negativ.

9. A mintavételi tételt B, ekvivalens sdvszélességii jelnél 6tszordsen tulteljesitjiik, és 1000

mintat veszink. Hanvadrészére csokken a variancia, ha minden masodik mintat
atlagolunk?

2,5-szorosen teljesitjiik tal, vagyis 500/2,5=200-adrészére.

10. Mekkora a koherensen mintavételezett véletlen fazist szinuszjel periodogramjanak
variancidja?

A periodogrambol a szinusz fazisa kiesik, tehat 0 a variancia.

11. Mi a pontos feltétele annak, hogy harom valdsziniiségi valtozo fliggetlen legyen?
Biztos-e ilyenkor, hogy paronkénti korrelacidjuk nulla?

fxl,xz,x3 (21,25,23) = [u(2)) [12(2,) f15(25)

A kovarianciak és a korrelacios egyiitthatok nullak. A korrelaciok csak akkor nulldk, ha a
varhato értékek koziil legalabb 2 nulla.

12. Milyen a periodogram eloszlasa véletlen zaj esetén? Mekkora a varhatd értéke?

Exponencidlis eloszlasa. Varhato értéke kozelitéleg megegyezik a teljesitmény-
strliségfiiggvény értékével.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Mondja ki a kozelité mintavételi tételt.
Ha egy jel savkorlatozott B savkorlattal (X(f) = 0 ha |f|> B), és idékorlatozott T

idokorlattal (egy T hosszusagu szakaszon kiviil 0 az idéfiiggvény), akkor N = 2BT
mintaval egyértelmiien jellemezhetd (ezekbdl a folytonos idéfliggvény helyreallithatd).

2. Egy tranziens jelet f;,, =5 kHz mintavételi frekvenciaval mintavételeziink. N =512

mintat vesziink, majd DFT-t hajtunk végre.
a)Milyen messze vannak egymastol az egyes kiszdmolt spektrumértékek megfeleldi

Hz-ben?
b)Megfigyelhetd-e valamilyen szimmetria a DFT-ben? Hany olyan pont van, amely
biztosan valds értékii?

a) A frekvenciatartoményban a felbontas f,/N ~ 10 Hz.

b) Igen, a negativ frekvencidkhoz tartoz6 pontok a pozitiv frekvencidkhoz tartozé pontok
komplex konjugaltjai. Vagy masképp: a pontokat k = 0,1,...,511-tel indexelve, a k-hoz
tartozd pont az N-k-hoz tartozé pont komplex konjugaltja.

Igen, a k=0-hoz tartozé pont, és paros N esetén a k = N/2-hoz tartozé pont.

3. Egy sztochasztikus folyamat autokorrelacios fiiggvénye R(7)= oV2e M L4y, Adja

meg a kovetkezdket:
a) szoras
b) autokovariancia-fliggvény
c) varhato érték

a) =3V
b) C(r)=9VZe
c) u=2V

4. Egy fo =2 kHz-es szinuszjelet a mintavételi tételt betartva, koherensen mintavételeziink.
A mintavételezett sorozat DFT-je N= 1024 pontbol 4ll (1.2....1024. pont), és a
transzformalt sorozat 6. elemében van egy nagyobb csucs.
a) Mennyi lehetett a mintavételi frekvencia?
b) Van-e a DFT eredményében még egy csucs? Hanyadik pontban?
a) A 6. elem azt jelenti, hogy az ennek megfeleld frekvencia fy = 5-/,/N, vagyis a
mintavételi frekvencia fyN/5 =400 kHz.
b) Igen, az N-k+1 = 1020. pontban.

5. Mekkora a Hann-ablak (a tengelyhez simul6 koszinuszos ablak) oldalhullamainak
csokkenési sebessége dB/dekad-ban? Miért?

60 dB/dekad, mivel az ablakfiiggvény masodik derivaltjaban van ugras, az
ablakfliggvényben vagy derivaltjaban nincs.
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Megfelelt:
12 ponttol

Eldvizsga:

19 ponttol
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6. Miért szokdas az atlapolasgatld sziird ateresztd tartomanyanak sz¢élét inkabb a mintavételi
frekvencia negyedére, és nem a felére valasztani?

Azért, mert idedlisan meredek alulatereszto szlir6t nem lehet késziteni, tehat helyet kell
hagyni az atmeneti tartomanynak, kiilonben az ateresztd tartoméanyban atlapolodas
kovetkezik be.

7. ElképzelhetO-e, hogy inditott atlagolassal akarjuk a jel/zaj viszont novelni, és 100 minta
atlagolasa utan a jel/zaj viszony 25 dB-lel n4?
Nem, mert a maximalis javulas 100 minta esetén 20 dB.

8. Hasznalhato-e exponencialis eloszlasu dither a kvantalasi torzitas csokkentésére?
Hogyan?

Igen, ha az amplitidoja eléggé nagy ahhoz, hogy a kvantalasi tétel feltételét kozelitdleg
teljesitse.

9. Vezesse le a masodrendt Sheppard-korrekcio kifejezését a zajmodell alapjan!
2

X, =x+n, E{x;}:E{(x+n)2}=E{x2 +2xn+n2}:E{x2}+O+?—2

sl)= 5} L

10. Két valoszinuségi valtozd korrelalatlan. Fligeetlenek-e ennek kovetkeztében?
Egyaltalan, lehetnek-e fiiggetlenek?

Nem feltétleniil. Biztosan azok, ha az eloszlas normalis. Igen, lehetnek fiiggetlenek.

11. Miért hivjak cirkularisnak a cirkuléris korrelacioét illetve konvoltaciot?

Azért, mert a kiszamitott érték gy is értelmezhetd, mintha az egyik sorozatot kdrben
tolnank a masik sorozat elott.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Mondja ki precizen az 1. mintavételi tételt.

Ha egy jel savkorlatozott, azaz Fourier transzformaltjara igaz az, hogy X(f) =0 ha
| f | > B, akkor f_ > 2B frekvencidval mintavételezve nem veszitiink informaciot, (vagyis

az eredeti idofliggvény a mintakbol helyreallithato).

2. Egy tranziens jelenség jele 7. = 3 ms hosszusagu. A jelenség 4 ms-onként
megismétlédik. /i, = 50 kHz frekvenciaval N = 600 mintat vesziink, majd DFT-t hajtunk
végre. Hogyan lathaté a spektrum (a tranziens valasz Fourier-transzformaltja) a kapott
eredményben? Lehet-¢ a frekvenciatartomanyban interpolalni a spektrumot?

Az N =600 minta 50 kHz frekvenciaval véve 12 ms hosszusagl regisztratumot jelent.
Ebben pontosan 3 ismétlés van, tehat a DFT eredménye 3-pontonként mintavételezve
mutatja a spektrumot. Ezekbdl a pontokbol elvben mindig lehet interpolalni, de csak akkor
kapjuk meg az eredeti idéfiiggvény transzformaltjat, ha betartjuk a mintavételi tételt,
vagyis az ismételt idofiiggvény nem lapolodik at.

, sin(zz5kHz ) V2

3. Egy sztochasztikus folyamat autokorrelacids fliggvénye R(7) =4V .
ntSkHz

Adja meg a kdvetkezdket:
a) szoras
b) autokovariancia-fiiggvény
¢) varhato érték

a) 0=2V

b) C(r)=4V’ sin(7z5kHz )
nrSkHz

c) u=141V

4. Az X, sorozat N =4096 pontbol all (p = 1.2....,4096). Ennek a sorozatnak a Matlab
ifft parancsaval kiszamitjuk az inverz DFT-jét. Tudjuk, hogy a sorozatban a p = 33
helyen van egy 2!2 nagysagii impulzus, a_p = 4065 helyen pedig ugyancsak egy 212
nagysagu impulzus, a tobbi elem nulla. Szamitsuk ki az inverz DFT eredményét.

Az inverz DFT-hez k= 0,1,...,4095 indexpontokban kell venni a sorozatot, vagyis at kell
indexelniink: &k = p-1. llyenkor a k=32 és k=4064 pontok egymasnak tiikorképei az
N = 4096 6ssz-mintaszdmot nézve, vagyis az inverz DFT eredménye egy mintavételezett
koszinuszfiiggvény:

X, =2cos2m 32 i, 1=0,1,...4095.
96
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2. 22 pont

Megfelelt:
12 ponttol

Eldvizsga:

5. Mekkora a Hamming-ablak (a 0.54-gyel megemelt koszinusszal leirhatd ablak)
oldalhullamainak csokkenési sebessége dB/dekad-ban? Miért?

-20 dB/dekad, mert a széleken ugras van az ablakfiiggvényben.

6. Megvalésithatd-e elvileg az idealis aluldtereszto sztrd? Ha igen, hogyan, ha nem, miért?

Az idedlis alulateresztd szlird nem kauzalis, ezért elvileg nem lehet megvaldsitani.
Kozelithetd megfeleld késleltetés megengedésével.

7. Ha inditott atlagolast végziink, és tudjuk, hogy a zaj B =6 kHz ekvivalens
savszélességll, akkor 48 kHz mintavételi frekvenciaval N = 80 mintat atlagolva,
mennyivel javul a jel/zaj viszony?

A mintavételi tételt négyszeresen teljesitjiik tul, tehat a variancia 20-ad részére csokken. Ez
13 dB-nek felel meg.

8. Mire j6 a dither?

Kvantalas eldtt hasznalva csokkenti a momentumok mérési hibajat (biztositja a zajmodell
hasznalhatosagat, vagy a Sheppard-korrekciok teljesiilését).

9. Vezesse le a harmadrendti Sheppard-korrekcio kifejezését a zajmodell alapjan!

X, =x+n, E{x3}=E{(x+n)3}=E{x3 +3x°n+3xn’ +n3}:E{x3}+O+3E{x}%+O

q

2

B} £} 5b,

10. Két valdszintiségi valtozo fiiggetlen. Korrelalatlanok-e ennek kovetkeztében? Milyen
mennyiségek egyenlok ilyenkor nullaval?

Igen, biztosan azok. Nulla a kovariancia €s a korrelacios egyiitthato.

11. Mi a teendd a cirkularis korrelacid becsl6ijével, ha nullak megfeleld hozzdadasaval
megszuntettik a cirkularitast? Minden kapott pontra meg lehet tenni a korrekciot?

A Bartlett-ablakkal osztani kell, de csak ott, ahol az ablak nem tul kicsi.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Mondja ki precizen a II. mintavételi tételt.
Ha egy jel idOkorlatozott egy 7 hosszusagt iddintervallumban, akkor Fourier-
transzformaltjat Af <1/T tavolsdgokban mintavételezve nem veszitiink informaciot,

(vagyis az eredeti Fourier-transzformalt a mintdkbdl helyreéllithato).

2. Milyen szimmetria-tulajdonsdgai vannak egy mért jel Fourier-transzformaltjanak? A jel
maga nem mas, mint a Fourier-transzformalt inverz Fourier-transzformaltja. Ennek miért
nincs meg ugyanez a tulajdonsaga?

A negativ és pozitiv frekvencidkon egymas komplex konjugaltja.

Azért, mert a spektrum nem valds (a fenti szimmetria a valos iddtartomany-beli jelbdl
kovetkezik).

3. Elképzelhetd-e, hogy egy sztochasztikus folyamat autokorreldcios fiiggvénye idealis
négyszogimpulzus-alaki? Miért? Es haromszog-impulzus-alak?

Nem, mert a Fourier-transzfromalt (a teljesitmény-siirliségfiiggvény) helyenként negativ
lenne.

Igen, mert annak Fourier-transzformaltja nemnegativ valos.

4. Egy fo =250 kHz-es szinuszjelet a mintavételi tételt betartva, koherensen
mintavételezlink. A mintavételezett sorozat DFT-je N =4096 pontbol all (1,2....4096.
pont), és a transzformalt sorozat 11. elemében van egy nagyobb csucs.
a) Mennyi lehetett a mintavételi frekvencia?
b) Van-e a DFT eredményében még egy csucs? Hanyadik pontban?
a) A 11. elem azt jelenti, hogy az ennek megfeleld frekvencia fy = 10-f,/N, vagyis a
mintavételi frekvencia foN/10=102,4 MHz.
b) Igen, az N-k+1 =4087. pontban.

5. A Hamming-ablak oldalhulldmainak csdkkenési sebessége dB/dekad-ban sokkal kisebb,
mint a Hann-ablaké. Miért? Ha igy van, miért hasznaljuk?

Mert a két szélen ugrast tartalmaz (20 dB/dekad), a Hann-ablak nem (60 dB/dekad).

Mert ez az a harmonikus ablak, mely egyetlen koszinuszos 0sszetevot tartalmaz, €s a
legnagyobb oldalhulldma ezen ablakok kozott a legkisebb (optimalizalt ablak).

6. Meg lehet-¢ valdsitani kozelitdleg az idealis alulateresztd sziirdt digitalisan, ha igen
hogyan, ha nem, miért?

Igen, de csak kozelitéleg: az idedlis ablak nonkauzalitdsa miatt megfeleléen nagy
késleltetéssel.

7. A mozgo atlagolas altalaban noveli a jel/zaj viszonyt. Mekkora a novekedés maximalis
értéke paraméteresen kifejezve, dB-ben? Mi korlatozza az ablak célszeru szélességét?

1 1
A maximalis novekedés 1lgl —— |, vagy fliggetlen mintak esetén lg| — |.
g(zBTJ gy tugg g(Nj
Az ablakfliggvény féhulldma majdnem konstans részének legalabbis kozelitéleg
tartalmaznia kell a hasznos jel spektrumat.
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12 ponttol
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19 ponttol
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8. Mire val¢ a dither hozzdkeverése a kvantélés eldtt? Van-e hatranya, vagy csak eldnye
van?

Megfeleld dither biztositja a Sheppard-korrekciok teljestilését.

Hatranya a megndvekedd variancia.

9. Vezesse le a masodrendi Sheppard-korrekcio kifejezését a zajmodell alapjan!
2

x,=x+n, E{xz}:E{(x+n)2}:E{x2 +2xn+n2}:E{x2}+O+(I]—2

q

S

10. Két valoszintiségi valtozé kiilon-kiilon normalis eloszlast. Kovetkezik-e ebbdl, hogy
egyiittes eloszlasuk is normalis?
Nem. A peremeloszlasok altalaban nem hatarozzak meg az egyiittes eloszlast, itt sem.

11. Hogyan lehet a cirkularis korrelacid illetve cirkularis konvolucid kiszamitasi
algoritmusat ugy modositani, hogy a cirkularitas megsztinjék?

A cirkularitas gy is felfoghato, hogy az egyik sorozat ,,korbefordul” a masik elétt. Ha
mindkét sorozatot kiegészitjiik a mintaszdmmal egyenlé szamu nullaval, akkor a
korbeforduld sorozat nem nulla része csak akkor éri el a masik sorozat nem nulla részét,
amikor a ,.kimend rész” mar elhagyta azt.
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Mondja ki a kozelitd mintavételi tételt.
Ha egy jel savkorlatozott B savkorlattal (X(f) = 0 ha | f | > B), ¢és id6korlatozott T’

idoékorlattal (egy T hosszusagu szakaszon kiviil 0 az id6fiiggvény), akkor N = 2BT
mintaval egyértelmiien jellemezhetd (ezekbdl a folytonos 1dofiiggvény helyreallithato).

2. Egy sztochasztikus jelet f, =5 kHz mintavételi frekvencidval mintavételeziink.

N = 2048 mintat vesziink, majd DFT-t hajtunk végre.
a)Milyen messze vannak egymastol az egyes kiszamolt spektrumértékek megfeleldi

Hz-ben?
b)Megfigyelhetd-e valamilyen szimmetria a sztochasztikus folyamat regisztratumanak
DFT-jében? Hany olyan pont van, amely biztosan valés értékii?

a) A frekvenciatartoméanyban a felbontas f/N = 2,5 Hz.

b) Igen, a negativ frekvencidkhoz tartozé pontok a pozitiv frekvencidkhoz tartozd pontok
komplex konjugaltjai. Vagy masképp: a pontokat k = 0,1,...,2047-tel indexelve, a
k-hoz tartoz6 pont az N-k-hoz tartoz6 pont komplex konjugaltja.

Igen, a k=0-hoz tartoz6 pont, és paros N esetén a k = N/2-hoz tartozd pont.

3. Eov sztochasztikus folyamat egy els6foku alulatereszto sztrd kimenetén, 0.5 V
kozépértéki fehér zajbdl keletkezik. A szurd idéallandéja K =1 ms. Az atlagos négyzetes
érték 0.75 V2, Irja fel az autokorrelacios fiiggvényt és a teljesitmény-suriségfiigevényt.
) , ) 0,5V?-2K
R(r)=025V?>+0,5V?e £ S(f)=025V*5(0)+————=
1+ (27K )

4. Egy fo=15 MHz-es szinuszjelet a mintavételi tételt betartva, koherensen
mintavételezlink. A mintavételezett sorozat DFT-je N = 1024 pontbdl 4ll, és a
transzformalt sorozat 5. elemében van egy nagyobb csucs.
a) Mennyi lehetett a mintavételi frekvencia?
b) Van-e a DFT eredményében még egy nagyobb csucs? Hanyadik pontban
a) AzS5. elem azt jelenti, hogy az ennek megfeleld frekvencia fy = 4-f,/N, vagyis a
mintavételi frekvencia fy,N/4 = 1,28 GHz.
b) Igen, az N-k+1 = 1021. pontban.

5. Mekkora a Bartlett-ablak (haromszog alaku ablak) oldalhulldmainak csokkenési
sebessége dB/dekad-ban? Miért?
40 dB/dekéd, mivel az ablakfiiggvény derivaltjdban van ugras, az ablakfiiggvényben nincs.

6. Miért szokds az atlapolasgatld sziird ateresztd tartomanydnak sz¢€lét inkabb a mintavételi
frekvencia negyedére, és nem a felére valasztani?

Azért, mert idedlisan meredek alulateresztd sziirdt nem lehet késziteni, tehat helyet kell
hagyni az atmeneti tartomanynak, kiilonben az ateresztd tartomanyban atlapolodas
kovetkezik be.
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7. Elképzelhetd-e, hogy inditott dtlagoldssal akarjuk a jel/zaj viszont ndvelni, és 100 minta
atlagoldsa utan a jel/zaj viszony mindossze 9 dB-lel n6? Milyen feltétellel?
Igen, akkor, ha a zaj variancidja csak kicsit csokken. A 9 dB egy 8-as faktornak felel meg.
Ilyenkor a zaj savszélessége kicsi, 2B.7= 8, vagyis = B. =4/T = 1/(25T,).

8. Hasznalhat6-e szinuszos dither a kvantalasi torzitas csokkentésére? Hogyan?

Igen, ha az amplitidoja eléggé nagy ahhoz, hogy a kvantalasi tétel feltételét kozelitdleg
teljesitse.

9. Vezesse le a masodrendii Sheppard-korrekcio kifejezését a zajmodell alapjan!
2

, E{xj}:E{(ern)z}: Efe® + 2xn+n2}:E{x2}+0+61[—2

b)) £

10. Adott az x(n) = (y(n-1) + y(n-2) + v(n-3))/3 rekurziv kifejezés. Szamolja ki a z-
tartomanybeli atviteli fiigevényt, rajzolja fel a pdlus-zérus képet, az amplitido-
karakterisztikat kozott, és adja meg a fazist az /=0 helyen.

X(Z)=%(Z_IY(Z)+Z_2Y(Z)+Z_3Y(Z)) = H(z)z%z%(z_1 +z7 +z‘3):%-%.

H(z)=§z*(z+1+z—1>=e-2ﬂfﬂ§(eﬂfﬂ +1+e‘"2’ﬂ)=e‘2jzw%(2(:05(27ng)+1).

A fazis az az =0 helyen 0.
A fazismenetet nem volt kotelezd felrajzolni:
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Mondja ki precizen az 1. mintavételi tételt.

Ha egy jel savkorlatozott, azaz Fourier transzformaltjara igaz az, hogy X(f) =0 ha
| f | > B, akkor f_ > 2B frekvencidval mintavételezve nem veszitiink informaciot, (vagyis

az eredeti idofliggvény a mintakbol helyreallithato).

2. Egy tranziens jelenség jele 7. = 3 ms hosszusagu. A jelenség 4 ms-onként
megismétlédik. /i, = 50 kHz frekvenciaval N = 600 mintat vesziink, majd DFT-t hajtunk
végre. Hogyan lathaté a spektrum (a tranziens valasz Fourier-transzformaltja) a kapott
eredményben? Lehet-¢ a frekvenciatartomanyban interpolalni a spektrumot?

Az N =600 minta 50 kHz frekvenciaval véve 12 ms hosszusagl regisztratumot jelent.
Ebben pontosan 3 ismétlés van, tehat a DFT eredménye 3-pontonként mintavételezve
mutatja a spektrumot. Ezekbdl a pontokbol elvben mindig lehet interpolalni, de csak akkor
kapjuk meg az eredeti idéfiiggvény transzformaltjat, ha betartjuk a mintavételi tételt,
vagyis az ismételt idofiiggvény nem lapolodik at.

3. Egy sztochasztikus folyamat autokorrelacios fiiggvénye R(7)=4V2e ™ 12v?, Adja

meg a kdvetkezdket:
a) szoras
b) autokovariancia-fliggvény
c) varhat6 érték

a) c=2V
b) C(r)=4V>e ™
c) u=141V

4. Az X, sorozat N = 2048 pontbol all (p = 1,2....,2048). Ennek a sorozatnak a Matlab
ifft parancsaval kiszamitjuk az inverz DFT-jét. Tudjuk, hogy a sorozatban a p = 33
helyen van egy 2'% nagysagi impulzus, a_p =2017 helyen pedig ugyancsak egy 2°
nagysagu impulzus, a tobbi elem nulla. Szamitsuk ki az inverz DFT eredményét.

Az inverz DFT-hez k= 0,1,...,2047 indexpontokban kell venni a sorozatot, vagyis at kell
indexelniink: £ = p-1. llyenkor a k=32 és k=2016 pontok egymasnak tiikorképei az
N = 2048 6ssz-mintaszamot nézve, vagyis az inverz DFT eredménye egy mintavételezett
koszinuszfiiggvény:

32 i, 1=0,1,...2047.
48

X, =CoS2rx
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5. Mekkora a Hamming-ablak (a 0.54-gyel megemelt koszinusszal leirhatd ablak)
oldalhullamainak csokkenési sebessége dB/dekad-ban? Miért?

-20 dB/dekad, mert a széleken ugras van az ablakfiiggvényben.

6. Mire hasznaljuk az atlapolas-gatld szurot? Létezik-e idedlis (adott frekvencia 616ttt nulla
atvitel) atlapolas-gatlo szurd, miért?

Mintavételezés eldtt korlatozzuk a bemeneti jel savszélességét, hogy a Fourier-
transzformaltak atlapolodéasat megakadalyozzuk. Az idedlis savszird impulzusvalasza nem
kauzalis, tehat megvalosithatatlan, bar késleltetés megengedésével tetszélegesen jol
kozelitheto.

7. Ha inditott atlagolast végziink, és tudjuk, hogy a zaj B = 6 kHz ekvivalens
savszélességll, akkor 48 kHz mintavételi frekvenciaval N = 80 mintat atlagolva,
mennyivel javul a jel/zaj viszony?

A mintavételi tételt négyszeresen teljesitjiik tul, tehat a variancia 20-ad részére csokken. Ez
13 dB-nek felel meg.

8. Miért hasznaljuk szivesen a haromszog-eloszlasa dither-t az audio-technikaban?

Azért, mert biztositja a masodik Sheppard-korrekcio teljesiilését, vagy masképpen: a
kvantélasi hiba teljesitménye nem fiigg a bemend jeltdl.

9. Vezesse le a harmadrendu Sheppard-korrekcid kifejezését a zajmodell alapjan!

X, =x+n, E{xj}:E{(x+n)3}:E{x3 +3x°n+3xn’ +n3}=E{x3}+0+3E{x}%+0

2/3



4 pont

4 pont
2 22 pont

Megfelelt:
12 ponttol

BBBBEBBEBBBBBEBBBEBERBRBBEBEBBBEBBBBEBBBBEBZBEBBE

10. Adott az x(n) = y(n-2) - y(n-3) rekurziv kifejezés. Szamolja ki a z-tartomanybeli
atviteli fuggvénvyt, rajzolja fel a pdlus-zérus képet, az amplitado-karakterisztikat
f/f, =[0,1] kozott, és adja meg a fazist az /=0 helyen.

X(z) 2 z—1

X(2)=z7Y(2)-z7Y(z) = H(z)= Y(2) RS

H(2) = 2723(505 = 5795 )2 g 23397 (AT _ g 9T ) g 9T 13 in(rT)

Arnpltid

Imag :
&
» e
®
w
.

A fazis-abra nem kotelezd, csak a nulla-hely kiértékelése, melynél 90° (n/2) a fazistolas:
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi megoldas

1. Mondja ki precizen a II. mintavételi tételt.

Ha egy jel id6korlatozott, azaz egy T hosszusagu iddintervallumon kiviil azonosan 0, akkor
Fourier-transzformaltjat Af <1/7 tavolsagokban mintavételezve nem veszitiink informaciot,

(vagyis az eredeti spektrum és az iddfiiggvény a mintakbol helyreallithato).

2. Eov sztochasztikus folyamat autokorrelacios fliggvénye a +4 ms intervallumon kiviil
elhanyagolhatd. Mit mondhatunk arrdl, hogyan kell mintavételezni a folyamat teljesitmény-
suruségfiigevényét?

Af <(1/8)kHz tavolsagokban

3. Irja fel egy 3 magassagt, [-T.T] intervallumban 0-tol kiilonb6zd négyszog-ablak Fourier-
transzformaltjat!

W (f) = 6Tsinc(2xfT)

4. Mely k helyeken kiillonbozik 0-t6l a DFT értéke, ha egy u = 2.5 kozépértéka, 1.7
amplitadoju, f; = 8 kHz fekvenciaju koszinuszos jelet f, = 32 kHz frekvenciaval N = 512
pontban mintavételeziink, és DFT-nek vetiink ala?

/.

Af =22

/=N

k0=O

k=N o5 o
A, 32

P it N Y A [ 30 En g Y
Af o

5. Mi a szivargas, mikor 1ép fel, és hogyan csokkenthetd?

crer

megjelenik.
Akkor 1ép fel, ha a mintavételezés nem koherens (nem egész szdmu periodust mértiink).
Ablakfiiggvény alkalmazasaval csokkenthetd.
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2 pont

2 pont

2 pont

2 pont
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6. Rajzolja fel a mozgd atlagolas (csuszoablakos atlagolas) atviteli figgvényének abszolut
értékét N = 6 atlagolt minta esetén, az abran adja meg a fontosabb értékeket, és irja le,
melyik bett mit jelent!

Els6 leszivas: 1/T=1/(NAt), ahol N a mintak szama, At a mintavételi tdvolsag

7. Mi az a két mennyiség, melyet konstans értéken tartunk egy jel savkorlatozott fehér zajjal
valo helyettesitésekor?

A variancia (szérasnégyzet), €s a kovariancia-teljesitménysiiriség spektrum értéke a 0 helyen.

8. Mi a szinuszos dither két legfontosabb eldnye, és mi a hatranya?

Elénydk: egyszerii generalas, frekvencidban koncentralt teljesitmény
Hatrany: széles karakterisztikus fliggvény, nagy amplitado kell

9. Vezesse le a masodrendii Sheppard-korrekcid kifejezését a zajmodell alapjan.

X, =x+n, E{xz}:E{(H”)z}:E{xz +2xn+n2}:E{x2}+0+%
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4 pont

2 22 pont

Megfelelt:
12 ponttol

Eldvizsga:
19 ponttol

A A A A A A A A A A A

A

A

10. Adott az x(n) = 1/3*(v(n-1) + y(n-2) + y(n-3)) rekurziv kifejezés. Adja meg az atviteli

figgvényt, rajzolja fel a polus-zérus képet, tovabba az amplitudd- és a faziskarakterisztikat

£ 1. =[0,1] kozbtt.

&Z)zl(zfl +z72 +Zﬁ3)—
Y(z) 3 3

@=Ltz = Lo )21 L cos(a) 1)

X(z)= %(ZW(Z) +27Y(2)+ 27 (2) = H(z)=

z

3

_l z24+z+1
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2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi megoldas

1. Mondja ki a kozelitd mintavételi tételt.

Ha egy jel savkorlatozott B savkorlattal (X(f) = 0 ha | f | > B), és id6korlatozott T’

iddkorlattal (egy 7 hosszusagu szakaszon kiviil 0 az idéfliggvény), akkor N = 2BT
mintaval egyértelmiien jellemezhetd (ezekbdl a folytonos idéfliggvény helyreallithato).

2. Mekkora tavolsdgokban kell a mintavételi tétel értelmében egy 7 = 5 s hosszusagu
tranziens jel Fourier-transzformaltjat kiszamitani, ha nem akarunk informaciot vesziteni?

Af <(1/5)Hz téavolsagokban

3. Irja fel egy 5 magassagl, [T.4T] intervallumban 0-t6l kiilonbozd négyszdg-ablak
Fourier-transzformaltjat!

15Tsinc(37fT)

4. Mely k helyeken kiillonbozik 0-t6l a DFT értéke, ha egy u = 2.5 kozépértéku, 4.7
amplitadéju, fo = 11 kHz fekvencidji koszinuszos jelet f, = 5.5 kHz frekvencidval N = 256
pontban mintavételeziink, és DFT-nek vetiink ala?

Alulmintavételezés: csak a k=0 helyen

5. Mi az a léckerités-hatas, mikor 1ép fel, és miért baj, hogy fellép?

Masnéven picket fence hatas: Akkor Iép fel, ha a mintavételezés nem koherens (nem egész
szamu periodust mértiink). A leolvasott szinusz-amplitud6 az ablakfiiggvény
mintavételezése miatt nem egyezik az elvileg vart maximum-értékkel. A szinusz
amplitiddja a maximum mérésével nem allapithatdo meg.
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2 pont

2 pont

2 pont

2 pont
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6. Rajzolja fel az inditott atlagolas (additiv zajszurés) atviteli figevényének abszolit
értékét N = 5 atlagolt periddus esetén, az abran adja meg a fontosabb értékeket, és irja le,
melyik betti mit jelent!

Elso leszivas: 1/(NT), ahol N a mintak szdma, T a periédusidd

7. A szorzas a Fourier-transzformalt tartomanyban konvolucionak felel meg. Miért
korreldcio a periodogram idotartomanybeli megfelel6ie, és nem konvoliicio?

A periodogramban az egyik Fourier-transzformalt komplex konjugaltjat vessziik, ezzel az
ennek megfeleld 1d6fliggvény megfordul.

8. Hasznalhat6-e a négyszogijel ditherként?

Nem, mert a karakterisztikus fliggvény nem savkorlatozott.

9. Vezesse le a harmadrenda Sheppard-korrekcio kifejezését a zajmodell alapjan.

2

X, =x+n, E{x;}:E{(x+n)3}:E{x3 +3x°n+3xn’ +n3}=E{x3}+O+3E{x}i]—2+0

5 )= 5b)- 561

2/3



BBBBBBBBBBBBBEBBBEBBEBBBEBBBBBEBBBEBBEBEBBEBBEBEBBBEBBBEBBBEBBBBBBBBBBBEB

10. Adott az x(n) = y(n-1) - y(n-2) + y(n-3) rekurziv kifejezés. Adja meg az atviteli

fuggvényt, rajzolja fel a polus-zérus képet, tovabba az amplitudd- és a faziskarakterisztikat
f/f, =[0,1] kozott.

- - - X(z a0 5 zi-z+1
4 pont X(2)=z"Y(2)-z7Y(2)+z7Y(z) = H(z)= ()zzl—zz+z3——.

Y(2) z’
C1+41-4 _1+j43
2 2
H(z)=z2(z=1+z") =27 (27 —14¢7" )= ¢ (2c0s(2/T)~1)

Z1

Pole-zero map

Irmiag Az
0
=

Real Axis

2 22 pont

Megfelelt:
12 ponttol

Eldvizsga:
19 ponttol
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2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi

1. Mondja ki precizen az . mintavételi tételt.

Ha egy jel savkorlatozott, azaz Fourier transzformaltjara igaz az, hogy X(f) =0 ha
|/|= B, akkor f, > 2B frekvenciaval mintavételezve nem veszitiink informaciot, (vagyis

az eredeti idofiiggvény a mintakbodl helyreallithato).

2. Eov jelet a [3.5 ms - 5 ms] tartomanyon rogzitiink. Mekkora tavolsdgokban kell
kiszamitani a Fourier-transzformaltat, hogy lényegében ne veszitsiink informaciot? Mennyi
minta kell a frekvenciatartomanyban ahhoz., hogy elvileg se veszitsiink informaciot?

T = 1,5 ms, ezért a sziikséges minimalis mintavételi tavolsag a frekvenciatartomanyban
1/T = 667 Hz. Elvileg végtelen sok minta kellene.

3. Irja fel egy 6 =3V szorasu, B =2 kHz savszélesséell sdvkorlatozott fehér zaj és egy
u=0.,5V értéku konstans 0sszegének autokovariancia-figgvényét, helyes
mértékegyséoekkel!

o ’sinc(27Bt) = 9sinc(272t[ms]) V?

4. Mekkora a DFT pontos értéke a k=0, k=32 illetve a k=64 helyeken, ha az
1.5-sin(2 T 10°-) + 2 jelet fm=4kHz frekvencidval N =256 pontban mintavételezziik,

és DFT-nek vetiink ala?

k=0: 2N=512
k=32 0

k=64 —J;N:—jwz

5. Mekkora a Hann-ablak oldalhullamainak csokkenési sebessége dB/dekad-ban? Miért?

60 dB/dekad, mert az ablakfiiggvény a szélein a tengelyhez simul: sem a fliggvényben,
sem a derivaltjdban nincs a sz¢€lén ugras, a masodik derivaltban viszont van.

6. Mi annak a feltétele (matematikai kifejezés), hogy a 7’=4 us periddusideji jelet additiv
zajszlirésnek alavetve az eredmény varianciaja az atlagolt periddusok szamaval forditottan
aranyosan csOkkenjen?

A zajbol T tavolsagban vett mintdknak korrelalatlanoknak kell lenniiik, vagyis a zaj
savszélességére B> 1/(2T) =125 kHz.
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2 pont

2 pont

2 pont

ccccccececcececceccecececcecceccecceccecccecccecceccceccec

7. B =6 kHz savszélességu zajbol 25 kHz mintavételi frekvenciaval N = 1024 mintat
vesziink, és atlagoljuk dket. Milyen aranyban csokken a széras egy minta szOérdsdhoz
képest?

A mintavételi tételt tulteljesitjiik, ezért a folytonos jelre vonatkozo kifejezést kell
hasznalnunk:

_ O _ O - (o)
V2BT \2BN/f, 22,2

O 44

8. Milyen tulajdonsagunak kell lennie a dithernek, hogy segitségével a II. kvantalasi tételt
teljesitsiik a kvantalé bemenetén?

o . 2
Karakterisztikus fiiggvényének savkorlatozottnak kell lennie =+ T & kozott.
q

9. Vezesse le az elsOrendii Sheppard-korrekeid kifejezését a zajmodell alapjan!
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4 pont

2. 22 pont

Megfelelt:
12 ponttol

Eldvizsga:
19 ponttol

ccccccececcececceccecececcecceccecceccecccecccecceccceccec

10. Adott az x(n) = y(n-1) - y(n-3) rekurziv kifejezés. Adja meg az atviteli figevényt,

rajzolja fel a pOlus-zérus képet, tovabba az amplitido- és a faziskarakterisztikat

£/ 1. =[0,1] kozott.

X(2)=2 V() =2 Y(z) = H(z) =B s Z71

Y(2) - z?

H(z)= Z_Z(Z1 —z_l):e_m’ﬂ(eﬂ’ﬂ —e’jz’ﬂ): e_zjz’ﬂjZSin(27jT).

At Fa (4180 fok kgt
25: : : ; i : : ; 200 - v o L i i
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2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi megoldas

1. Mondja ki precizen az 1. mintavételi tételt.

Ha egy jel savkorlatozott, azaz Fourier transzformaltjara igaz az, hogy X(f) =0 ha |f|> B,

akkor f_ > 2B frekvenciaval mintavételezve nem veszitlink informaciot, (vagyis az eredeti
idéfiiggvény a mintdkbol helyreéllithato).

2. Egy w; korfrekvenciaju szinuszos jelet hogyan kell mintavételezni a mintavételi tétel értel-
meében? Mi torténik akkor, ha f,=@/(2r) frekvencidval mintavételezziik a jelet?

®
>2—L
Son Py

fm=a1/(27) frekvencidval mintavételezve konstanst kapunk.

3. Irja fel az inverz DFT képletét, és adja meg, hogy az indexek mett6l-meddig mennek.

ki

1 N-1 Jj2r—
x,=—Y X(k)e V, i=0]l..,N-1
Nk:O

4. Mekkora a DFT értéke a k= 0 helyen, ha egy p = 1.5 kozépértékd, 2.7 amplitudoji,
fo=3 kHz frekvenciéju koszinuszos jelet f,, = 12 kHz frekvenciaval N = 512 pontban mintavé-
teleziink, és DFT-nek vetiink ala?

fm

A mintavételezés koherens, mert f, = T

=128 S
512

. Ezért nincs szivargas, €s

X(0)= Ny =768.

5. Mekkora a szinuszjel DFT-jében az el6forduld maximadlis amplitadéhiba és mikor 1ép fel?
Hogvan tudjuk javitani az eredményt?

Az egyszerl (ablak nélkiili) DFT a sinc fiiggvény mintait tartalmazza. Koherens mintavételnél

., sin x
ezek a mintak a

figgvény x =0,+7,12x,... helyein vannak. A legnagyobb a hiba, ha a

figgvény /2 értékkel eltolva van mintavételezve. A relativ hiba ilyenkor

S22 036
/2 s

A hibat ablakfiiggvény alkalmazéasaval csokkenthetjiik.



2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

6. A mintavételezd oszcilloszkdépnal (ekvivalens mintavételez€s) betartjuk-e a mintavételi té-
telt? Milyen feltétellel hasznalhatd az eredmény (frekvenciatartomanybeli magyarazat!) és mi-
ért?

Nem tartjuk be (peridédusonként kevesebb, mint 1 minta!). Ha a mintavételi frekvencia csak egy
picivel nagyobb az alapharmonikusnal, akkor a betranszformalddo felharmonikusok ugyan-
olyan sorrendben jelennek meg a spektrumban, mint az eredeti jelben (csak éppen letranszfor-
malodott frekvencidkon).

7. Mi egy jel ekvivalens zajsavszélességének kifejezése? Mit jelent?

[s.NHdr
©25.0)

Annak a savkorlatozott fehér zajnak a savszélessége, melynek ugyanakkora a varianciaja, mint
a bemend jelnek, és azonos hosszisagl atlagolassal ugyanannyira csokken az atlagérték
varianciaja.

8. A kvantalasi tétel alapjan mekkora az a kvantumnagysag, ami biztositja, hogy egy kb.
+1 V-o0s négyszogielet £2.5 V tartomanyban kvantalva a jel momentumait pontosan helyre tud-
juk allitani?

A karakterisztikus fliggvény nem savkorlatozott (koszinusz), ezért elvben csak g = 0.

9. Vezesse le a masodrendu Sheppard-korrekcio kifejezését a zajmodell alapjan.

X, =x+n, E{xj}:E{(x+n)2}:E{x2 +2xn+n2}:E{x2}+0+%
2
Bl ph)- L



4 pont

10. Adott az x(n) = y(n-1) - y(n-3) rekurziv kifejezés. Adja meg az atviteli figgvényt, rajzolja

fel a polus-zérus képet, tovabba az amplitidd- és a faziskarakterisztikat f/ f, =[0,1] kozott.

X(Z):Z_l_ -3 Zz_l

Y(2) z’
H(z)=z2(z—z ") =e 2" (/7 — o777 )= 2277 2 jsin(24/T),

X(2)=z"Y(2)-z7Y(z) = H(z)=

Ampitidd Fizis (+ 180 fok kiizott)
25 T T T T 200 T T T T

L L L L. i 1 !
04 0s 06 o7 0B 09 1

Pole-zero map

Imag Axis
8
o

04
06
08

-1 -0.5 o 05 i
Real Aws



2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont
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Digitalis jelfeldolgozas zarthelyi megoldas

1. Mondja ki a kozelitd mintavételi tételt.

Ha egy jel savkorlatozott B savkorlattal (X(f) = 0 ha | f | > B), és id6korlatozott 7' iddkor-

lattal (egy T hosszusagu szakaszon kiviil 0 az id6fiiggvény), akkor N = 2BT mintaval egy-
értelmiien jellemezhetd (ezekbdl a folytonos id6fiiggvény helyreallithat6).

2. Az I. mintavételi tétel betartasa esetén hogyan allithatd vissza a mintakbdl a folytonos
1id6fiiggvény valamelyik pontban (képlet)?

o .. [ t-1At
x(t)—zm;x(l)smc[ A ﬁj

3. Irja fel a DFT képletét, és adja meg, hogy az indexek mettél-meddig mennek.

ki

N-1 _jor
X(k)y=>xe Y, k=0,1..,N-1
i=0

4. Ismeretlen frekvenciaju szinuszjelet mintavételeziink, és kiszamitjuk a DFT-t. Mikor
lehet a maximalis abszolut értékli spektrummintabdl pontosan kiszamitani az amplitudot,

¢és hogyan?

2%,]
N

Ha a mintavételezés koherens. 4 =

5. Mi az a szivargas, mikor 1ép fel, és miért baj, hogy fellép?

crer

Akkor 1ép fel, ha a mintavételezés nem koherens (nem egész szamu periodust mértiink).
Mert a szivargd teljesitmény elfedhet egyébként jelen 1év0 kis teljesitményili szinuszokat.
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6. Rajzolja fel az inditott atlagolas (additiv zajszlrés) atviteli figgvényének abszolit érté-
két N =5 atlagolt periddus esetén, €s az abran adja meg a fontosabb értékeket.

2 pont
7. Miért hivjak a cirkularis korrelacidt cirkularisnak?
2 pont Azért, mert a sorozat ugy korrelalodik mintha az egyik sorozat eltolasakor a kilépd mintak
»cirkularisan” visszalépnének a masik oldalon.
8. Milyen értelemben hasonlit egymasra a dither és az atlapolasgatlo sziird hatasa?
Az atlapolasgatlo sziird a jel spektrumanak szélességét korlatozza. A dither a karakteriszti-
5 kus fiiggvény szélességét korlatozza.
ont ! ) 2
P X' ()=HNHX), SN =H)| S
D (1) = D, (u)D(u)
9. Vezesse le a harmadrendi Sheppard-korrekcio kifejezését a zajmodell alapjan.
2
_ 31 3| 3 2 2 31 3 q
2 pont X, =x+n, E{xq}— E{(x+n) }— E{x +3x"n+3xn" +n }— E{x }+0+3E{X}E+O

Bl = Bl ) 5l )



4 pont
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10. Adott az x(n) = y(n-1) + y(n-3) rekurziv kifejezés. Adja meg az atviteli flisgvénvt,
rajzolja fel a polus-zérus képet, tovabba az amplitido- és a faziskarakterisztikat

f1f. =[0,1] kozbtt.

2
X =zl4+z7 = z :_1.
Y(2) z
H(Z)=z22(z+27) = 27T (ejzzy‘T +e—j2/y‘T): e—ZjZ;gTZCOS(Zig{T).

X(2)=z"Y(2)+z7Y(z) = H(z)=

s (+ 150 fok kizolt)

23 o7 o8 o9 1

Pole-zero map

o
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Q
x
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Real Ads



2 pont

2 pont
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2 pont

2 pont

2 pont

Digitalis jelfeldolgozas potzarthelyi megoldasok

1. Mondja ki precizen a II. mintavételi tételt.

Ha egy jel idOkorlatozott, azaz egy T hossziisagu iddintervallumon kiviil azonosan 0, akkor
Fourier-transzformaltjat (amplitddo-spektrumat) Af <1/T tavolsdgokban mintavételezve

nem veszitiink informaciot, (vagyis az eredeti spektrum a mintakbol helyreallithato).

2. Hany minta kell egy B savkorlata, T id6korlath jelbdl ahhoz, hogy gyakorlatilag ne veszit-
stink informacidt, ha a mintavételezési frekvencia fy, = 4B?

T
N=—=Tf =4BT.
Y i

3. Irja fel az auto-teljesitménysiiriiség-spektrumot becslé diszkrét periodogram képletét. Milyen
feltételek mellett lehet ez a periodogram negativ? Lehet-e komplex?

A 1 2
Stk)y=—|X
(k) =1
Nem lehet sem negativ, sem komplex.
4. Mekkora a DFT értéke a k= 128 helyen, ha egy p = 1.5 kdzépértékii, 2.5 amplituddju,

fo=6 kHz frekvenciaju koszinuszos jelet f, = 24 kHz frekvencidval N = 512 pontban mintavé-
teleziink, és DFT-nek vetiink ala?

S /)

A mintavételezés koherens, mert f, = " = 128%. Ezért nincs szivargés, és éppen a kérdé-

ses pont éppen a csucsnal van:

4nn&=N§=ma

5. Mi az a picket fence (,.Jéckerités™) hatas? Hogvan tudjuk javitani az eredményt?

A DFT-ben az ablakfiiggvény mintai jelennek meg, ezért a maximalis érték attol fligg, hogyan
talaljuk el az ablakfiiggvény kozepét. Az dsszes ablak, de kiilondsen a Flat Top ablak csokkenti
az ebbdl szarmazo hibat.

6. Mekkora a periodogram variancidja 4 amplitaddju szinuszos jel esetén, ha koherens minta-
veételt alkalmazunk?

Koherens mintavétel esetén a periodogram 6sszes pontjanak variancidja 0.

7. Mire valo a dither?

Kvantélas eldtt a jelhez adva segiti a jel+ditherre a kvantélasi tétel feltételének teljesitését.



2 pont

2 pont

4 pont

8. Rajzolja fel a mozgd atlagolas blokkvazlatat, és irja fel a rekurziv kifejezést.

ABRA
f(n+1) = fc(n)%(y(n)—y(n—zv))

9. Vezesse le a negyedrendi Sheppard-korrekcid kifejezését a zajmodell alapjan, annak fel-
hasznalaséaval, hogy E {n“ } =q"/80.

x,=x+n,
E{x3}= E{(x+n)4}:E{x4 +4x°n+6x’n +4xn’ +n4}: E{x4}+ 6E{x2}%+g_:)
2 4 2\ 2 4
)= et} el - £ = plet)-o s - £ )2 -
2 4
- st} gl 2

10. Adott az x(n) = (v(n-1) - y(n-2))/2 rekurziv kifejezés. Adja meg az atviteli fliggvényt, raj-
zolja fel a polus-zérus képet, tovabba az amplitado- és a faziskarakterisztikat f/ f, =[0,1] ko-

ZOtt.

X(z) z7 =z _z-1

:ZAY(Z)—ZJY(Z) — H(z)=

X(@) 2 Y(2) 2 222

0, -0, ; —jafT
-5 (z *—z 5) _ -15j24T (eﬂﬂ —e 7 )
H(iz)=z " —F=e¢ B —

2 2

= e jsin(nfT).
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