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Keresztfélév - 1. vizsga
Pontozasi ttmutato

Tanszéki altalanos alapelvek

A pontozasi itmutato célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az utmutatd
minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak fébb gondolatait, és az ezekhez rendelt részpont-
szamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megolddsdanak részletes leirasa; a leirt
lépések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az titmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolédd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbd a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gttmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. a) Hogyan definidltuk az eléadéson egy val6sziniiségi valtozé szérasnégyzetét?

b) Mit értiink az alatt, hogy egy val6sziniiségi valtozo orokifju a pozitiv egészek halmazan? Milyen
eloszlasu valésziniiségi valtozok teljesitik a fenti tulajdonsagot?

Megoldas:
a)

(5 pont) Legyen X egy val6sziniiségi valtozd, melynek létezik a varhat6 értéke. A
D*(X) = E((X - E(X))?)

varhaté értéket az X szérasnégyzetének nevezziik,
(0 pont) amennyiben ez létezik.

Ha a megoldé nem az el6adason elhangzott fenti definiciét, hanem a D?*(X) = E(X?) —E(X)? formulat
adja meg (hibatlanul), akkor 3 pont jar.

b)
Az X valbszinfiségi valtozét érokifjuinak nevezziik az NT halmazon, amennyiben
(1 pont) ranX = NT, és
(2 pont)
PX>k+n|X>k)=PX >n).
teljesiil minden k,n € N esetén.

(2 pont) Egy nem konstans X valészinliségi valtozé pontosan akkor 6rokifji az N* halmazon, ha
X ~ Geo(p) valamilyen p € (0;1) paraméterrel.

(Ha kovetkeztetésnek csak az egyik irdnya szerepel, akkor a 2 pontbdl 1 jar.)
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2. Osszekeveriink 4 kartyalapot, melyek koziil pontosan az egyik piros, majd (lefordiva és) egymasra téve
Oket magunk elé helyezziik a lapokat. Ezek utan elkezdiink dobdalni egy szabalyos érmét. Legfeljebb
4-szer dobunk, de amennyiben egy dobasnal iras az eredmény, megallunk. Végiil annyi kartyat hiazunk
a megkevert lapokbdl (mindig a fels6t kihtizva), ahdny fejet dobtunk. Mi a val6szintisége, hogy 4 darab
fejet dobtunk, ha tudjuk, hogy a huzott lapok kozott van piros?

Megoldas:

(1 pont) Legyen F; az az esemény, hogy i darab fejet dobunk, pontosabban az elsé i dobés fej, és i < 4
esetén az (i + 1)-edik irds (1 = 0,1,2,3,4). Jelolje tovabba Pi azt az eseményt, hogy a huzott lapok
kozott szerepel a piros. A keresett valoszintiség P(Fy | Pi).

(1 pont) Az Fy, Fy, Fy, F3, Fy események teljes eseményrendszert alkotnak
(2 pont) ezért alkalmazhaté rdjuk a Bayes-tétel:

P(Pi | Fy) P(Fy)
Yo P(Pi | F)P(F)

P(Fy | Pi) =

Ha a tétel nincs is nevesitve, akkor is hivatkozni kell r4, hogy ez a formula az eléadas anyaganak része.
Az el6adéasra valé hivatkozas nélkiil a formuldra nem jar pont. Ha valaki kiilon alkalmazza az egyeril
Bayes-tételt, majd utdna a teljes valdsziniiség tételét (mindketténél a tétel nevére vagy az elfadasra
hivatkozva), akkor is jar ez a két pont (egy-egy a két tétel alkalmazéaséért). Hivatkozéas nélkiil ebben
az esetben sem jar az adott pont. Kizarélag hibatlanul felirt formula(k)ra adhaté pont.

gz 1
tovabba P(Fy) = o
(1 pont) Ha nem dobunk fejet, akkor persze nem hizhatunk pirosat, igy P(Pi | Fy) = 0. Ha 4 fejet
dobunk, akkor biztosan kihtizzuk a piros lapot, azaz P(Pi | Fy) = 1.

(1 pont) Ha i < 4, akkor P(F;) = ST

1
(1 pont) Tovabba P(Pi | F}) = T
(2 pont) valamint (szamitdsba véve, hogy hanyadikra hiznuk pirosat)
1 3 1 1
P(Pi|F))=-4+°.-="=
(PilF) =3+ 3 %
1 31 3 2 1 3
P(Pi| F)= -4+ — .- =4+ —.=.= ==
PilF) =3+ 3% 5271

A fenti valdszintiségek gy is megkaphatok, ha a hizas sorrendjét nem vessziik figyelembe, hanem (mi-
vel a lapokat kezdetben megkeverjiik) tgy tekintiink a hizésra, mint kettd ill. hdrom lap kivalasztasara
a négybdl:

3
IP’(Pz'|F2):(1):2:1

4 )
() 2
. G 3
P(Pi | F3) = -3~ = .
(35 4
(1 pont) Behelyettesive
19 26 4
P(Fy | Pi) = 2 N
S A O N D N N Y A WY R N

Ha a megoldé nem irja le altaldnos alakban a formulédt, csak a behelyettesitett értéket, akkor a for-
muléért jaré 2 pontot is megkapja, amennyiben hivatkozik a tételre, és a behelyettesitett értékek
midegyikének jelentése pontosan tisztazott, valamint a helyettesités hibdtlan.
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3. Két dobdkockaval dobunk. Jeldlje X a dobott szamok maximumat, ¥ pedig a dobott szamok mini-
mumat. Adjuk meg az X és az Y egyiittes eloszlasat.

Megoldas:
(1 pont) Mind az X, mind az Y értékkészlete az {1,2,3,4,5,6} halmaz. (Ha ez nincs kiilén kiemelve,

de pl. egy tablazatos megadds alapjan egyértelmiien kideriil, akkor is jir a pont.)
(2 pont) Mivel Y < X, igy P(X = k,Y =1) = 0 minden [ > k esetén.
(3 pont) Ha k = [, akkor az {X = k,Y = k} esemény éppen azt jelenti, hogy mind a minimum, mind

a maximum ugyanaz a k szém. Azaz két darab azonos szamot dobtunk, ennek a valészinlisége pedig
1/36 minden 1 < k < 6 esetén.

(2 pont) Ha k > [, akkor az {X = k,Y = [} esemény azt jelenti, hogy az egyik szdm értéke k, a mésiké
pedig (.

(2 pont) Ez a két kockdt megkiilonboztetve pontosan két kimenetel esetén fordul elé, ezért tehat
P(X =k Y =1)=2/36 =1/18.

A hérom kiilonbozé valésziniliség szamlasdndl indoklas is sziikséges, ennek hidnydban (tehdt ha csak
az értéket kozli a megold6) mindegyik helyes értékért 1 pont adhato.

Az egyiittes eloszlas tablazata:

X
v 1 2 3 4 5 6
1 1/36 | 1/18 [ 1/18 [ 1/18 | 1/18 | 1/18
2 0 |1/36|1/18 |1/18 | 1/18 | 1/18
3 0 0 |1/36|1/18|1/18 | 1/18
4 0 0 0 |[1/36 |1/18|1/18
5 0 0 0 0 |1/36 | 1/18
6 0 0 0 0 0 |1/36

4. Legyen X ~ B(10;0,2) binomidlis eloszlasi valdsziniiségi valtozo, tovabbd legyen Y = 3X + 2. Szé-

c s 2

Megoldas:
(7 pont) Mivel az Y az X-nek linedris transzformaltja (tovabbd mindkét valtozd szérdsa pozitiv, és

véges), igy az eléadédson tanult tétel alapjan corr(X,Y) = £1.

(3 pont) Itt az eléjelet az X egyiitthat6janak eléjele hatdrozza meg az Y-nak az X valtozéval torténd
eléallitasdban. Ez az egyiitthato itt 3, ami pozitiv, tehat corr(X,Y) = 1.

A korrelacié a definicié alapjan is kiszamithato, igy egy masodik megoldas a kovetkezd:
cov(X,Y)

D(X) DY)’

(1 pont) itt D(X) =+/10-0,2-0,8 = /1,6,

(2 pont) tovabba a szérasra tanult transzformacids formuldk alapjan

(1 pont) corr(X,Y) =

D(Y) =D(3X +2) = D(3X) = 3D(X) = 3,/1,6.

(2 pont) A kovariancia linedris a masodik valtozéban, igy

cov(X,Y) = cov(X,3X 4+ 2) = 3 cov(X, X) + cov(X, 2).

(1 pont) Konstans valtozéval vett kovariancia nulla: cov(X,2) = 0.
(2 pont) Tovabba cov(X, X) = D*(X) = 1,6,
3-1,6

(1 pont) tehat corr(X,Y) = 316 Vio

1.
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5. Egy program egyenletesen véletlenszertien general egy egész szamot az [1; 5] zart intervallumban (te-
hét az intervallumban minden egész szam 1/5 valdsziniiséggel adédik kimenetként). Tegyiik fel, hogy
ezzel a programmal egyméstol fiiggetleniil 1000 értéket generalunk, végiil pedig osszeadjuk a kapott
eredményeket. Mi az Osszeg varhaté értéke és szorasa? Kozelitéleg mi a valdszinilisége, hogy az Gsszeg
nagyobb, mint 2900, de kisebb, mint 31007

Megoldas:

(1 pont) Jeldlje X; az i-edik generalt szamot, ekkor X7, ..., Xj000, azonos eloszlasi, egyiittesen flig-
getlen valdsziniiségi valtozdk. A generalt szamok Osszege ekkor 21000 X;.

(1 pont) Ennek varhaté értéke a varhaté érték linearitdsa és a valtozdk azonos eloszlasa miatt
1000 1000
E (Z Xi> =) E(X;) = 1000 - E(X7).
i=1 i=1

(1 pont) Az X, értékkészlete {1,2,3,4,5}, és mindegyik értéket 1/5 valdsziniiséggel veszi fel, igy

1+2+3+4+5
)

E(X1) = =3,

tehéat az Gsszeg varhato értéke 3000.

(1 pont) A szérasnégyzethez elészor szamoljuk ki az E(X?) varhaté értéket a transzformalt varhaté
értékére vonatkozo formula segitségével:

12+22+32+42+52 1444+9+16+25 55

E(X? =— =11.

(1 pont) Tehat D?(X;) = E(X?) —E(X;)2=11-9=2.
(1 pont) Mivel az X7, ..., Xjo00 valtozok egyiittesen (és igy paronként is) fiiggetlenek, igy

1000 1000
2 (Z Xi> =) D*(X;) = 1000 - D*(X1) = 2000,
=1 =1

(1 pont) igy az 6sszeg szorasa /2000 ~ 44,7214.
(0 pont) Keressiik a P (2900 < Y0 x; < 3100) valoszintliséget.

(1 pont) Az Osszeget sztenderdizalva ez éppen

2900 - E(%P X)) 2 X —E(C2° X)) 3100 — E(X2 X))
P 1000 < 1000 < 1000 =
D21 Xi) D21 Xi) D21 Xi)

1 1000 ., 1 1000 x,
00 _ S Xi—3000 100\ o o, FEX-3000 )
/2000 /2000 = /2000 V2000

(1 pont) Ez a centrélis hatareloszlds tétele szerint kozelitoleg ®(2,24) — ®(—2,24), ahol ® a sztenderd
normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

(1 pont) A @ fiiggvényre tanult transzformdcios formulat felhasznalva a fenti kifejezés értéke éppen
2. 3(2,24) — 1~ 20,9875 — 1 = 0,975.

6. Az 5. feladatban szerepld program segitségével generdlunk egy 15 elemii mintat, és a kovetkezét kapjuk:
2,2,3,4,1,2,5,5,2, 3,5, 4,3,5, 2.

Szamoljuk ki erre a mintara a mintaatlagot és a korrigalt tapasztalati szorast. Adjuk meg a tapasztalati
eloszlasfiggvényt is.
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Megoldas:
(1 pont) A mintaatlag

o 24243+44+14+2454+5+24+3+54+4+3+5+2 48 3.9
T = = — = .
15 15 ’

1 pont) A korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet s*2 = =52, ahol s? a tapasztalati szérdsnégyzet, n
n—1

pedig a minta elemszdma (jelen esetben 15), a tapasztalati széranégyzet pedig az s? = 22 — 72 képlettel
szamolhato,

(1 pont) ahol

— 22422432442 412422452452+ 22+ 32 + 5% + 47 + 32 + 5% + 22
xr< =

15
_4+4+9+16+1+4+25+25+4+9+25+16+9+25+4_@_12
N 15 157
(1 pont) igy tehat
15 15
* 2 2
=—.(12-32)=—-1,76 = 1 .
s 14 ( 3,2%) 14 ,76 ,8857

(1 pont) A korrigdlt tapasztalati szérds tehdt s* = vs* 2 ~ /1,8857 ~ 1,3732.

Ha az altalanos képletek nem szerepelnek, de a hibatlan helyettesités igen, akkor a képletekért jard pont
is megadandé. Ha a megoldd szamologép segitésgével szamolja az atlagot és a korrigalt tapasztalati
szorast kozvetleniil a mintabol (tehdt a fenti helyettesitéseket nem végzi el), a korriglt tapasztalati
széras és szordsnégyzet, valamint a tapasztalati szérdsnégyzet képletének (vagy egy Osszevont képlet-
nek), illetve az 22 értelmezésének szerepelnie kell az eléz6 4 pontért. Ezek barmelyikének hidnyéaért

egyenként 1 pont levonds jar a fenti 4-bél (vagyis példdul egy puszta eredménykozlés esetén mindossze
az atlagért jar pont).

(1 pont) A rendezett minta
17 27 27 27 27 27 37 37 37 47 47 57 57 57 57

(4 pont) tehat a tapasztalati eloszldsfliiggvény

0, hat<1,

L, hal<t<2,

2, ha2<t<3,
F*(t) =

3, ha3<t<d,

hl,), ha 4 <t <5,

1 ha 5 < t.

(A rendezett mintanak nem kell feltételniil szerepelni, az érte kaphaté 1 pont egy hibatlanul megadott
eloszlasfiiggvény esetén is jar.)



