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1. Hatdrozza meg az A = |4 2 0| maétrix sajatértékeit és a legkisebb (10 p.)
6 3 0

sajatértékhez tartozé sajatvektort.
1—A 0 2
Kifejtve a det(A — AE) = det 4 2-X 0 determinanst a
6 3 0—A

4302 4+100=0

karakterisztikus egyenletet kapjuk, melynek gyokei: A\ = —2, Ay =0, A3 = 5.
Legyen v; = (z,y, z) a A\; sajatvektora. A
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sajatérték egyenletbdl a
3v+22=0
dr +4y =0
linearisan fiiggetlen egyenletek adddnak.
Vagyis az egyenletrendszer egy megoldasa v; = (2, —2, —3).

2. Tegyiik fel, hogy egy 2 x 2-es A matrixnak az 1 és a —1 a sajatértéke. (10 p.)
Hatdrozza meg az A* sajatértékeit.
Az A matrixnak legyen A\; = 1 és Ay = —1 a sajatértéke, valamint legyen v,

és vy a hozzajuk tartozo sajatvektor. Mivel minden i = 1,2 esetén

A4UZ‘ = AS (AUZ) = A3 ()\zvz) = )\1 (A3Ui) = )\;11)1
teljesiil, ezért a v; vektor az A* mdtrixnak is sajitvektora melyhez a A}
sajatérték tartozik. Tehdt az A? matrix sajdtértékei A] és A3, vagyis csak
egy sajatértéke van az A* métrixnak az 1.

3. Milyen a,b € R paraméterek esetén van az (10 p.)

r+y+z=4, x+2y+4z =5, r+3y+az=>



egyenletrendszereknek nulla, pontosan egy, illetve végtelen sok megoldasa?
Els6 1épésben az elso egyenletet kivonva a masodikbdl és a harmadikbol; majd

méasodik 1épésben a masodik egyenlet kétszeresét kivonva a harmadikbdl az

r+y+ z2=4 r+y+ z2=4
Y+ 3z=1 Y+ 3z=1
2u+ (a—1D)z=0b—14, (a—T7)z=b—-6,

egyenletrendszerek adédnak. Az (a — 7)z = b — 6 egyenlet alapjan az
—a =17, b+# 6 esetben nincs megoldés;

—a =17, b=06 esetben végtelen sok megoldas van;

— a # T esetben pontosan egy megoldés van.

4. Szamolja ki az (10 p.)

i

I
W N =
N O DN
— N W

matrix inverzét.
A mdétrix determindnsa det A = 04+ 12 +12 -0 —-4 — 4 = 16. Az

aldeterminansokbdl allé matrixbol kiindulva

0 2 2 2 2 0
2 1 3 1 3 2
2 3 |11 3] |1 2 —4 -4 x(+1), transzpondlas —4 4
S I e I el e e ans 4 -8 4
4 —4 —4 4 4 —4
2 3 1 3 1 2
0 2 2 2 2 0
az A matrix inverze
—4 4 4 -1 1 1
1 1
-1
- 8§ 4]l=>(1 -2 1
detA\ y 4 _4) 4\1 1

5. Mely a,b € R paraméter esetén lesz az A = (ClL 2) és B = (; ?) méatrix (10 p.)

felcserélhet6? (Vagyis mikor teljesiil az AB = BA egyenl6ség?)
Elvégzve a matrixszorzast, az AB = BA egyenlet az alabbi alak.

3 3  (1+2a 1+2b
a+2b 2a+b) \24a 2+0b
Két matrix egyenld, ha minden elemiik egyenld, vagyis, ha

3=1+4+2a 3=1+2b, a+2b=2+a, 2a+b=2+b

teljestil. Ennek az egyenletrendszernek pontosan egy megoldésa van: a = 1 és
b=1.



6. Hatdrozza meg a (10 p.)
1 1
3 4
9 16
27 64

— =
O = DN =

matrix determinanséat.

2. oszlop - 1. oszlop

1 1 1 1 3. oszlop - 1. oszlop 1 0 O 0

1 2 3 4 4. oszlop - 1. oszlop 1 1 2 3
detly 4 9 16 - detly 3 8 15|~

1 8 27 64 1 7 26 63

2. oszlop - 2x 1. oszlop
L2 3 3. oszlop - 3x 1. oszlop L0 0
=1-det|3 8 15 = det {3 2 6 | =

7 26 63 7 12 42

2 6 1 3
zl-det<12 42):2-2-det(6 21):4(21—18):12
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1. Hatdrozza meg a sor 0sszegét. (10 p.)

n=0

Felhasznélva, hogy |q| < 1 esetén Zq” =1
—q
n=0

N ) LA =N ' A -3\" 2 9 400
2 107 2 (5) i (10) 27142 3

n=0 n=0

2. Konvergenciakritériumok segitségével dontse el, hogy az alabbi sorok (10 p.)
konvergensek-e vagy sem.

S

=0

> 2n + 3
b.
Zn 244n+5

n=

n—o0 n n—00

4\" 4\"
a. Mivel lim (n+ ) = lim (1 + —) = e* #£ 0, ezért nem teljesiil a
n

konvergencia sziikséges feltétele, vagyis a sor divergens.
b. A sor nem konvergens, ugyanis minden N € N* esetén

n1n2+4n+5 e n2+4n2+5n2_n:110n2_5n:1n’

=1
és ; o=
3. Tekintsiik az (10 p.)
f:R® — R? (z,y,2) = (v —y + 2%, 2y — 32)
fiiggvényt. Hatdrozza meg a fliggvény derivaltjat az a = (1,1,1) pontban.

(Vagyis adja meg a (Df)(a) linedris leképezés matrix4t.)
Az f fuggvény komponensei f = (f1, f2),

filey,2)=a—y+2° b folz,y.z) =ay -3z



A komponensfiiggvények paricalis derivaltjai

(a:cfl)(xaya Z) = 1 (ayfl)<x>ya Z) = - <8Zfl)($7y7 Z) :22
(axf2)(x7y7 Z) =Yy (ayf2)(377y72) =T (8Zf2)(x7y7 Z) =-3
mindenhol folytonos fliggvények, ezért az f fliggvény differencidlhaté az a

pontban.
A fliggvény derivaltja

(@)@ @)@ @R _ (1 -1 2
e = (g o ) =G 1 3):

4. Szamolja ki az (10 p.)
f:R* =R (z,y,2) = 2+ 9>+ 2°

figgvény a = (1,1,—1) € R3 pontbeli v € R? irdnymenti derivaltjat, ahol a v
vektor egyallasu a (3,0,4) vektorral.

(3,0,4) 1 , e /
Av=_—"""-=-(3,0,4) € R’ vektor egyallasu a (3,2,1) vektorral, és
1B,0,4)[ 5

|v|| = 1. Mivel az f fiiggvény
O.f =1 0,f=2y  0.f =37

parcidlis derivéltjai mindenhol folytonosak, ezért a fliggvény mindenhol differ-
encialhaté, vagyis képezheté a

(grad f)(a) = (1,2,3)
vektor. Az iranymenti derivalt ekkor kiszamolhat6 az alabbi mdédon.

3+0+12

(Do) = (fsrd ) v) = (12,3, 5.0, ) = 2FEFE

5. Mutassa meg, hogy az (10 p.)
f:R*=R (z,y) — z* —y*

fiiggvénynek nincsen lokalis szélséértéke.
A fiiggvénynek azon P € R? pontokban lehet szélséértéke, melyekre (D f)(P) =

0, vagyis (0, f)(P) =0 és (0, f)(P) = 0 teljesiil.

(Ouf)(w,y) = 4a® =0
0y f)(x,y) = —4y*> =0

Tehét a fiiggvénynek csak a P = (0,0) pontban lehet lokalis széls6értéke.

Az f fuggvénynek a P pontban nincsen lokélis széls6értéke, ugyanis f(P) = 0,
és barmely r € R esetén a P pontnak egy r sugaru kornyezetében a fiiggvény
pozitiv és negativ értékeket is felvesz, hiszen a koordinatatengelyek mentén
nézve a fiiggvényt f(z,0) =a2* > 0és f(0,y) = —y* <0.



6. Szamolja ki az alabbi hatarértékeket, ha azok léteznek. (5+5 p.)

2 2 2
rY b. lim ~ Y

hm _— 1m _—
(2,y)—(0,0) 2 + 72 (z,9)—(0,0) 2 + 32
a. Polarkoordinatakra attérve

lim x2y — lim r? cos? @ sin @
(z,y)—(0,0) 2 + y2 r—0 r2

= 71}—I>I(1) (r cos” psin go) =0.

b. Mivel a )
r? cos? p — r?sin? ¢

lim = cos? ¢ —sin ¢
r—0 r2
mennyiség nem fliggetlen a ¢ szogtol, ezért a b.) feladatban szereplé hatarérték

nem létezik.



